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NOTE  STATISTICHE 


L  —  Stato  della  Società  al  as  febbri^ o  190O. 

Sod  residenti 41 

«    .  ..      .  i    dimoranti  in  ItaHa 156 

Soci  non  residenti  •<    ,.            .    .,,„  >. 

(    dimoranti  aU  Estero 165 

321  321 

Totale '.    !    .     362 


n.  ^  Movimento  nel  numero  dei  Soci  dal  a  mano  1884  al  as  febbraio  1906. 

Soci  ammessi  nelle  sedute  degli  anni  : 

Riporto    I  s  3                      Riporto    2x4                       Riporto  301 

1884  ...   27  «)   1890   ...   14     1896   ...    9     1902   ...  II 

1885  ...   8    1891  ...  II    1897  ...   9    1903  ...  14 

1886  ...   14     1892   ...    7     1898   ...   17     1904   ...  21  ') 

1887  ...  41    1893  ...  IO    1899  •  •  •  ïS    1905  •  •  •  "O 

1888  ...     46           1894     ...      18           1900     ...        6  77^ 

1889  .  .  .  _£7         1895     .  .  .  _£i         1901     .  .  .  _£8  ' 

777  2^4  TÔT 

Nuovi  soci  ammessi  neUe  sedute  dal  7  gennajo  al  25  febbrajo  1906 46 

Totale  dei  soci  ammessi  a  tutto  il  25  febbrajo  1906 "503 

Per  decessi,  dimissioni,  cessazioni  di  pagamento  e  radiazioni,  dal  2  marzo  1884  al  25 

febbrajo  1906 141  0 

Soci  al  25  febbrajo  1906 362 


I)  I  soscrìttorì  dello  Statuto  provvisorio  del  a  mano  1884.  —  >)  Goè  :  i  nella  seduta  del  io  gennajo  1904  e  ao  nelle 
sedute  dal  »2  maggio  al  2$  dicembre  1904.  —  5)  In  questo  numero  (che  dà  una  media  annuale  di  6  i/a  all'incirca)  non  si  com- 
prendono le  dimissioni»  etc.  di  quei  Soci  che  furon  di  poi  riammusi  nella  Società.  Dal  2  marzo  1904  al  2$  febbrajo  190e, 
9  antichi  soci  sono  rientrati  nella  Società.  Laonde»  computando  insieme  le  ammissioni  e  le  riammissioni,  risulta  che,  nel  perìodo 
di  tempo  corso  dal  2  marzo  1904  (XX  anniversario  della  fondazione  della  Società)  al  2$  febbrajo  1906,  la  Società  si  è  accre- 
sciuu  di  20+  no -i- 46 -i- 9=:  185  Soci  [cfr.  II  e  la  nota  >)].  Kello  stesso  perìodo  di  tempo  son  venuti  meno  18  Soci  per 
decessi,  dimissioni»  cessazioni  di  pagamento  e  radiazioni. 
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2  marzo 

1884: 

soci    27 

31  marzo      1892:  sod  158 

17  aprile 

1903: 

soci  188 

31  luglio 

1887: 

»      63 

26  gennajo   1896:    »     171 

2  marzo 

1904: 

»     195 

II  marzo 

1888: 

»     102 

IO  luglio       1898  :    »     174 

26  marzo 

1905: 

»     255 

9  febbrajo 

1890: 

»     143 

5  aprile       1900:    »     180 

25  febbrajo 

1906: 

»     362 

I)  Cfr.  gli  Elenchi  generali  di  Soci  pubblicati  negli  Annuari  del  1884,  1888,  1890,  1893,  1896,  1898,  1900,  1904,  190$,  e 
nei  tomi:  I  (1884-87),  pp.  iu-tu;  II  (1888),  pp.  13-2»;  IV  (1890),  pp.  xi-xzit;  VI  (189a),  pp.  tii-xzti;  X  (1896),  pp.  Tu-nu  ; 
XII  (1898),  pp.  Tii-xxx;  XIV  (1900),  pp.  TU-zxx;  XVII  (1903),  pp.  t-xxii  ;  XVIII  (1904),  pp.  t-xzii  ;  XIX  (190$),  pp.  t-zxx; 
XX  (1905),  pp.  T-zxx,  dei  Rendiconti. 


ISTITUTI  E  PERIODICI  SCIENTIFICI 

COI   Q.UALI  IL   CIRCOLO  MATEMATICO   DI   PALERMO   SCAMBIA  LE  PUBBLICAZIONI. 


Amsterdam  :  Wiskundig  Genootschap  te  Amsterdam.  —  Revue  Semestrielle  des  Publications  McUhématiques, 

Austin  :  Texas  Academy  of  Science. 

Baltimore  :  American  Journal  of  Mathematics. 

Berlin  :  Königlich  Preussische  Akademie  der  Wissenschaften.  —  Journal  für  die  reine  und  angewandte 
Mathematik,  —  Jahrbuch  Über  die  Fortschritte  der  Mathematik, 

Bologna  :  Reale  Accademia  delle  Scienze  dell'Istituto  di  Bologna.  —  Il  Bollettino  di  Matematica, 

Bordeaux:  Société  des  Sciences  Physiques  et  Naturelles  de  Bordeaux. 

Boulder  :  University  of  Colorado. 

Breslau:  Schlesische  Gesellschaft  fur  Vaterländische  Cultur. 

Bruxelles  :  Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Cambridge  (Engl.):  Gunbridge  Philosophical  Society. 

Cambridge  (Mass.)  (U.S.A.)  :  Annàls  of  Mathematics, 

Dublin:  Royal  Irish  Academy. 

Edinburgh  :  Edinburgh  Mathematical  Society. 

Erlangen:  Physikalisch-medizinische  Sozietät  in  Erlangen. 

Firenze  :  Bollettino  delle  Pubblicazioni  Italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa, 

Band  :  Mathesis, 

Genere:  L'Enseignement  Mathématique. 

ßöttingen  :  Königliche  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 

Hallfax  :  Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Hamburg:  Mathematische  Gesellschaft  in  Hamburg. 

Helsingfors  :  Finska  Vetenskaps-Societeten. 

Innsbruck  :  Naturwissenschaftlich-medizinischer  Verein  in  Innsbruck. 

Kasan  :  Société  Physico-Mathématique  de  Kasan. 

Kharkow  :    Université  Impériale  de  Kharkow.  ~  Société  Mathématique  de  Kharkow. 

Kiew  :  Université  Impériale  de  St.- Vladimir  de  Kiew. 

Kabenhavn  :  I^t  Tidsskrift  for  MatemaHk, 

Krakow  :  Akademia  Umiejetnoéci  w  Krakowie. 

Lawrence  :  University  of  Kansas. 

Leipzig  :  Königlich  Sächsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  —  Deutsche  Mathematiker- 
Vereinigung.— Afo/Äwiöiwcib«  Annalen.^  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  ^  Bibliotheca  Mathe- 
matica. 


xn  isTmm  e  periodici  scientifici,  etc. 

Umberi:  âev^nko<7esellschaft  der  Wissenschaften  in  Lemberg. 

Llige:  Société  Royale  des  Sciences  de  Liege. 

Lhboa  :  Qub  Militar  NavaL 

Livorno  :  Periodico  di  Matematica  per  Vlnsegnamento  secondario, 

London  :  Royal  Society  of  London.  —  London  Mathematical  Society.  —  The  Educational  Times,  and 
Journal  of  the  College  of  Preceptors, 

Madison  :  Wisconsin  Academy  of  Sciences,  Arts,  and  Letters.  —  Wisconsin  Geological  and  Natural 
History  Survey. 

Marseille:  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  MarseUk. 

Messina:  Reale  Accademia  Peloritana. 

Mexico:  Sodedad  Qentifìca  «Antonio  Alzate». 

Milano  :  Reale  Istituto  Lombardo  di  Scienze  e  Lettere.  —  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata, 

Modena  :  Reale  Accademia  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti  in  Modena. 

Moskwa  :  Société  Mathématique  de  Moscou. 

Mönchen:  Königlich  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften. 

Napoli  :  Reale  Accademia  deUe  Scienze  Hsiche  e  Matematiche  (sezione  della  Società  Reale  di  Napoli). 
—  Accademia  Pontaniana.  —  Giornale  di  Matematiche  di  Battaglini, 

Hew  York:  American  Mathematical  Society. 

Odessa:  Société  des  Naturalistes  de  la  Nouvelle  Russie. 

Palermo  :  Reale  Accademia  di  Scienze,  Lettere  e  Belle  Arti  di  Palermo.  ~  Società  di  Scienze  Naturali 
ed  Economiche  di  Palermo.  —  R.  Osservatorio  Astronomico.  —  Collegio  degli  Ingegneri  ed  Ar- 
chitetti. —  Creolo  Giuridico.  —  Nuovi  Annali  di  Agricoltura  Siciliana.  —  Il  Pitagora. 

Paris  :  Académie  des  Sciences. —Société  Philomathique  de  Paris.—  Sodété  Mathématique  de  France. — 
Assodation  Française  pour  TAvancement  des  Sdences.  —  Ecole  Normale  Supérieure.  —  Ecole  Po- 
lytechnique. —  Bureau  des  Longitudes.  —  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  —  BuUetin 
des  Sciences  Mathématiques,  —  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  —  L'Intermédiaire  des  Mathéma- 
ticiens. —  Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées. 

Philadelphia  :  University  of  Pennsylvania. 

Pisa  :  Annali  della  R,  Scuola  Normale  Superiore  di  Pisa.  —  D  Nuovo  Omento. 

Porto:  Annaes  Scientificos  da  Academia  Polytechnica  do  Porto, 

Prag  :  éeski  Akademie  clsare  FrantiSka  Josefa  I.  —  Königlich  Böhmische  Gesellschaft  der  Wssen- 
schaften.  —  Casopis  pro  péstovdni  Mathematiky  a  Fysiky. 

Rennes  :  Travaux  scientifiques  de  l'Université  de  Rennes. 

Roma  :  Reale  Accademia  dei  Lincei.  —  Sodetà  Italiana  delle  Sdenze  (detta  dei  XL). 

St'Pétersbourg  :  Académie  Impériale  des  Sciences  de  St.-Pétersbourg. 

Stockholm  :  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademien.  —  Stockholms  Observatorium.  —  Acta  Mathematica. 

Stuttgart:  Mathematisch-naturwissenschaftlicher  Verein  in  Württemberg. 

7%zr;  TökyU  Sugaku-Butsurigakkwai  Kiji-Gaiyl!  (Proceedings  of  the  Tökyif  Physico-Mathematical  Society), 

Torino:  Reale  Accademia  delle  Sdenze  di  Torino.  —  Revue  de  Mathématiques  (Rivista  di  Matematica). — 
Formulaire  Mathématique.  —  Bollettino  di  Bibliografia  e  Storia  delle  Sciente  Matematiche. 

Toronto:  Canadian  Institute. 

Toulouse:  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Toulouse. 

Upsala:  Kongl.  Vetenskaps-Societeten  (Societas  Regia  Scientiarum  Upsaliensis). 

Venezia:  Reale  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  ArtL 

Warszawa  :  Prace  Matematyc:(no-Fk(jcxne  (Travaux  Mathématiques  et  Physiques). 

Washington  :  National  Academy  of  Sdences.  —  Philosophical  Sodety  of  Washington.  —  Smithsonian 
Institution. 

Wien:  Kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften.  —  v.  KuFFNER'sche  Sternwarte.  —  AfonÄtoÄe/te /ör  Mar 
thematik  und  Physik. 

Zaragoza:  Revista  Trimestral  de  Matemdticas. 


MEMORIE  E  COMUNICAZIONI. 

SUI  SISTEMI  CICLICI 
Memoria  di  Umberto  Sbrana  (Pisa). 


Adtmanxa  dell' ii  giugno  1905. 


La  Nota  rappresentazione  conforme  degli  spazi  a  curvatura  costante  sullo  spazio 
ordinario  conserva  i  circoli.  Le  proprietà  dei  sistemi  ciclici  di  quelli  spazi  danno  quindi 
luogo  a  nuove  proprietà  dei  sistemi  ciclici  dello  spazio  euclideo. 

Cosi  il  problema  della  ricerca  dei  sistemi  ciclici,  tracciati  nei  piani  tangenti  di  una 
superficie  dello  spazio  ellittico,  od  iperbolico,  problema  di  cui  mi  occupo  nei  §  14  e  i8 
di  questa  Nota,  e  che  conduce  all'estensione  a  quelli  spazi  del  teorema  di  Darboux, 
ha  un  semplice  equivalente  nello  spazio  ordinario.  Equivale  cioè,  per  es.  nel  caso  dello 
spazio  iperbolico,  alla  ricerca  dei  sistemi  ciclici  i  cui  cerchi  giacciono  sopra  00'  sfere 
normali  ad  una  sfera  fissa. 

È  naturale  proporsi  più  in  generale  la  questione  della  determinazione  dei  sistemi 
ciclici,  tracciati  sopra  un  qualsiasi  sistema  00*  di  sfere.  Ciò  conduce  ad  un  sistema  di 
tre  equazioni  a  derivate  parziali  in  tre  funzioni  incognite  (vedi  n?  19). 

Ricercando  poi  quei  sistemi  ciclici  che  rimangono  tali,  comunque  deformando  la 
superficie  luogo  dei  centri  delle  sfere,  in  modo  che  seco  trascini  i  cerchi  ad  essa  inva- 
riabilmente uniti,  trovo  che  sono  necessariamente  a  raggio  costante. 

I.  La  trasformazione  di  Combescure  pei  sistemi  di  n"^**  ortogonali. — Consideriamo 
nello  spazio  euclideo  ad  n  dimensioni  un  sistema  n"P*°  ortogonale,  riferendosi  al  quale 
l'elemento  lineare  dell'iperspazio  assuma  la  forma: 

ds'  =  H]du]  +  Hìdu\^ [-H^dul. 

Posto  : 

X^^  =  ~p^  (t,*=i,  2,...n), 

gli  n  gruppi  di  funzioni  X|*^ ,  X^^\  . . .  X^^^  soddisfano  al  seguente  sistema  completo  : 

^^  )    5X^*^  (*,  V=  I,  2,  ...  n), 

Rend.  Cire.  UiUtm.  PaUrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  Stampato  il  9  novembre  190$.  1 
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ove  le  ß  sono  date  dalle  forinole: 


I    dH 


n  sistema  (i)  è  illimiutamente  integrabile  perchè  le  ß  soddisfano  alle  relazioni 


d^u, 


(2)  {..        ..     ^""'  ß^y^^m. 

Determinate  le  n  funzioni  i/j ,  i/^ ,  . . .  i/^  in  modo  che  le  espressioni  : 

m 

risultino  dd  differenziali  esatti,  e  posto 

(3)  dy,  =  XX'rH:du„, 

m 

avremo  : 

Tdy',  =  XH?du]. 

l  l 

Per  ogni  sistema  di  funzioni  H^^  ...  H^  che  soddisfino  alle  dette  condizioni, 
noi  avremo  un  nuovo  sistema  n"P'°  ortogonale.  Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti, 
affinchè  le  espressioni  nei  secondi  membri  delle  (3)  risultino   integrabili,  sono  queste: 

(4)  7r:lf'=f..  <"^*'- 

Fra  le  (4)  consideriamo  le  seguenti: 

(4)*  ^  =  P'.^:  (.•=i,2....„-i). 

Dalle  (4)*  derivando  prima  rispetto  ad  w^ ,  con  k^n  t  A  7^  i,  poi  rispetto  ad 
tt^,  e  tenendo  conto  delle  (4),  si  deducono  i  seguenti  due  gruppi  di  relazioni: 

[   à^Hi  ^öiogß,„a//:  .  a  log  ß..  a//: 

)   àu.du^  du,      du,  "^      du,      du,  (j^ifc) 

\      du,du^  du^      du,    '    '^»-^"»     - 

Tenendo  conto  delle  (2),  si  vede  che  per  questo  sistema  di  equazioni  nella  fun- 
zione incognita  //,],  sono  soddisfatte  le  condizioni  che  ci  permettono  di  asserire  am- 
mettere esso  un  integrale,  con  u  funzioni  arbitrarie  di  una  variabile  ciascuna.  Preso 
per  HI  un  integrale  di  questo  sistema,  le  funzioni  //!,  con  i=j^n,  date  dalle  (4)*,  in- 
sieme ad  i/,;,  soddisfano  alle  (4). 

Le  (3)  definiscono  la  trasformazione  di  Combescure,  caraaerizzata  dal  fauo  che 
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due  ipersuperficie  e  corrispondenti  w .  =  e.  =  costante  dei  due  sistemi  ortogonali,  hanno 
la  stessa  immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura  *). 

2.  Applicatone  ai  sistemi  ciclici,  —  La  teoria  dei  sistemi  ciclici  può  estendersi  allo 
spazio  ad  n  dimensioni.  Si  trovano  i  seguenti  risultati  **):  Consideriamo  un'ipersu- 
perficie S  a  linee  di  curvatura  coordinate,   e   riferiamola   appunto   a   queste  linee.  Ne 

sieno  ds^  =  2.  ^ì^^]j  ds'^  =  2Ì  ^àu]  l'elemento  lineare  e  quello  sferico  rappresen- 

i  i 

tativo  ;  sieno  poi  J?, ,  J?^ ,  ...  R^_^  i  suoi  raggi  principali  di  curvatura. 
Prendiamo  il  sistema: 

^^  du.du^  du^      dw.  du.      du,^' 

Ad  ogni  integrale  ^  di  questo  corrisponde  un  sistema  ciclico  normale  ad  5. 

Il  raggio  r  del  cerchio  del  sistema  passante  per  il  punto  P  di  S,  e  i  coseni  degli 
angoli  a^,  a^,  ...  a^_j ,  che  la  retta  che  unisce  P  col  suo  centro  forma  con  le  li- 
nee Wj,  tt^,  ...  tt^_,,  passanti  per  P,  sono  dati  dalle  seguenti: 


(7) 


-^  =  A,  logli-, 

Vb,   du, 


Le  00*  ipersuperficie  ortogonali  al  sistema  costituiscono  una  delle  famiglie  di  un 
sistema  n"P'°  ortogonale,  riferendosi  al  quale,  l'elemento  lineare  dell'iperspazio  assume 
la  forma: 


(8)  ds'  =  H'dui  +  x  \:^]Käui 

Nella  (8)  fV  soddisfa  alla  relazione  : 
e  6  all'altra: 

(9)  -^+a;^+(«.  +  »0'  =  o, 

ove  l'apice  al  simbolo  di  parametro  differenziale  indica  che   esso  è  preso   rispetto  alla 
forma  ^b\du]. 


*)  Relativamente  alle  proprietà  richiamate  in  questo  paragrafo  vedere:  Darboux,  Leçons  sur 
Us  systèmes  orthogofutux  et  les  coordonnées  curvilignes,  pag.  158  e  seg. 

••)  Umberto  Sbrana,  /  sistemi  ciclici  nello  spazio  euclideo  ad  n  dimensioni  ^questi  Rendiconti, 
tomo  XIX  (1905),  pag.  258-290J. 
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Applichiamo  a  questi  sistemi  la  trasfonnazione  di  Combescure.  ATTcmo  : 
Tenendo  conto  di  queste,  le  seconde  (5)  divengono: 

le  quali  int^ate  ci  diano  : 

d«.  ~    d«.    "-T^*" 
ove  4»,  indica  una  funzione  arbitraria  deUa  sola  », .  Int^ando  quest'ultima,  si  trova  : 

(II)  ^:  =  e[y^"J^i«.  +  jì(«.,  «„  ...  »_)], 

ove  J?  è  una  funzione  arbitraria  delle  sole  variabili  u, ,  u^ ,  ...  «,  , . 

Ora  resta  da  determinare  R  in  modo   che  H'^  soddisfi   alle  equazioni   del  primo 
gruppo,  nel  sistema  (5).  Cambiamo  la  funzione  H^  nella  7^  col  porre: 

h:=h- 

Tenendo  conto  del  fatto  che  6  soddisfa  alle  prime  (5),  queste  si  riducono  per  :^ 
alle  altre: 

^^^  du^du^  du^  Ott."*"  dtt.  dwj' 

I  coefficienti  delle  quali  non  contengono  più  w^.  Poiché  alle  prime  (5)  soddisfa  una 
funzione  arbitraria  <^^  di  «^ ,  cosi,  per  l'osservazione  ultimamente  fatta,  al  sistema  (5)* 
iK)ddÌJiferi  la  funzione: 


(o)    0 


Ciò  posto,  osservando  la  (n),  potremo  concludere  che  la  soluzione  più  generale 
del  sistema  (5)  si  otterrà,  assumendo  nella  (11)  per  R  l'integrale  del  sistema  (j)*, 
con  n  —  I  funzioni  arbitrarie  di  una  variabile. 

\jt  curve  u^  di  un  qualsiasi  sistema  trasformato  sono  curve  piane,  la  cui  flessione 
è  dau  da: 

^  -  TT  ß.-.  _  KW 


^if:^'^'+^) 
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ove  si  è  tenuto  conto  delle  (io),  (ii).  Affinchè  R'^  sia  indipendente  da  u^,  ossia  af- 
finchè le  curve  u^  sieno  cerchi,  sarà  necessario  e  sufficiente  che  sia  0^  =  0.  I  sistemi 
ciclici,  ottenuti  dal  dato  per  trasfornìazione  di  Combescure,  si  ottengono  dunque  pren- 
dendo //^  =  6  ij,  essendo  R  l'integrale  del  sistema  (5)*.  Possiamo  quindi  asserire  che, 
trovati  i  sistemi  ciclici  trasformati  del  dato,  bastano  quadrature  per  trovare  gli  altri. 

3.  Facciamo  alcune  considerazioni  relative  ad  un  sistema  «"p^°  ortogonale,  generale. 

Consideriamo  una  linea  u^  ;  la   sua   flessione  -5-  sarà  cosi  espressa  : 

I  _'.^-  I  /a log//, y 

onde,  posto  : 

sarà: 

y  cos*  a,  =  I . 

X 

Le  a^,  a^,  ...  a^_^  sono  gli  angoli  formati  dalla  normale  principale  della  linea 
ï*^  in  un  suo  punto,  con  le  linee  di  curvatura  w, ,  u^j  ...  ii^__,  della  ipersuperficie 
u^y  passante  per  il  punto  stesso. 

Dalle  prime  delle  (2)  segue  che  H^  soddisfa  al  sistema: 

d'H^   ^  a  log//,  a//,     a  log//,  a//,  ov  *) 

du^duj^  ~      duj^      ôw,     *"      du^       d«,        («,  ife  =  i,  2, ... ,  n  —  i), 

il  quale  non  è  altro  che  quello  da  cui  dipende  la  determinazione  dei  sistemi  ciclici, 
normali  all'ipersuperficie  u^. 

Diciamo  cerchio  osculatore  ad  una  curva  C  dell'iperspazio,  in  un  suo  punto  P,  il 
cerchio  che  ha  per  raggio  l'inversa  della  flessione  di  C  in  P,  che  tocca  la  curva  in  P, 
ed  il  cui  centro  0  è  posto  sulla  normale  principale,  in  modo  che  l'orientazione  PO 
sia  quella  positiva  di  tal  retta.  Confrontando  le  (12),  (12)*  con  le  (7)  si  ha  l'estensione 
del  teorema  di  Ribaucgur: 

//  sistema  dei  cerchi  osculatori  alle  curve  u-  di  un  sistema  fz"^'"  ortogonale,  nei  punti 
di  un'ipersuperficie  u.,  h  un  sistema  ciclico. 

4.  Abbiamo  veduto  che  i  sistemi  ortogonali,  dedotti  da  un  sistema  ciclico  per  tra- 
sformazione di  Combescure,  hanno  per  curve  di  una  delle  n  famiglie  curve  piane. 
Abbiasi  un  sistema  qualsiasi,  di  questa  specie,  e  sieno  piane  le  linee  u^  di  esso.  Tale 
sistema  può  dedursi,  per  trasformazione  di  Combescure,  da  un  opportuno  sistema  ci- 
clico, e  precisamente  dal  sistema  ciclico  osculatore  lungo  un'ipersuperficie  u^  =  costante. 
Infatti  le  due  ipersuperficie  w,  =  e,  =  costante,  del  sistema  dato  e  di  quello  osculatore, 
hanno  la  stessa  immagine  sferica  delle  linee  di  curvatura. 

Ritorniamo  alle  considerazioni  del  n°  2,  e  consideriamo  il  sistema  ciclico  osculatore, 
lungo  l'ipersuperficie  u^  =  u^°\  ad  uno  dei  sistemi  trasformati  del  dato.  Dalle  (n)  e 
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dalle  (4)*  segue  che: 

(13)  (^a.«-(o)  =  -jjf,  -j— ,     (i^J«,.„(o)  -  0  R. 

Applicando  la  (12)  avremo,  tenendo  conto  delle  (13), 

(13)*  ^  =  -^^,log^, 

essendo  il  parametro  differenziale  preso' rispetto   alla  forma  ^b.du]. 

U  raggio  r  del  cerchio  generico  del  sistema  ciclico  dato  è  espresso  dalla  prima  (7), 
onde  se  vogliamo  che  esso  sistema  coincida  con  quello  osculatore,  si  dovrà  porre,  a 
càusa  della  (13)*,  i?  =  i.  Inversamente  preso  nella  (ii)iì=i,  il  sistema  trasformato 
corrispondente  ha  per  sistema  osculatore,  lungo  l'ipersuperficie  m„  =  u^°\  il  sistema  dato. 
Infatti  dalle  (13)  risulta  intanto,  fattori  i?  z=  i,  che  le  due  ipersuperficie  u^^  =  u^^^  nor- 
mali ai  due  sistemi  ciclici,  il  dato  e  quello  osculatore,  hanno  lo  stesso  elemento  lineare; 
siccome  poi  esse  hanno  a  comune  anche  l'elemento  sferico  rappresentativo,  cosi  coin- 
cidono. Dalle  (12)*,  (13)*  si  deducono  poi  le  formole  seguenti  per  il  sistema  osculatore  : 

I         Ali  ^,  d  log  + 

^  =  A.log+,        cosa,  =  ---^, 

e  queste,  confrontate  con  le  (7),  ci  dicono  che  i  due  sistemi  coincidono. 

Relativamente  ai  sistemi  ortogonali  pei  quali  le  linee  u^  sono  piane,  da  ciò  che 
abbiamo  detto  risulta  che,  assegnata  ad  arbitrio  l'ipersuperficie  ti^  =  u^^^  ed  il  sistema 
ciclico  osculatore  lungo  di  essa,  nella  (11)  non  vi  è  di  indeterminato  che  la  funzione 
^^ .  Se  stabiliamo  che  una  delle  linee  u^  coincida  con  una  curva  piana  prefissata,  nor- 
male naturalmente  alla  u^  =  u^°\  anche  la  ^^^  risulta  individuata,  insieme  al  sistema 
ortogonale.  Possiamo  dunque  dire  che  : 

«  Di  un  sistema  «"p*°  ortogonale,  avente  per  curve  di  uno  dei  sistemi  2  delle 
linee  piane,  si  possono  assegnare  ad  arbitrio  i  seguenti  elementi,  dai  quali  esso  risulta 
individuato:  i*'  Un'ipersuperficie  i^,  naturalmente  a  linee  di  curvatura  coordinate,  fa- 
cente parte  del  sistema  1.  2°  Il  sistema  ciclico  osculatore  lungo  2^ .  3°  Una  delle  linee 
piane  del  sistema  1  ». 


I  sistemi  ciclici  nello  spazio  ellittico. 

5.  Nello  spazio  ellittico   di   curvatura  -^  consideriamo  un  sistema  00*  di  circoli. 

R 

Per  individuarlo  analiticamente,  daremo  :  Le  coordinate  x^ ,  x, ,  x, ,  x^  di  Weierstrass 
del  centro,  i  coseni  direttori  ^.,  y).(i  =  o,  i,  2,  3)  di  due  rette  fra  loro  ortogonali, 
partenti  dal  centro  e  giacenti  nel  piano  del  cerchio  generico  del  sistema,  il  raggio  geo- 
detico S  di  esso  in  funzione  di  due  parametri  u,  v. 
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Le  coordinate  y-  del  punto  in  cui  incontra  il  cerchio  la  retta,  che  giace  nel  suo 
piano,  passa  pel  centro,  e  forma  l'angolo  t  con  la  retta  (Ç .),  saranno  queste  : 

(14)  y.  =  X.  cos  -^  +  (Ç.  cos  t  +  n .  sen  0  sen  -j  . 

Se  in  luogo  di  t  poniamo  in  queste  una  funzione  di  m,  v,  esse  ci  definiscono  una 
superficie.  Affinchè  essa  sia  normale  a  tutti  i  cerchi  del  sistema  sarà  necessario  e  suf- 
ficiente che  t  soddisfi  alla  seguente  : 

ove,  a  causa  delle  (14),  si  ha  : 


?(^')"- 


sen  -^, 


!?^^     '°^'°'"^^'°  ?''^    '^^''^«^    '"^?''^«' 

La  (14)*  può  considerarsi  come  un'equazione  a  differenziali  totali  per  la  funzione 
t;  se  essa  è  illimitatamente  integrabile,  allora  il  sistema  di  cerchi  ammette  00*  superficie 
ortogonali,  e  si  dirà  ciclico.  Afiinchè  il  sistema  sia  ciclico  è  necessario  e  sufficiente, 
come  si  vede  formando  per  la  (14)*  la  condizione  di  illimitata  integrabilità,  che  sieno 
soddisfatte  le  seguenti  : 

sen-^cos-^^b.,^SÇ,^-b5,-S^^^^^^ 

l-4(s|'i-s|^#)+-4-(s-,|sî,t-s.,|'Sï,|')-- 

6.  Prendiamo  una  superficie  §  ortogonale  al  sistema  ciclico,  e  riferiamola  alle  sue 
linee  di  curvatura.  Sieno  x\  le  coordinate  del  punto  P  generico  di  S  ^  ^n  ^i?  ^  *  ^^" 
seni  direttori  della  normale  ad  S  iiï  -P5  ^  quelli  delle  tangenti  alle  linee  coordinate  v 
u  passanti  per  P.  Sia  poi  <p  l'angolo  formato  dalla  retta  (nj),  con  quella  che  unisce  il 
punto  P,  col  centro  C  del  cerchio  normale  in  P  ad  S-  Le  coordinate  x-  di  C  saranno 
cosi  espresse  : 


UMBERTO    SBRANA. 


j5  jj 

(17)  X.  =  x\  cos  -j  +  (cos  çTi;  +  sen  ç^')  sen  -j  . 

Come  rette  (Ç.),  (r;.)  potremo  assumere  la  CP  e  la  normale  ad  essa  in   C,   gia- 
cente nel  piano  del  cerchio.  Avremo: 


(17)* 


Ç   =  x;.sen-^  — (7i;cos<p  +  :(;sen<p)cos-y 


^.  =  s:. 


Sia  ds^  =  Edu^  -^  Gdv^  l'elemento  lineare  di  S5  ^  P,  5  P,  sieno  i  suoi  raggi  prin- 
cipali, ridotti  di  curvatura.  I  quattro  sistemi  di  funzioni  x\^  Ç!,  7i[,  :(|  soddisfano  alle 
seguenti  equazioni  *): 

dx;__t^  ,       òx^_fG  , 

du  ~  r"^'         dv  ~  R  ^' 


di 


'  _^^v  à'^'  _       VE.       VE.,         I  dVE.         ôtC  _    I  dVÊ  , 

r  —  ^T  ^  '       "sv  —       D^        r^^       .T:^  ~;ï:;7  ^  '       57;  —  7^  "sir  ^  > 


dw         Pa     '         ÖW  Ä  p,  |/G  d^  dw       /G  dv 

dv   ~   p,  ^'  ôx;  ~  |/£  Ott  ^'        ôt;  ~        R  ""         p,  ^        /£  dw  "^  * 

Tenendo  conto  di  ciò,  le  (17)*,  (17)  ci  danno: 

^      dx.  VE  X  ^      dx,  t^G  S 

S^.-^r^  = cosçsen-^,        S^^s^-^  = sen<psen-ö-  , 

^   *  du  p^         ^         R  '         ^    '  dv  p,         ^         Ä  ' 

^  N     /  Q  p    ^^, L.  È1 V^  ^^^  ^  Ç  P   ^^i  — L  A? ^  ^^  ? 

^^      'V^'TiT"         i?  ôfi  R       '        ^^'  dv   ~        Rji  R        ' 

or  dfi,  VE  ^  or:   dn,  VG  S 

Ss-^— ^  = cos<pcos-^,        8^,-3-^  =  —        sen? COS -=- . 

Y      Ott  p,        ^         Ä  "i  *  dv  p,         ^        i? 

Usando  quest'ultime,  si  trova  che  le  (16)  si  riducono  alle  due: 

d  /VEcoso         X  \        d  /t^Gseno         S  \   ,  t/fÌGsenì^os© /  i         i  \ 

Ätang-^ 

d  (  l^fcosçcotg-^  \       d  (  |^Gsen<pcotg-y  j 

dv  dtt 

La  seconda  delle  (18)  ci  dice  che  si  può  porre: 

|^£cos9  S  i    d^ 


*)  Bianchi,  Intoni  di  Giomtria  diffêr$m;jM$,  vol.  I»  p«g*  49^* 
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essendo  ^  una  conveniente  funzione  di  u,  v.  Introducendo  nella  prima  (i8)  la  funzione 
^,  e  tenendo  conto  delle  equazioni  di  Codazzi: 

,dlogl/£ 


/^_j_x8i^_a/j_^ 
(  I       I  \aiogf^     à  (  i\_ 

\P.  pj      du       "^d«\pJ-°' 


neiripotesi  che  non  sia  p^  =  p^,  ossia  che  la  5  non  sia  una  sfera,  troviamo  per  ^  l'e- 
quazione : 


(19) 


dudv  dv      du~^      du      dv 


Ad  ogni  integrale  di  quest'ultima  corrisponde  un  sistema  ciclico,  normale  ad  S»  in- 
dividuato dalle  (18)*,  che  danno  luogo  alle  altre: 

I 


=  A,log+, 


Ä'tang'-^ 


^^"gTaiogi 

senç  = ^ ^ 


^^"gTaiog4> 

cos9  = :^ 3;^,        -...,-  ^g 

7.  Tenendo  conto  delle  (a)  e  delle  (15),  la  (14)*  si  riduce  alla  seguente: 

^*     r^    .      .|/£cosç       S      /as  .  ,/ç      \  I  ■      ^      .1^ 

dt  =    (cost  —  i)  ' î-  ^^^  "p"  —  I  ^ r  yEcos ?  1  -p-  cotg  -=-  sen  Mdi* 

,    r      ^         .t^sen(p         X         /ôS    ,    ,/7^  \  I       .     ^         ,1j 

+  I  (cos^  — i) — ïcos-j^  —  1^  +  VGsen^J-^cotg^sQntjdv. 

Cambiamo  in  questa  la  funzione  t  nella  A,  ponendo: 


A  = 


cotg  —  ; 


troveremo,  facendo  uso  delle  (18)*,  Taltra  equazione 
d\ 


au  '         p^  du    j 

d  log  (  -y-  sen  -5-  I  Rscn-^  ^,      , 


la  quale,  integrata,  ci  dà: 
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con  C  costante  arbitraria.  Quest'ultima  determina  le  oo'  superficie  ortogonali   al    siste- 
ma. Da  essa  risulta  poi  l'esistenza  di  una  funzione  fV  soddisfacente  alle  relazioni: 


dfv     R  d^ 

dfv     R  a<i- 

du         P,  Ô «  ' 

dv        p,  dv 

(20) 

Tenendo  conto  delle  equazioni  di  Codazzi  e  della  (19),  troviamo  per  IF  l'equa- 
zione : 

^^^^  dudv  ~       dv        du   '^       du        dv   ' 

ove  abbiamo  posto: 

E  G  • 

Pa  P! 

Ora  E\  G'  rappresentano  i  coefficienti  del  quadrato  dell'elemento  lineare  di  2, 
superficie  polare  di  §,  quindi  dall'integrazione  della  (19)*  dipende  la  determinazione 
dei  sistemi  ciclici  normali  a  2.  Le  (20),  dato  ^,  ci  pern\ettono  di  determinare  W  con 
una  quadratura,  a  meno  di  una  costante  additiva.  Ossia,  dato  un  sistema  ciclico  nor- 
male ad  S,  se  ne  deducono  00'  normali  a  2,  i  cerchi  dei  quali  giacciono  negli  stessi  00* 
piani. 

Della  (19)  sono  integrali  particolari  x^,  x[y  x^,  x^,  ed  è  facile  vedere,  per  mezzo 
delle  (18)*,  che  ad  essi  corrispondono  quattro  sistemi  ciclici,  normali  ad  S  ^  ^e  quat- 
tro facce  del  tetraedro  fondamentale. 

8.  Stabiliamo  alcune  formole  relative  ai  sistemi  tripli  ortogonali  dello  spazio  ellit- 
tico, di  curvatura  eguale  ad  uno.  Sia: 

ds'  =  H\du\  +  Hldu\  +  H]du\ 

il  quadrato  dell'elemento  lineare  dello  spazio  riferito  ad  un  sistema  triplo  ortogonale. 
Le  condizioni  che  esprimono  essere  la  curvatura  dello  spazio  eguale  ad  uno  sono  queste 
sei  : 


d'H,     ^    I    dH,  dH,        I    dH.  dH^ 
ÌM.dttj        Hj^  du.    ÔMj        H^  duj   du.   ' 


d«..  \H.  a«,  /  "t"  diu; \H,  duj~^  H\  du,  dT^  "^ "'"'■  -  °' 

ove  i,  k,  l  è  una  permutazione  dogli  indici  i,  2,  3.  Le  coordinate  a„,  x,,  x^,  x    di 
un  punto  dello  spazio  saranno  funzioni  di  u, ,  »,,  u  .  Poniamo: 

allora  X^^\  XJ\  X['\  X\'^  rappresentano  i  coseni  di  direzione  della  tangente  alla  curva 
u..  Le  funzioni  x.,  X\^^  soddisfano  al  seguente  sistema  completo: 
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II 


(0 


dx 

a«, 


Introduciamo  per  la  curva  u.  le  seguenti  notazioni:  Indichiamo  con  ol[*\  ^[*\  yS^\ 
(r  =  o,  I,  2,  3),  i  coseni  direttori  della  sua  tangente,  della  normale  principale,   della 

binormale;  con  — ,  -=5-  la  sua  flessione  e  la  sua  torsione.  Scriveremo  le  formole  che 

Pi      ^i 
seguono  per  la  curva  u^ ,  quelle  per  le  curve  ti^ ,  u^  si  otterranno  da  esse,  permutando 

circolarmente  gli  indici  i,  2,  3.  Avremo  intanto: 

Derivando  queste  rispetto  all'arco  j,  di  w^,  osservando  che  è  ds^  =  H^du^^  te- 
nendo conto  delle  formole  di  Frenet  e  delle  (e),  troviamo: 

p,  ~     ^i      ^, 

In  queste  r^^  indica  il  raggio  principale  di  curvatura  della  superficie  u^,  lungo  la 

linea  u . ,  avendosi  : 

I  I      dH, 


r,,-  H,H,  du,' 
Quadrando  e  sommando  le  precedenti,  si  trova: 


I  due  determinanti: 


*o 

X, 

X, 

*5 

<" 

«'." 

<' 

a';' 

51" 

e." 

e;' 

$<;• 

>!." 

X'" 

v;' 

x<" 

xi"  x«,"  xi"  x;" 

Jf(»)   jlf(»)   ^(»»   J^a) 

x^»'  x;"  xi"  x|" 


sono  quelli  di  due  sostituzioni  onogonali.  Tenendo  conto  di  ciò,  troviamo  ; 

>.(«»  :::=  11.  X"* ^X*" 


,51"dX'.'> 


Le  formole  di  Frenet  ci  danno: 
la  quale  può  anche  scriversi,  usando  le  formole  ottenute,  cosi  : 


H, 


are  tang  I 


*)  Bianchi,  Sulle  superficie  a  curvatura  nulla  in  geometria  ellittica   [Annali  di  Matematica,   s.   II, 

t  xxrv  (1896),  pp.  93-129  (pp.  1 19-120)]. 
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Introdudimo  ora  Taogolo  o), ,  definendolo  con  le  relazioni: 


p 

cos  «.  = 5-Î- 


p 

sen  ft),  = ^ 

f 
'21 


w 


Allora  le  precedenti  potranno  scriversi  cosi  : 

C'^rnr^cos«. -fX^'sen«., 

X'"  =  ;r'>  sen  a.,  —  X'"  sentì., 

J     I    I   da, 

\X~H,  du,- 

Dalla  prima  delle  (d)  si  deduce  il  semplice  significato  geometrico  di  w, . 

9.  Consideriamo  nell'S^  euclideo  un'ipersuperficie  F^ ,  e  un  sistema  ciclico  ad  essa 
ortogonale.  U  quadrato  dell'elemento  lineare  dello  spazio,  riferito  al  sistema  ortogonale, 
relativo  al  sistema  ciclico,  è,  secondo  la  formola  generale  (8), 

(^  ds'  =  SH]du]  =  OV«;  +  X f  -^^  •  *-''^«' 


du, 

Per  l'elemento  lineare  ds^  dell'ipersuperficie  u^  =  uf^^  =  costante,  che  indicberraio 
con  £5,  avremo: 

de    - 


(AT 


ds]  =  ^'dul  +  ^\ 


du, 


b\du\ 


Le  curve  u^  sulla  1^  sono  cerchi,  per  cui  l'immagine  sferica  delle  lìnee  di  curva- 
tura di  tale  ipersuperficie  è,  suU'ipersfera  fondamentale,  un  sistema  triplo  ortogonale, 
di  cui  le  lince  u^  sono  pure  cerchi.  Questi  ultimi  ci  danno  nello  spazio  ellittico  a  tre 
dimensioni,  di  curvatura  eguale  ad  uno,  la  cui  geometria  è  identica  a  quella  dell'iper- 
sfera  euclidea,  un  sistema  ciclico. 

Poiché  i  tre  raggi  principali  di  curvatura  ij^, ,  R^^^  R^^  della  1^  sono  dati  dalle 

s^ucnti: 

I    _  I      dH^ 

T^,--Trjffl^^  (*-'.-.  4). 

cosi,  indicando  con  ds'^  l'elemento  sferico  rappresentativo  di  2^,  avremo: 

'*;-=H>:+«>;+«:*:=^[f^)'..:+(||)'*,;+(^^)V] 


(AT 


>s^' 


du\ 
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IO.  Servendoci  delle  forinole  del  n°  8,  ci  proponiamo  di  verificare  per  il  sistema 
{A)**  ciclico  le  relazioni  (i8).  Si  trova  per  mezzo  della  (^)**  che: 


r,^  -H[H\  du,  -  dH,  a//,        d  u,  r,^  "  H.'H;  du,  -dH,  dH^ 


D'altra  parte,  si  hanno  le  s^uenti: 

du,        ~H,H^du^du,'  du,        ~  H,H^du^  du,' 

che  si  deducono  dalle  (2)  ;  tenendo  conto  di  queste,  e  dei  valori  (^)  delle  H,  le  pre- 
cedenti divengono  : 

'  dUj  '  o«, 

Indicando  con  —  la  flessione  delle  curve  «^  del  sistema  (^Af*  otteniamo,  a  causa 
deUe  (B):  ^* 

—  =      ^'?      fi  (dwy     j_ (dW\"\ 

Siccome  il  secondo  membro  di  questa  è  indipendente  da  w^,  cosi  si  ha  che  le 
curve  u^  sono  a  flessione  costante. 

Chiamando  <p  l'angolo  formato  dalla  normale  principale  alla  linea  u^  in  un  punto, 
con  la  linea  w,  passante  per  il  punto  stesso,  avremo  : 

(C)  cosç  =  — -^,        senç  =  — — ; 

quindi,  tenendo  conto  delle  (£): 


tang  9  = 


'  du, 
-,dfV 


L'angolo  ç  è  indipendente  da  w^,  onde  avremo: 

I    I     d<f  _ 

T  ~  H'  du   ~^' 
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ove  --.-  indica  la  torsione  delle  linee  u^.  Resta  cosi   verificato  che  quest'ultime  sono 

cerchi,  il  cui  raggio  geodetico  indicheremo  con  X,  ponendo  p^  =  tang  X. 

II.  Fra  le  ipersuperficie  m^  =  costante  appartenenti   al  sistema  (-4)  vi    è    quella 
che  si  ottiene,  prendendo  m^  =  oo .  Essa  non   è   altro  che  la    F^  fondamentale,  si  ha 
cioè: 
(D)  ]imH,  =  fb]  0=1.2,3). 

»4-« 

Corrispondentemente  consideriamo  la  superficie  w^  =  oo  appanenente  al  sistema 
{^y*-  Tutti  gli  elementi  ad  essa  relativi  si  otterranno  da  quelli  relativi  ad  una  super- 
ficie u  =  costante,  facendo  tendere  in  questi  u^  all'infinito.  Cosi  facendo,  si  trova  su- 
bito, osservando  la  (A)**  e  le  (D),  che  il  quadrato  dell'elemento  lineare  della  w^  =  oo  è  : 

Per  due  raggi  principali  di  curvatura  di  una  superficie  u^  si  hanno  le  espressioni 
seguenti  : 


i  _  i_  d^ 

d«,  d«, 
QiiCHtc,  tcncndo  conto  delle  (2),  possono  anche  scrìversi  cosi  : 

dH,  dH, 


(E) 

Poniamo 


r      *   —  -1  r     J„  —  -L 


allora  p, ,  p,  rap|)rcscntano  i  raggi  priiìclpali  di  curvatura  della  u^  =  oo.  Ora  osserviamo 
che,  a  causa  delle  (/J),  si  ha  : 

àu,       -J^  Jul      -^ 
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Dalla  (9)  si  deduce  che  : 

I  aMoge  _  I  dfF  I  aMoge  _  i  dfv 

ijìL  e  du^du^~  +  du,'      ™oo  e  du^du^~  ^  du/' 

per  mezzo  di  queste  si  trova,  sostituendo  alle  H  i  loro  valori  (^),  che  : 

Tenendo  conto  delle  relazioni  ai  limiti,  ora  trovate,  le  (£)  ci  danno  le  seguenti  : 

Pa  VE'  P,  J/G* 

Queste  ci  dicono  che  b[ ,  ^^ ,  fattovi  naturalmente  u^  =  u^°^ ,  rappresentano  i  coef- 
ficienti dell'elemento  lineare  della  superficie  polare  della  1^^=00. 
Le  (C),  tenendo  conto  delle  (5),  possono  scriversi  cosi  : 

dfV 

Ve  coso  N  ./t;  du^ 

-—JLcotgì>  =  ~Vb,^, 

du 

(CT  (  * 


du, 


Formando  per  mezzo  delle  (C)*  due  espressioni  di  -^ — ^^ —  ,   ed   eguagliandole, 
tenendo  conto  del  fatto  che  W  soddisfa  al  sistema: 

d'W    _d\og\/b\dW       d\ogVb\ÒW        (         iy^k         V 
^^^  du.du.~      du.       du.  '^      du.       du,         ^^  *=i,  2,  3,  4/' 


troviamo  : 


(iO 


du^du^  du^       du.     "^      du^       du^ 


,   VE  G  sen  9  cos  9 


Ora  osserviamo  che  la  superficie  2  polare  di  5,  ossia  della  «^  =  00,  è  la  super- 
ficie «j  =  m'°'  del  sistema,  al  quale  corrisponde  la  seguente  forma  dell'elemento  lineare 

dello  spazio  ellittico: 

b'M-^b[dul^bldul; 

quindi,  se  con  p^,  p^  indichiamo  i  suoi  raggi  principali  di  curvatura,  avremo: 

i    _    i   dlogVb[  I    _    I   a  log  |/^ 

Pi  ~^     01*3      '  f[~Vy,     ^^3 
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Siccome  si  ha: 


cosi  vediamo  subito  come  la  (F)  si  riduca  alla  prima  (i8). 
Calcolando  poi  per  mezzo  delle  (C)*  l'espressione: 

d  {YË  cos  (p  cotg  S)       d  (|/G  sen  9  cotg  X) 

si  trova  che  essa  è  nulla,  usando  oltre  che  le  formole  adoperate  per  verificare  la  prima 
(18),  anche  le  equazioni  di  Codazzi  scritte  per  1. 

Dalle  (C)*  si  trae,  confrontando  con  le  (18)*,  che,  preso  per  ?Fun  int^rale  del 
sistema  (e),  esiste  una  funzione  \}/,  la  quale  soddisfa  alle  relazioni: 

dfV 

du. 
La  funzione  ij;  è  un  integrale  dell'equazione  (19),  equazione  che  nel  presente  caso 
si  scrive  cosi: 

a'^    ^     ^\|/?;  a«,  ;  a^         ^Vt/^,  a«.  /  a^, 

âtf.d«,  d«,  d«,    '  d«,  d«,  * 

la.  Trattiamo  in  altro  modo  il  problema  della  ricerca  dei  sistemi  ciclici,  normali 
ad  una  determinata  superficie  §.  Riferiamo  la  S  ad  "o  sistema  di  linee  coordinate  or- 
togonali. Sieno  x\,  \\,  T)|,  7^  rispettivamente:  Le  coordinate  di  un  suo  punto  P,  i  co- 
seni direttori  della  normale  ad  S  in  P,  quelli  delle  tangenti  in  P  alle  linee  v,  u.  I 
quattro  sistemi  di  funzioni  x\,  Ç!,  nj,  ;(!  soddisfano  al  sistema: 

Ì.^  —  ÌA>       ^x'  _)fG   , 
du~   r"^'      dv  ~    R   ^' 

ii^  =  _jL'__^'      a^'  _      D'   ,      D"  , 

du  V^df^"^vT  Ä'      dv~y^a«^"rj/£'" 

d^__j_dVË  ,     ^p,     a^_ I  ai/G       i)"g,     t^ 

essendo  Ddu'  -\-  2D' dudv  -\-  D" dv'  la  seconda  forma  fondamentale  di  S- 


(0 
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Consideriamo  un  sistema  ciclico,  ortogonale  ad  S-  I  P^^^  ^^^  suoi  cerchi  segne- 
ranno nei  piani  tangenti  di  S  ^*  ^^^^5  ^^  V^^^  invilupperanno  su  §  una  semplice  in- 
finità di  curve,  che  noi  prenderemo  come  linee  v.  Assumeremo  poi  come  linee  u  le 
traiettorie  ortogonali  delle  curve  dette.  Potremo  fare  nelle  (i6): 

x.  =  x.cos-^  +  n.sen-^, 

Ç.  =  x.sen-y  —  TQ.cos-^  . 

Tenendo  conto  delle  (/),  troveremo;  usando  anche  la  prima  delle  equazioni  di 
Codazzi  : 

d  (  D'  \        d(D"\  I     dVË^   .     I    dVGj,_ 

dvVf^g'       du\fGÌ~^VEG  dv  ^  '^  E    d»  ' 

che  le  (i6)  si  riducono  alle  due: 

R  \\^EG  àu        ^  G    dv        } 

(            JP    atang-=-\         ^      dtang-=- 
(21)  (  +£>'l  1+4^— _A  I £-j?       .     ^  =0, 

^j^g^  ^  dlogtang^ 

dv  dv 

Affinchè  il  sistema  ciclico  si  conservi  tale,  comunque  deformando  S5  sarà  neces- 
sario e  sufficiente  che  la  prima  delle  (21)  si  riduca  ad  una  identità  rispetto  a  D,  D\ 
D'\  ossia  che  si  abbia: 

^^'"  "aìT-       dt;        ""'''  i/FG       du    '^  YË        du       -f-'-    • 

Da  queste  segue  che,  scegliendo  opportunamente  i  parametri  u,  v,  si  può  dare  al- 
l'elemento lineare  di  S  l^  forma: 

con  r  funzione  della  sola  u.  Dall'ultima  delle  (21)*  si  deduce  poi,  integrando: 
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N        C  —  R  j  sen -r^du 

(22)  i?tang-|-  = -^      ^  ^ 

Äsen-j=- 

con  C  costante. 

I  sistemi  della  specie  detta  sono  dunque  normali  ad  una  superficie  applicabile  sur 
una  qualsiasi  superficie  di  ruotazione,  i  piani  dei  cerchi  inviluppano  il  sistema  delle  geo- 
detiche V  deformate  dei  meridiani,  il  loro  raggio  è  dato  dalla  (22). 

i3.  Ricerchiamo  ora  quei  sistemi  ciclici  i  cui  piani  inviluppano  sulla  superficie 
S,  alla  quale  sono  normali,  un  sistema  di  geodetiche.  La  seconda  delle  (21)  ci  dà: 


dv  dv 

quindi  potremo  fare  £"=11.  Dalla  prima  (21)  si  trae  poi 


iamo  che  non  sia  D'  =  o,  allora  dovrà 


Se  supponiamo  che  non  sia  D'  =  o,  allora  dovrà  annullarsi  in  questa  il  secondo 
fattore,  e  si  ottengono  cosi  i  particolari  sistemi  del  n°  12.  Se  poi  D'  =  o,  allora  le 
linee  v,  u  sono  quelle  di  curvatura  per  §.  Poiché  le  linee  v  sono  al  tempo  stesso  di 
curvatura,  e  geodetiche,  cosi  sono  piane. 

Dalle  equazioni  di  Codazzi  segue  poi,  che  esse  sono  tutte  eguali  fra  loro. 

La  superficie  S  si  può  dunque  immaginare  generata  da  una  curva  giacente  in  un 
piano,  il  quale  rotoli,  senza  strisciare,  sopra  una  superficie  sviluppabile.  U  più  generale 
sistema  ciclico  della  specie  considerata  si  otterrà  dunque,  prendendo  una  semplice  infi- 
nità di  cerchi  in  un  piano,  e  facendo  movere  questo  nel  modo  suindicato. 

Cerchiamo  il  quadrato  dell'elemento  lineare  delle  superficie  che  ci  si  sono  presen- 
tate, le  quali  possono  dirsi  le  superficie  modanate  dello  spazio  ellittico.  È  facile  vedere 
che  una  tale  superficie  S  si  può  immaginare  generata  da  una  curva  C,  tracciata  in  un 
piano  w,  mentre  una  retta  t  di  questo  rotola  sur  una  curva  arbitraria  r,  in  modo  che, 
in  ogni  sua  posizione,  tt  coincida  col  piano  individuato  dalla  tangente  e  dalla  binor- 
male di  r. 

Stabiliamo  in  tt  un  sistema  di  coordinate  di  Weierstrass,  prendendo  per  lato 
(o,  I,  o)  del  triangolo  di  riferimento  la  retta  t.  Consideriamo  il  piano  tc  in  una  sua 
certa  posizione,  nella  quale  sia  P  il  punto  di  contatto  di  t  con  r.  Se  cominciamo  a 
contare  l'arco  v  di  r,  da  quando  il  punto  di  contatto  di  t  con  T  era  il  punto  (o,  o,  i), 
noi  avremo  che  il  tratto  di  retta  compreso  fra  P  e  il  punto  (o,  0,1)  sarà  v. 

Le  coordinate  X^,  X,,  X^^  di  un  punto  Q  mobile  su  C  saranno  determinate  fun- 
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zioni  del  suo  arco  u.  È  facile  vedere  che  le  coordinate  y.  di  Q,  rispetto  al  tetraedro 
fondamentale,  sono  date  da: 

y.  =  ^X,cos^  — X^sen-|-Jx.  — ^X^cos-^  +  X,sen-^W 

essendo  (a.)  la  tangente,  (X.)  la  binormale  di  r  in  P.  Derivando  quest'ultime  prima 
rispetto  ad  w,  poi  rispetto  a  Vj  col  tener  conto,  la  seconda  volta,  delle  formole  di  Frenet 
per  r,  troviamo: 

dy,        I  dX^         V        dX^        v\  (dX^        V     ,    ^^.         ^\       X  ^   àX, 

"5r^=  |-j— ^cos-^ j— ^sen-^  Ix. —  I  -i— ^ cos -^  + -j-^  sen -^  |a;  +  ^;-j— ^i 

au        \  du  R        du         RI  \  du         R    ^    du         R  J   '   ^     '  du  ^ 

essendo  (;;)  la  normale  principale,  — ,  -=-  la  flessione  e  la  torsione  di  r. 
L'elemento  lineare  della  S  sarà  dunque  dato  dalla  seguente: 

(y        X„  COS  -^  +  X,  sen  -^ 
^ -1 ^jdv^. 

Vediamo  ora  di  trovare  tutti  i  sistemi  ciclici  pei  quali  S  =  costante.  Dalle  (21) 
segue  che,  all'infuori  di  quelli  che  possono  ottenersi  con  la  generazione  geometrica  già 
indicata,  gli  altri  sono  normali  a  superficie  al  cui  quadrato  dell'elemento  lineare  può 
darsi  la  forma: 

e  i  loro  piani  inviluppano  il  sistema  delle  geodetiche  v. 

La  forma  (22)*  del  quadrato  dell'elemento  lineare  è  quella  di  tipo  parabolico,  di 
una  superficie  S  di  curvatura  assoluta,  costante,  negativa: 

ir  I  a    X 

ür  =  -^cotg^. 

Se  indichiamo  con  lu^y  w^  i  raggi  principali  (non  ridotti),  di  curvatura  della  e- 
volvente  di  S  i^ispetto  al  sistema  delle  geodetiche  v,  si  ha: 

ìf,  —  ìt/j  =  X. 

Di  più  la  corrispondente  superficie  complementare  di  §  ha  la  stessa  curvatura  di 
questa.  Da  queste  considerazioni  segue,  che  i  sistemi  cercati  sono  costituiti  dagli  00' 
cerchi  tracciati  nei  piani  tangenti    di   una   superficie  S  ^  curvatura  costante,  negativa, 

K  = ^ ,  qualsiasi  ;  coi  centri  nei  punti  di  contatto,  il  raggio  eguale  a  X. 

i?*tanr^ 


•«»«»^T    ï-MW^.^.w 


,'^    >'/>yyvi^**w/'y%    ri    r^rÄTTTTnÄre      a.üeii!    nri^.    "La^  afr    sé  pani  angcnd  di 
^^   '^^    K- ,^rO^  ^^   ?"ìt>r;5fr!n  :;..*sx  liami  lù.  Jii  ^wfiu  mnomaie  £  cnr^e.  Ado- 


'      -  /  1^^    -    —    r-  ^-^  '  -^  r  sei  s  a»  -^. 
;?  *  Ä 

/    —  /'  v»?i  ->  —  r[  ■ir«  -Sw 
/»//<'#  4^>»   (♦.^-••^^♦sr^/^   -^i\^^4Ur  wntr>  idle  '"/>,  je  segìerrn  : 

irvi*  h  tltrfirN  In  «flirvuturil  rclntlv»  di  S'  P(Hcliò  nelle  (23)  non  entrano  che  i  coeffi- 
it\Miì  (I«tt'fl«mfl1tii  lltlflirf  di  S»  Avrcnu)  che  un  sistema  di  cerchi  tracciati  nei  piani 
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tangenti  di  S  rimane  ciclico,  comunque  deformando  S>  ^^  modo  che   seco  trascini  in- 

variabilmente  connessi  i  cerchi.  Risolvendo  le  prime  due  (23)  rapporto  a      ^ , 

a(tangA.) 


dv 


,  e  tenendo  conto  della  terza,  si  trovano  queste  : 


^   /cos-|-\       |/£cos(psen-|-  ^    /cos  ^\       |^Gsen?sen-^ 

\  cos  -^  y  R  cos  -j^  \  cos  -yJ  R  cos  -j^ 

i5.  Consideriamo  una  congruenza  normale  di  raggi  partenti  dai  punti  di  §,  sia 
2  una  delle  00'  superficie  ortogonali.  Domandiamoci  se  si  può  deformare  S  in  modo 
che,  trascinando  seco  la  congruenza  al  modo  di  Beltrami,  gli  estremi  dei  raggi,  che 
inizialmente  costituivano  1,  vengano  infine  a  riunirsi  in  un  punto. 

Indichiamo  con  /  la  distanza  del  punto  P  di  Sj  dall'estremo  0  del  raggio  della 
congruenza  passante  per  P;  con  6  l'angolo  che  la  tangente  alla  linea  i;  in  P  forma 
con  la  retta,  intersezione  del  piano  tangente  in  P  ad  S?  col  piano  individuato  dal  raggio 
OP  e  dalla  normale  ;  con  ^j  infine,  l'angolo  che  questa  intersezione  forma  con  OP.  Se 
con  Xu  indichiamo  le  coordinate  di  0,  avremo  : 

^  =  X.  cos  -g-  -f-  [(ti;  cos  9  -f-  :(!  sen  9)  cos  A  +  Ç|  sen  +]  sen  -^  . 

Nella  configurazione  finale  di  S  tutti  i  punti  0  devono  coincidere  in  uno  stesso, 
si  dovrà  avere  dunque  : 

ou       ov 

Avendo  riguardo  alle  (7),  queste  due  quaterne  di  condizioni  si  riducono  ad  essere 
lineari  ed  omogenee  in  jc^,  Ç|,  rj!,  ;(),  onde  dovremo  eguagliare  a  zero  i  coefficienti 
di  queste  quantità  e  troveremo  : 

(24)  ^  +  t/^cosOcos^/  =  o, 

(25)  -^  cos  9  cosi};  sen  —  -j-  _  sen9cos^  sen  -^  +  ^  ^seni^  sen  -j^-j  =  0, 
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(27)     -^  sen  0/  sen  -7Î-  =  -^r-  1  sen  0  cos  y  sen  -=5-  I ;=  -:? — cos  0  cos  U»  sen -=5- , 

(24)*  ^  +  l/Gsenecos.|/  =  o, 

(25)    -/|COsecos4-sen-|^  +  -gsenecos<l/sen  -^-|-^lsen4<sen-^j  =  0, 

(26)*  ^sen^sen-^-  =^^senOcos.}sen^  )  +  -^  cos-^  +^-^cosecos4.sen-^ , 

,    ^     D'        .  I         d  /      ft        ,  /  \        I  d/G        ft        ,  / 

(27)     -^sen4,sen-^=^lcosecos<}'sen-j^»  — -^-^senecos^l/sen-^. 

Dovremo  poi  tener  conto  dell'equazione  di  Gauss: 

DD"  —  H'  _ 
EG         ~    ' 

la  quale,  a  causa  delle  precedenti,  può  scriversi  così  : 

'  |/£GJfesen'<l/sen'-^ 

=  |_^(cosecos<].sen-^j  +  -^cos-^  +  -^-^senecos|sen-^Jx 
x[^(sen6cos+sen4-)+-^cos4  +  -^^cosecos  +  sen4-] 

—  K—  (  sen  e  cos  •■;  sen  -=- 1 ^=^  ^e—  cos  6  cos  4'  sen   ^     X 

v^r^ /   fi    I     ^\     I  ^vg    ft    ,     n 

X    -s—  I  cos  0  cos  4»  sen  -^j- 1 -=r-  -=J —  sen  6  cos  »L  sen  -=-   . 

L^î'V  .       R  /        ^E    du  ^         Äj 

D       £)' 
Se  nella  (25)  poniamo  in  luogo  di  -^^ ,  -^  le  loro  espressioni  date  dalle  (26), 

(27),  essa  si  trasforma  nella  (24).  Analogamente,  per  mezzo  delle  (26)*,  (27)*,  la  (25)*  si 
riduce  alla  (24)*.  Si  vede  facilmente,  che  i  due  valori  di  D'  tratti  dalle  (27),  (27)*  ri- 
sultano eguali,  quando  si  tenga  conto  delle  (24),  (24)*.  Debbono  risultare  soddisfatte 
anche  le  due  equazioni  di  Codazzi  per  la  S  >  ciò  si  verifica  accadere  effettivamente  in 
conseguenza  della  (28)  e  delle  precedenti. 

Esisterà  dunque  la  deformazione  cercata  per  S»  purché  I,  0,  if  soddisfino  alle  (24), 


(28)  / 
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Eliminando  nella  (28),  per  mezzo  delle  (24),  (24)*,  le  funzioni  0,  rj/,  otteniamo 
per  T  =  cos  -=-  l'equazione  del  secondo  ordine  : 

(29)  kii-r^-R'^,r)  =  R^\,,r-\-Tl^r^^,. 

È  questa  l'equazione  deirapplicabilità  per  lo  spazio  ellittico,  alla  quale  si  perviene 
anche  nel  modo  seguente.  Le  coordinate  x[j  $!  di  un  punto  di  §,  e  del  piano  tan- 
gente in  esso  soddisfano  alle  equazioni  *): 

__E  D^. 

*ii  —       R'  ^  '    R 

__G_      d;^, 

avendo  adottato  nei  primi  membri  i  simboli  delle  derivate  seconde  covarianti,  rispetto 
al  quadrato  dell'elemento  lineare.  Da  queste  si  trae: 

4  _«_      II     aa  "~~       la  _«_  I  IT      I  ta 

'*"*  —    EG  — F'   ■"  Ä^  "T"F *^  "■   ^^  ' 

^»*-  EG  —  F'  ~       R'        R^' 

Servendosi  di  queste  e  dell'altra: 

V  =  i—x'  —  R'S,x, 

si  trova  per  x  l'equazione  (29). 

La  (29)  si  trasforma  per  la  funzione  /  nell'altra: 

A' UT  sen' -^(i  _  A,0  =  I  -  A,/  +  ;?'sen'-^A„/ 
+  i?sen-i-cos-i-[Ä,/(A./-i)-i-v(/,  A.OJ, 

ove  /T  =  jt  -f-  -«r  indica  la  curvatura  assoluta  di  S-    Dalle  (24),   (24)*  si   traggono 


*)  Bianchi,  LexUmi,  etc.,  vol.  I,  pag.  493. 
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queste: 

ai            ,             ti                i      dl              A  i      di 

(G\  cos^i  =  A/,      cos 9  = s—,      seii«  = .- — -  ^—r 

le  quali  d  dicono  che  ad  ogni  integrale  della  (29)*,  purché  sia  A,/  <  i,  affine  di^^ 
stare  nel  reale  corrisponde  una  congruenza,  che  può  deformarsi  con  S  nd  nuxio  voluto. 
16.  La  (28)  può  porsi  sotto  la  forma: 

/       ,          l  d^        VE          l        .         I     dVÈ       ,  / \ 

X  I  cos  4  sen -=- •=; tr  cos-=-senO =--5 — cosgsen-ìi-l 

[                         .           l^cos6cos-j=- 
^(-+»•1)  + 5— ^Jx 

X(cos^-«m-^^  +  -^cos-^cose  +  _-^cos<|-sen-g-U. 

Ora  trasformiamo  le  funzioni  /,  ^,  6  nelle  funzioni  X,  p,  ç,  facendo  le  s^;uentì 
posizioni  : 

(30)         itang-^  =  sent}/ sen -^,         cos  4  =  cotg -^ tang -^ ,         Ö  =  ç, 

essendo  i  =  y —  i.  Si  verifica  facilmente  che  se  /,  Ö,  ^  soddisfano  alle  (24),  (24)*, 
(28)*,  allora  X,  p,  <p  soddisfano  all'ultima  delle  (23),  e  alle  (23)*.  Ora  le  (30)  espri- 
mono, come  si  può  verificare  con  considerazioni  di  trigonometria  sferica,  che  ì  cerchi 
del  sistema  ciclico  individuato  dalle  funzioni  p,  9,  \  sono  quelli  secondo  i  quali  i  piani 
tangenti  della  superficie  deformata  di  S  tagliano  la  sfera  di  raggio  nullo  avente  il  centro 
nel  punto  (/,  0,  ^).  Possiamo  quindi  enunciare  il  teorema: 

Per  ottenere  tutti  i  sistemi  ciclici  tracciati  nei  piani  tangenti  di  una  superficie  3,  si 
prenda  una  qualsiasi  deformata  2  di  quest'ultima,  e  si  costruiscano  i  cerchi  intersezioni 
dei  piani  tangenti  di  2  con  una  sfera  di  raggio  nullo  fissa;  si  riporti  poi  la  2  alla  con- 
figura'^one  primitiva,  in  modo  che  seco  trascini  i  cerchi  ad  essa  invariabilmente  uniti. 
Questi  nella  loro  posizione  finale  costituiscono  il  più  generale  sistema  ciclico  della  specie 
richiesta. 

In  questo  teorema,  che  è  l'analogo  di  quello  di  Darboux  per  lo  spazio  ordinano, 
non  si  fa  alcuna  distinzione  fra  reale  ed  immaginario.  Dalle  (26),  (27)  (26)*,  (27)*  e 
dalle  (30)  risulta  però  che  se  si  vuole  ottenere  un  sistema  ciclico  reale,  si  deve  pren- 
dere la  configurazione  2  di  S  immaginaria,  poiché  JD,  JD',  D"  risultano  immaginari  puri. 
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È  facile  persuadersi,  osservando  le  forinole  fondamentali  per  una  superficie  dello 
spazio  ellittico,  che  la  configurazione  2  può  realizzarsi,  assumendo  tre  delle  coordinate 
di  un  suo  punto  generico,  per  es. '  x^y  x^y  x^  reali,  la  quarta  immaginaria  pura,  eguale 
ad  iXj,  con  x^  reale.  Ciò  posto,  potremo  dire,  che  il  problema  della  determinazione 
dei  sistemi  ciclici  tracciati  nei  piani  tangenti  di  una  superficie  S,  con  l'elemento  lineare  : 

ds'  =  Edu'  +  iFdudv  +  Gdv\ 

equivale  a  quello  della  ricerca  di  tutte  le  quaterne  di  funzioni  reali,  le  quali  soddisfano 
contemporaneamente  alle  due  condizioni: 

R'i^K  +  ^^Ì  +  ^^a  —  ^^|)  =  ^^"'  +  2Fdndv  +  Gdv\ 
K  +  <  +  K  —  x]=  I. 
Dalla  prima  delle  (G),  osservando  le  (50),  si  trae: 


Ä./  =  i  + 


onde  vediamo  che,  mentre  le  deformazioni  reali   della  S  corrispondono  agli  integrali 
della  (29)*  pei  quali  si  ha  A,  /  <;  i,  i  sistemi  ciclici  reali,  giacenti  nei  suoi  piani  tan- 
genti sono  individuati  da  quelli,  pei  quali  A,  /  >  i. 
Dalle  (25)*,  (30)  seguono  poi  le  altre: 

tang'-^  =  tang"-^A,/, 

i      di  i      di 

cos  9  == ,  -r— ,        sen  a»  = ,  ^r— . 


I  sistemi  ciclici  nello  spazio  iperbolico. 

17.  Esporremo  in  breve  i  risultati  che  si  trovano  pei  sistemi  ciclici  nello  spazio 
iperbolico,  adottando  in  ogni  questione  che  tratteremo  le  stesse  notazioni,  usate  per  gli 
elementi  analoghi  nella  questione  corrispondente  per  lo  spazio  ellittico. 

Consideriamo  un  sistema  00*  di  cerchi.  In  luogo  delle  (14)  avremo  le  altre: 

y.  =  X.  cos  fc-g  +  (Ç.  cos^  +  Y),  sen  ^ sen  fc-=- . 
Partendo  da  queste,  si  trova  che  le  condizioni  necessarie  e  suflScienti  aflSnchè  il 
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la  supposto  sìa  ciclico  sono  le  seguenti: 

R  \4-  dv    du  dv    du         ^  du    ôv     "^  da     dv  f 

se„4cos4[(5:.,|5.-,.«^)(Xe,|£>-ì.|S) 
'4-  av    du         dv    du        ^  du    dv         du    dv  j 

irax/^    dx,        dx,\     d^/^    a*,        dx.v] 

i    du    dv  du    dv         ^  dv    ô«     '     dv    du j 

1  /?  Loî'Vr   •  â«  °du}       du\^'''  dv        ^"dvjj  —  ^- 

Riferiamo  una  delle  superfìcie  S  ortogonali  al  sistema  ciclico  alle  sue  linee  di  cu: 
a.  Nelle  (31)  porremo: 

X.  =  x'.  cos  h-^  +  (cos  9»;  +  sen  <f:Q  senh-^, 
li  =  *;  sen  Ä-^  +  (cos  9»):  +  sen  9:^;)  cos  h^ , 

Tenendo  conto  delle  formole: 

àx'  _VÊ.         dx'  _  VG.. 

' _  VS  ,     àti' _-\fË        ^ g,       I  dVË       djÇ__  I  ai/f  , 
•--X""'     d«~  R         p>        i/ç  at;  ^'    au-T^'a^" 

f'  _  t^  ,     av  _  _i_i£Çy     is!  =  !^x'  —  l^F'  -_  J_^^^  . 
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le  (31)  si  riducono  alle  due: 

Bv\    ,,      ^  R)     èA    p,       ^  Rì-r  ^^^^^  Vp.      pJ 

di  t/5cos(pcotgü;-p-|        d  I  ^ sen  Ç cotg /» -p- 1 

òv  òu  ~    ' 

Indicando  con  <|<  un'opportuna  funzione  ausiliaria,  potremo  porre: 
-gf/Ecos?cotgÄ-^  =  -^^, 

-^)/Gseni>cotgA-^=-^^. 

Introducendo  per  mezzo  di  queste  la  ^  nella  prima  delle  precedenti,  si  trova  l'e- 
quazione (19).  Si  hanno  poi  le  altre: 

I         _^  ì     . I         8 log ^         ^ I         8 log i^ 


Dalla  prima  di  queste  risulta  che  S  è  reale  unicamente  per  quei  punti  di  S  ^^^ 
quali  si  ha:  A^  logij/  >  -^;  è  invece  immaginario  pei  punti  nei  quali  A^  log<|^  <;  -=3- . 
È  più  opportuno  scriverla  quindi  cosi  : 

ove  p  indica  il  raggio  ridotto  del  cerchio.  La  superficie  S  ^  divisa  in  due  regioni;  i 
cerchi  normali  nei  punti  di  una  di  esse  hanno  il  centro  reale,  a  distanza  finita,  quelli 
normali  nei  punti  della  seconda  sono  a  centro  ideale.  Queste  due  regioni  sono  separate 

dalla  linea  lungo  la  quale  è  A,  log<|^  =1  -j^,  i  cerchi  normali  nei  pimd  di  questa  sono 

oridcli. 

18.  Riferiamo  ora  la  superficie  S  al  sistema  delle  linee  v  su  di  essa  inviluppate 
dai  piani  dei  cerchi,  e  alle  loro  traiettorie  ortogonali. 
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Le  funzioni  x|,  ^\,  ti!,  :(|.  soddisfano  al  sistema: 

d«  ~  ;?"'      du-     ^"^     |/G^' 

Nelle  (31)  potremo  fare: 
x.  =  x;.cosÄ-^  +  »;senfc--^,        i.  =  x'.seah-^+WiCosh-^,        »i;  =  Ci- 
Tenendo  conto  delle  (/)*  e  delle  equazioni  di  Codazzi,  si  trovano  cosi  le  due: 

jH^     ^^  ^         ^^ 

per  mezzo  delle  quali  si  trovano  risultati  analoghi  a  quelli  trovati  per  lo  spazio  ellittico. 
Ricercando  i  sistemi  pei  quali  X  =  costante,  escludendo  quelli  normali  a  superficie  mo- 
danate,  si  trova  che  il  più  generale  di  essi  è  costituito  dagli  00*  cerchi  tracciati  nei  piani 

tangenti  di  una  superficie  S  a  curvatura  relativa,  costante,  negativa,  Jk= , 

aventi  i  centri  nei  punti  di  contatto  e  raggio  eguale  a  S. 

Le  00'  superficie  colla  stessa  curvatura,  normali  al  sistema,  sono  quelle  che  deri- 
vano da  S,  applicando  ad  essa  la  trasformazione  complementare. 

Vogliamo  ora  trattare  il  problema  della  determinazione  dei  sistemi  ciclici,  giacenti 
nei  piam'  tangenti  di  una  superficie  S-  Faremo  nelle  (31): 

X.  =  x]  cos  h-^  +  (ni  cos  <?  +  ;(,'  sen  <p)  sen  fc-^ , 
Ç^  =  x;sen  h-^  +  (n,'  cos  <p  +  ^ç!  sen  <p)  cos  Ä-|-,        ».  =  »!  sen  9  —  ;(;  cos  <p, 


SUI  SISTEMI  CICLICI.  29 


e   troveremo  queste 


\cosfe-j=-/  Rcosh-^  \  cos  h-r^J  Rœsh-^ 

avendo  tenuto  conto  delle  (I)*. 

Anche  qui  ci  proponiamo  di  deformare  S  ^^  modo,  che  gli  estremi  dei  raggi  di 
una  congruenza  (le  cui  rette  partono  dai  punti  di  S)>  che  dapprima  costituiscono  una 
superficie  normale  alla  conguenza  stessa,  vengano  infine  a  riunirsi  in  un  sol  punto. 
Troviamo  cosi  le  condizioni: 


^r — |-  |/£cos  e  cos  i  =  o, 
du   *  ^ 

— =cosöcosy  senfe-^r-  +  -7=-senöcosvLsenÄ-^r+-:N-|  sen u^ sen/; -77- 1=0, 


d 


-  isenöcos  +  senÄ-=r  I -^r  -~—  cosöcos<tsenfc-^  =  -7=^senu/senÄ-^, 

u\  ^  Rf      ^G    àv  ^  R      )/G  R 


di 

^  +  /Gsen6cos'^/  =  0, 

— =  cos  Ö  cos  4  sen  fc  -=r^  +  -— -  sen  ö  cos  A  sen  fc  -75-  +  -^r- 1  sen  U/  sen  ä  -0- 1  =  o, 
^E  R      fG  R^  dv\      ^  R  J 

_cos/^+^ -^osecos4;sen/H^+-^^sen6cosAsen/^^ 

d  /      Û       I        L  '  \        I   Ö/G       ft       I        L  '        D'        .        ,    / 

r^—  I  cos  9  cos  0/  sen  Ä  -^j- 1 7=  -rr—  sen  ö  cos  4/  sen  ä  hd*  =  "7^  sen  ^scnh-^. 

dv\  ^  R  /      ^E  au  ^  R      yE  R 
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Vi  è  poi  l'equazione  di  Gauss  che  si  riduce  alla  s^uente: 


(34) 


=  |^»^cosÄ^+^^^^cos6cos4.senfc-l)  +  ^^senecos+scnÄ-l]x 

ixp^cosÄ-l  +  A^senecos^senÄ^-)^-^^««»««*«»*^] 

—  Uj— (senÔcosvL  senfc-=r- 7=-^  cosOcosil  senÄ-5-  I  X 

[du\  ^  R        ^G  ^'^  R j 

X  [^  (cos  e  cos  +  sen  fc-i)  -  ^^  «^n  Ö  <^<» 'l' *en  *4-]  • 


Con  una  discussione  analoga  a  quella  fatta  per  lo  spazio  ellittico  si  trova,  che  ba- 
sta che  /,  6,  i^  soddisfino  alla  prinìa  (33),  alla  prima  (33)*  e  alla  (34),  perchè  risul- 
tino soddisfatte  anche  le  altre  condizioni.  Eliminando  dalla  (34)  per  mezzo  delle  altre 

due,  0  e  4/,  si  trova  per  t  =  cosä-^  l'equazione  del  secondo  ordine: 


che  è  quella  dell'applicabilità  per  lo  spazio  iperbolico.  Per  la  funzione  /  la  precedente 
si  riduce  all'altra: 

R'Kstnh'-^{i  —^J)=l—^J^R-  sen  h' 4" \^  ^ 

+  jìs«.s-ì-cos»-ì.La.;(ì,ì-i)-^t(',  4.0J. 

ove  K  =  k  —  -pj-  è  la  curvatura  assoluta  di  S- 

A 

Dalle  prime  (33),  (^jj)*  si  trae: 

4   1            al                a                 i       di                Û  idi 

A/  =  cos*4/,        cosö  = ^r-,        sen  6  = -— , 

la  prima  delle  quali  ci  dice  che,  affinchè  la  defonnazione  di  S  sia  reale,  è  necessario 
che  si  abbia  \l  <^i. 
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La  (34)  può  scriversi  cosi: 


VËGkscn^senh'-^  =  —  \ 


^    .                    ,  .         t^  sen  6  cos  fc-j=- 
,  cos  A  sen  h-^\  -j ^ 


^(^ 


X 


/      ,        ,   l  dò       YË      ,    l        .        I   8J/I       ,        .   /\ 

X  I  cos  +  sen  »-=-  ir s"  cos  0 -7^  sen  « r:;-  -sr —  CCS  «J*  sen  »-=- 1 

^y^  R  du        R  R  \/G  ÔV        ^  RJ 


(34/ 


^(cos  +  senÄ-l)  + 


|/£ COS 0  COSA 


/ 


X 


/       ,        ,    /  do    ,   VG        .    /         .    ,     I    d|/G       ,         ,    /\) 

X  I  cos  J^  sen  *-.=-  ^r rj-  cos  * -^  cos  Ö  +  -zu -^r —  cos  i  sen  fc-^  I  >  . 

"^y^  R  dv   ^     R  R  '|/£Ôtt        ^  ^n 

Trasformiamo  le  funzioni  /,  6,  ^  nelle  S,  <p,  p,  ponendo: 

%  tang  fe-^  =  sen  h-^  sen  ^,        cos  i^  =  cotg  fc  -=-  tang  *-4- ,        Ö  =  ?; 

la  prima  (33)  e  la  prima  (^13^  si  riducono  allora  alle  due  ultime  (32),  la  (34)*  alla 
prima  (32).  Dalle  precedenti,  con  semplici  considerazioni  di  trigonometria  pseudosferica, 
segue  il  teorema  di  Darboux  per  lo  spazio  iperbolico,  teorema  che  si  enuncia  come 
per  lo  spazio  ellittico. 

Anche  qui  i  sistemi  ciclici  reali  corrispondono  a  deformate  immaginarie  della  S-  Si 
trova  che  il  problema  della  determinazione  dei  sistemi  ciclici,  reali,  tracciati  nei  piani 
tangenti  di  una  superficie  di  elemento  lineare  ds^  con: 

ds'  =  Edu'  -\-  iFdudv  +  Gdv\ 

equivale  a  quello  della  ricerca  delle  quaterne  di  funzioni  reali,  soddisfacenti  alle  due 
relazioni  : 

xl^x\  —  x\  —  x\  =  i,    R\dxl'\'dx]  —  dxl  —  dx])=Edu''\'2Fdudv  +  Gdv\ 

Si  hanno  poi  le  seguenti: 


\i  =  i-\- 


tangfc'-^ 
senÄ*-=- 


COS9  =  — 


di 


VE\ìdu' 


tingF-^  =  t3ngh'-^\l, 


I       di 

sen?  =  -17^=^^. 


VG\ldv' 


le  prime  due  delle  quali  danno  luogo  ad  una  discussione  analoga  a  quella  fatta  in  fine 
del  n"  17,  e  ci  dicono  che  i  sistemi  ciclici  reali  corrispondono  a  integrali  della  (35)*, 
pei  quali  A,i>  i. 
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Sistemi  ciclici  tracciati  sopra  oo'  sfere« 

19.  II  problema  sui  sistemi  ciclici,  ultimamente  trattato  per  lo  spazio  iperbolico, 
equivale  (come  si  vede,  facendo  l'ordinaria  rappresentazione  conforme  dello  spazio  curvo 
su  quello  euclideo),  a  quello  di  geometrìa  euclidea  della  ricerca  dei  sistemi  ciclici  trac- 
ciati sulle  00'  sfere,  tangenti  ad  una  data  superficie,  e  normali  ad  una  sfera  fissa.  Pis 
in  generale  possiamo  proporci,  di  determinare  i  sistemi  ciclici  tracciati  sopra  le  sfere 
di  un  sistema  oc' .  Sia  S  1^  superficie  luogo  dei  centri  delle  sfere,  P  un  suo  punto,  0 
il  centro  del  cerchio  corrispondente.  Riferirenìo  la  S  ^^  un  sistema  ortogonale  di  lince 
tt,  v;  indicheremo  con  a*,  y^  :ì  le  coordinate  di  P,  con  X,,  F^,  Z,;  X,,  F,,  Z^;  X^, 
Y^j  Zj  rispettivamente  i  coseni  direttori  della  tangente  alla  linea  v,  della  tangente  alla 
Uy  della  normale  in  P.  Avremo  il  sistema: 

dw~*^^"         du   -       |/G"d7    '■*"t/£^' 
dX,_    I    dVÊy        p'  àX^  _        D  D' 

dt'  '  òv        If  òu      ^   '   |/jE    ' 

dX,__j^8l'Gy        /)".,  àX^_       D'y__D"y 

\    dv  ~       |/£"d«      '■'"Vg     ''         àv  -       ,'£    '       |/G    *' 


(n) 


al  quale  soddisferanno  anche  le  due  terne  F^,  F^,  Y^;  Z,,  Z^,  Z^. 

Indichi  0'  la  projczione  di  0  sul  piano  tangente  ad  §  in  P.  Porremo  PO  =  p, 
e  indicheremo  con  9  l'angolo  foniìato  dalla  rctu  (XJ  con  la  PO',  con  ^  quello  for- 
mato dalla  P  0'  con  la  (X^).  Se  x^ ,  )\ ,  ^^  sono  le  coordinate  di  0,  avremo  : 

X,  =  A-  -}-  p  [(X,  cos  9  +  X,  sen  <p)  cos  ^  -f"  ^3  ^°  ^]- 

Tenendo  presente  il  fatto,  che  il  piano  del  cerchio  di  raggio  R  è  normale  in  0 
alla  P  0,  si  vede  che  due  orientazioni  giacenti  in  quel  piano,  e  fra  loro  ortogonali  (a^ , 
{*.»  Ti)j  («a>  Pa>  tJj  sono  queste: 

a^  =  X,  sen  <p  —  X,  cos  9, 

a,  =  (X^  cos  <p  -}-  X,  sen  9)  sen  ^  —  X^  cos  ^. 

Ora  non  rimane  che  da  applicare  le  fomiole  generali  pei  sistemi  ciclici  *),  per  tro- 
vare, tenendo  conto  delle  equazioni  di  Codazzi  e  di  Gauss  e  riducendo,  le  tre  con- 
dizioni: 


•)  Bianchi,  Legioni,  etc.,  voi.  n,  pag.  ijg  p^^  (I),  (11),  (ni> 
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^l/fsen? — p^os<l»  +  p-^  -^^cos'^-  —  p-^en^senij/  +  p-^os<psen<|.  j  X 

X  (^/Gsencscn^  —  p^— p-^cosç— p-^sen?  j 

—  ^|/Ecos9senl<  —  p^_  p— cosç — p-^sen?)  X 

X^p-^osçsen^-— f/^os-^  — p^os+~p-^-^os<l'--p-^sen?senU 


^^ffsencp— p^os^/  +  p—  -^cos«}/  —  p-^sen9sen<J»  +  p— ^sçsenU-^ 

+  ^t/Gcos9  +  p^cosi}.  +  p-^  -^cos<l/  -f  p-|sençsen4' — p-^osfsentl*  j-^ 
,  /!>"  ,      £>'  ,      d<p      ,        I  df/5     ,\dp 

4-  seinl^o»!»!  l/-p-Dsen'f.  -\-  l/-g-D"cos'(p— D'seniç  | 

-cos'4.[A(|/Gcos9)  +  ^(f/fsen?)]  =  o, 

/,/7^  ,        a+        !>'  D"        \dlogfi 

^/Gsençsenl-pg^-pp^cosç-p-j^sençj-g^ 

-  (|/£cos9sen+  -  pg— p^sç-p-^scn?)^ 

-f-  j/fcosçcos^—î — l^Gsen<pcosiJ;^ 
-f-  |^fGsen<pcos<pcos|l  -^ F"  )  "^"  ^'cos+cos2<p  =  o, 


MmU,  Ck€,  MmUm»  FêUrmo,  tomo  XXI  ff 906).  —  Sum^Mito  il  i}  novembre  1905. 
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QCO- 

ai 

doal 
pro- 


le quali  sono  lineari  rispetto  a  D,  D',  D",  come  è  evidente  per  le  ultime  due,  e  cane 
si  deduce  per  la  prima,  eseguendo  i  prodotti  ed  usando  la  citata  equaidone  di  Gauss: 

DD"  —  iy'_  ^ 

EG        ~ 

Se  con  T  indichiamo  il  raggio  delia  sfera  generica  del  sistema  oo',  si  avrà: 

p^  +  Ä^  =  P; 

per  mezzo  di  questa  si  può  eliminare  dalle  (IH)  la  funzióne  p,  dopo  di  che  esse  si  rt 
ducono  a  tre  equazioni  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine  nelle  tre  funzioni  inco- 
gnite 12,  9,  ^,  le  quali  costituiscono  un  sistema,  dall'int^azione  del  quale  dipende 
risoluzione  del  problema  propostoci.  Se  in  particolare  supponiamo  che  la  3  si  ridna 
ad  un  piano,  nella  quale  ipotesi  questo  sistema  si  semplifica  assai,  d  riduciamo  al 
blema  già  trattato  con  considerazioni  di  geometria  non  euclidea,  il  quale  dipende  dal- 
l'equazione (35). 

ao.  Le  (III)  possono  adoperarsi  per  determinare  quei  sistemi  ciclici,  che  rimangODO 
tali,  comunque  deformando  la  superficie  S  luogo  dei  centri,  in  modo  che  seco  trascini 
le  sfere  ed  i  cerchi  su  esse  giacenti,  invariabiknente  connessi.  Dovremo  eguagliare  a 
zero  nelle  (III)  i  coefficienti  di  Z),  D\  Z)"  e  i  termini  indipendenti. 

Eguagliando  a  zero  i  coeflScienti  di  Z),  D\  D"  nelle  ultime  due  (IH),  si  ottengono 
sei  relazioni  che  riescono  tutte  soddisfatte,  quando  lo  sieno  le  due: 

dìogR       dp    ,   ,/-F,  ,  dlogR        dp    ,   ,77;  , 

P—du'    =5t  +  t/^cosçcos+,        p_^  =  ^  +  ^sen9cosf 

Eguagliando  poi  a  zero  i  termini  indipendenti  da  D,  D\  D"  nelle  stesse,  si  tro- 
vano, tenendo  conto  delle  precedenti,  le  due: 

yfso^ç— -,^—   +VGcos(p— TT^ —  =  0, 
^     dv       '  ^    du  ' 

-/ï-         dlogÄ        ^rp,  d  log  lì 

yfcosç— =^ j^Gsen©— ^r^ —  =  0, 

^    ov  ^    ou  ' 

111         I-    •  .       d  log  /?       d  log  /?  .     n 

dalle  quali  si  trac  •  -^'^      =  — ;r~ —  =  0,  ossia  R  =  costante. 
^  du  av  ' 

Da  ci(S  segue,  che  i  centri  dei  cerchi  del  sistema  ciclico  supposto  costituiscono  una 

superficie  psciulosfcrica  1  di  raggio  R^  inviluppata  dai  piani  dei  cerchi.  Se  consideriamo 

le  00'  sfere  aventi  i  centri  su  S  e  raggio  eguale  a  p,  si  vede  che  2  non  è  altro  che  una 

fiilda  del  loro  inviluppo.  Siccome  deve  avvenire  che,  comunque  deformando  S>   1^  ^ 

deve  rìnìaiìcrc  u  curvatura  —  •„,-  ,  cosi  applicando  i   risultati  sugli  inviluppi   di   sfere, 

vediamo  che  non  possono  presentarsi  che  i  seguenti  casi  *):  i®  La  S  è  una  falda  del- 

^)  BiANCin»  Lei(i0nit  etc.  vol.  II,  pag.  ii)8. 
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2  revoluta  di  2.  2°  La  S  ^  applicabile  sulla  superficie  di   ruotazione,   avente  per  curva 
-  meridiana  quella  di  equazione  :^  =  i?  log  r  ed  è  p  =  r.  3°  La  S  è  applicabile  sopra  la 

superficie  di  ruotazione,  generata  dalla  curva  r=yW^a*cosh-^  ed  è  f=|/iì* — a^scnh^  , 

a  <;  iì.  4°  La  superficie  di  ruotazione  su  cui  S  ^  applicabile  ha  per  curva  meridiana 

questa  :  r  =  yö^—X*  sen  Ä -~- ,  avendosi  p  =  y  a*  —  ^'  cos  ä-~,  essendo  a,  come 

,    sopra,  una  costante  qualsiasi,  purché  a  >  Ä. 

.    A  conferma  delle  deduzioni  tratte  scriveremo  le  relazioni  che  si  ottengono,  egua- 

j  glìando  a  zero  nella  prima  (HI)  i  coeflScienti  di  D,  D\  D"  e  il  termine  indipendente. 
Facendo  9  =  0  nelle  relazioni  cosi  ottenute,  con  che  non  si  fa  che  specializzare  il  si- 
stema delle  linee  coordinate  su  §,  esse  divengono  le  seguenti: 

(/?*  +  p')^cos^  +  pl/£G  =  o, 
— ^ —  cos  «l»  +  y£  sen  *  -^  =  o, 

^       '    ^^V  ^       dv  fG    ^"^         ^       yjË  àu  du       ^J 

-{-  YEG sen  4/  —  p /G^  -j-  p-3—  sen  <{/  cos  ^  =  o, 

che  sono  appunto  quelle  che  esprimono  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti,  affinchè 
l'inviluppo  delle  sfere,  aventi  i  centri  su  S  ^  raggio  eguale  a  p,  rimanga  a  curvatu- 
ra —  -^ ,  comunque  deformando  S>  quando  si  tenga  presente  anche  Talora  : 

|^  =  — j/fcosf 

du  ^ 

Dando  al  raggio  dei  cerchi  un  valore  costante,  puramente  immaginario  iRy  si  per-» 
verrebbe  agli  inviluppi  di  sfere  dei  teoremi  di  Guichard. 

Pisa,  9  giugno  1905. 

Umberto  Sbrana. 


SULLA  FLESSIONE  DEI  CILINDRI 
Memoria  dì  E.  Almansi  (Genova). 


Adunania  del  9  luglio  190$. 


I. 

I.  Uno  dei  problemi  che  si  presentano  nella  ScieriTia  delle  Costruxioni  è  quello  di 
determinare  la  forma  che  assume  Tasse  di  un  cilindro,  avente  una  sezione  trasversale 
qualsiasi,  per  date  sollecitazioni  esterne. 

Consideriamo  il  caso  più  semplice:  il  cilindro  ammetta  un  piano  di  simnietrìa  X 
passante  per  l'asse,  e  sia  sollecitato  da  forze  simmetriche  rispetto  ad  X.  L'asse  del  cilin- 
dro, sotto  l'azione  di  queste  forze,  si  dbporrà  secondo  una  linea  (curva  elastica)  che 
per  ragioni  di  simmetria  dovrà  giacere  anch'essa  nel  piano  X. 

Diciamo  p  il  raggio  di  curvatura  della  curva  elastica,  in  un  suo  punto  P,  Äf  il  mo- 
mento delle  tensioni  che  agiscono  sugli  elementi  della  sezione  S  passante  per  P,  rispetto 
alla  retta  $  normale  in  P  al  piano  X  (momento  flettente). 

Quando  sono  soddisfatte  certe  condizioni  che  più   avanti  specifichiamo,  si  ha  la 
reazione  : 
.  .  I         M 

ove  E  rappresenta  il  modulo  di  elasticità  normale  del  cilindro  (supposto  omogeneo),  / 
il  momento  d'inerzia  della  sezione  rispetto  alla  retta  $. 

Questa  formula  deriva  dalla  nota  Teoria  del  Saint- Venant  sulla  deformazione  dei 
cilindri.  Riferendo  i  punti  di  X  ad  un  sistema  di  assi  coordinati,  essa  fornisce  l'equa- 
zione differenziale  della  curva  elastica  *). 


•)  La  formula  (r),  con  quel  grado  di  approssimazione  con  cui  è  valida  Tordinaria  Teoria  deh 
TElasticità,  e  prescindendo  dagli  allungamenti  longitudinali,  rappresenta  la  deformazione  totale  dell'asse, 
non  una  sola  parte  di  essa  dovuta  al  momento  flettente.  Ciò  resulta  ben  chiaro  dalla  trattazione  del 
problema  del  Saint-Venant,  ed  anche  da  questa  mia  Memoria.  Sono  quindi  errate  certe  frasi  che  si 
leggono  in  qualche  G)rso  di  lezioni  sulla  Scienza  delie  Costruzioni,  come  la  seguente  :  «  Le  deforma- 
lioni  prodotte  nella  trave,  per  le  quali  il  suo  asse  geometrico  rettilineo  passa  nella  curva  elastica,  sono  la 
somma  di  quelle  prodotte  dal  solo  momento  flettente  e  delle  altre  prodotte  dal  solo  sformo  di  taglio  b,  o  co* 
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a.  AfEnchè  sussista  la  formula  (i)  è  in  generale  necessario: 

i^  che  sul  cilindro  non  agiscano  forze  di  massa, 

2^  che  non  agiscano  forze  sulla  superfìcie  laterale, 

3®  che  le  tensioni  agenti  sulle  basi  siano  distribuite  secondo  una  legge  determinata, 
dipendente  dalla  forma  della  sezione. 

Di  quest'ultima  condizione  si  può  non  tener  conto,  se  ci  si  limita  a  considerare  i 
punti  del  cilindro  abbastanza  lontani  dalle  basi,  giacché  in  tali  punti  si  può  ritenere  che 
lo  stato  di  deformazione  del  solido  dipenda  solo  dalla  forza  e  dalla  coppia  risultanti 
delle  tensioni  che  agiscono  sugli  elementi  di  ciascuna  base,  e  non  dal  modo  secondo 
cui  queste  tensioni  sono  distribuite.  D'altronde,  nella  maggior  parte  dei  casi  che  si  pre- 
sentano nella  pratica,  le  basi  del  cilindro  sono  delle  sezioni  ideali,  per  le  quali  non  è 
nota  a  priori  la  distribuzione  delle  tensioni. 

Quanto  alla  prima  condizione,  noi  ammetteremo  che  il  peso,  e  le  altre  forze  di 
massa  le  quali  eventualmente  agiranno  sugli  elementi  del  solido,  si  possano  o  trascurare 
rispetto  alle  forze  esterne,  o  sostituire  con  altre  agenti  sulla  superfìcie. 

Veniamo  alla  seconda  condizione.  Spesso  avverrà  che  il  cilindro  di  cui  si  studia  la 
deformazione  (per  es.  una  trave  comunque  sollecitata)  sia  soggetto  a  forze  agenti  sulla 
superficie  laterale.  Quando  ciò  accade  è  ancora  lecito,  senza  incorrere  in  gravi  errori, 
adoperare,  come  si  fa  ordinariamente  nella  pratica,  la  formula  (i).^ 

A  un  tal  quesito  non  si  può  dare  una  risposta  esauriente,  se  non  trattando  in  modo 
rigoroso  il  problema  della  deformazione  di  un  cilindro  sollecitato  laterahnente.  Per  ciò 
che  si  riferisce  alle  applicazioni,  basterà  considerare  il  caso  che  si  presenta  come  il  più 
semplice  dopo  quello  di  un  cilindro  sollecitato  soltanto  alle  basi  :  il  caso  cioè  che  la  su- 
perficie laterale  sia  sollecitata  nella  stessa  maniera  in  corrispondenza  di  ciascuna  sezione 
trasversale,  o,  in  altre  parole,  che  la  tensione  esterna  sia  la  stessa,  in  grandezza,  dire- 
zione e  verso,  per  tutti  i  punti  di  una  stessa  generatrice,  potendo  del  resto  variare  da 
una  generatrice  all'altra. 

Di  questo  problema  mi  sono  occupato  in  una  Memoria  sulla  deformazione  dei 
cilindri  *).  Ma  nelle  formule  che  ottengo  per  esprimere  le  tensioni  interne  e  lo  spo- 
stamento dei  punti,  figurano  certe  funzioni,  la  cui  determinazione,  pur  essendo  possibile 
in  un  gran  numero  di  casi,  richiede  in  generale  dei  calcoli  oltremodo  laboriosi. 

Ciò  non  ostante,  ad  alcune  delle  formule  che  dal  punto  di  vista  delle  applicazioni 
presentano  maggior  interesse,  si  arriva,  con  opportuni  artifizi,  a  dare  una  forma  quasi 


me  questa  :  «  Coi  recenti  metodi,  basati  sul  teorema  dei  lavori  virtuali,  si  può  svolgere  la  teoria  delle  travi 
inflesse  rigorosamente,  tenendo  cioè  conto  anche  delle  deformazioni  prodotte  dallo  sformo  di  taglio,  etc.  ». 
Lo  sformo  di  taglio  è  quella  forza  che  denoto  con  F  nel  Gip.  V  di  questa  Memoria.  Essa  è  legata 

$ì  momento  flettente  dalla  formula  F  =  -r-  • 

di 

^  Sopra  la  deforvuKçtom  dei  cilindri  sollecitoH  lateralmente  [Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lin- 
cei, voL  X  (1901)]. 


3«  B.ALMANSL 

altrettanto  semplice  quanto  quella  che  esse  hanno  allorché  il  cilindro  è    sollecitato  sol- 
tanto alle  basi.  In  particolare,  nel  caso  di  cui  qui  ci  occupiamo  (che  il  cilindro  sia  am- 
metrìco  rispetto  al  piano  X,  e  simmetricamente  sollecitato)  si  ottiene  fra  p  ed  Af  la  reh- 
zione  semplicissima: 
,.  I    _Af  +  m 

ove  m  h  una  quantità  costante  per  tutte  le  sezioni  del  cilindro. 

Dal  confronto  di  questa  formula  colla  (i)  si  riconosce  che  facendo  uso  della  (i) 
noi  veniamo,  in  sostanza,  a  trascurare,  per  tutte  le  sezioni  del  cilindro,  un   momen»  1 
costante  ed  uguale  ad  m.  1 

Qui  un'osservazione  è  necessaria  :  non  deve  credersi  che  m  rappresenti  il  momento 
dovuto  alle  forze  che  agiscono  sulla  superficie  laterale.  Di  queste  forze  si  è  gii  tenu» 
conto  nel  calcolare  M,  che  rappresenta,  per  una  sezione  qualunque  S,  il  momento  do- 
vuto a  tutte  le  forze  da  cui  il  cilindro  è  sollecitato.  U  termine  m  ha  orìgine  dal  fatto 
che  le  sollecitazioni  laterali  influiscono  sulla  deformazione  del  cilindro  in  modo  diverso 
dalle  altre. 

La  costante  m  è  espressa  dalla  formula: 

m  =  \q  —  \i.p, 

ove  p  t  q  sono  quantità  che  dipendono  dalle  sollecitazioni  laterali,  e  la  cui  determina- 
zione non  presenta  nessuna  difficoltà;  >.  è  il  coefficiente  di  contra:(ione;  ft  un'altra  co- 
stante che  dipende  da  X  e  dalla  forma  della  sezione,  ma  non  dal  modo  come  la  super- 
ficie laterale  h  sollecitata. 

Tutta  la  difficoltà  consiste  dunque  nel  determinare,  una  volta  per  sempre,  la  co- 
stante fx:  ciò  che  si  sa  fare  in  un  grandissimo  numero  di  casi. 

In  questa  Memoria  stabilisco  la  formula  (2),  facendo,  per  semplicità,  una  restrizione 
sulla  natura  delle  sollecitazioni  laterali  :  supponendo  cioè  che  la  tensione  esterna,  in  ogni 
punto  della  superficie  laterale,  abbia  una  componente  nulla  secondo  l'asse  del  cilindro. 
Questa  restrizione  non  sarebbe  però  necessaria. 

Esamino  poi  un  caso  particolare  di  sollecitazione  di  una  trave  inflessa,  e  confronto 
il  resultato  a  cui  si  perviene  applicando  la  formula  (2),  con  quello  a  cui  si  perverrebbe 
trascurando  la  quantità  m. 

n. 

I.  Ricordiamo  alcune  delle  formule  relative  alla  deformazione  di  un  solido  elastìoo 
ed  isotropo,  comunque  sollecitato  alla  superficie,  ma  non  soggetto  a  forze  di  massa. 

Riferito  il  solido  ad  un  sistema  di  assi  coordinati  ortogonali  0(xy7i)y  diciamo,  per 
un  punto  qualunque  P(x,  y^  :^),  t^^,  t^^,  etc.  le  componenti,  secondo  gli  assi  coordi- 
nati, delle  tensioni  unitarie  che  agiscono  sulle  facde  positive  dei  tre  elementi  di  super- 
ficie passanti  per  P  e  normali  agli  assi. 
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Per  Tequilibrio  di  una  porzione  qualunque  del  solido  deve  essere  in  ogni  suo  punto  : 

a*  +  «,  +  a^     " 
C')  <l^  +  ^'  +  ^  =  °  <•■■='■■•"'■> 

dx    *     dy     *     OTi 

,  In  tutti  i  punti  della  superficie,  chiamando  t^  ,  t^  ,  t^  le  componenti  della  tensione 

esterna  (che  supporremo  date)  e  cos  a,  cos  fi,  cos  y  i  coseni  di  direzione  della  normale 
,   rivolta  verso  l'esterno  del  solido,  deve  aversi: 

l    T„COSa-f  T,,COSß  +  T3COSY  =  T,, 

r    (4)  j  T„cosa-f  T,,cos{i  +  T,3CosY  =  T,, 

f  T3,  cos  a  -f  Tj,  cos  ß  -f  T^j  cos  y  =  Tj . 

Fra  le  tensioni  inteme,  e  le  componenti  w,  v,  w  dello  spostamento   di  un  punto 
P  del  solido,  passano  le  relazioni: 

X  N  0^         ^   r  %/        I        M  dv    .     dw        2(1  -f^) 

dalle  quali,  risolvendo  rispetto  alle  tensioni,  si  ricava: 

,^.  E     /du   ,         \      A  E        /dv   .    dw\       ' 

ove: 

dx   '   dy   '     dx. 
Sostituendo  queste  espressioni  di  t,,,  t^^,  etc.  nelle  equazioni  (3)  si  ottiene: 

(7)  A»«  +  ^-:^^  =  o,etc.  ^A«  =  -^  +  -^  +  ^), 

da  cui,  derivando  rispetto  ad  x,  y,  ^  e  sommando: 

(8)  A*6  =  o. 
Ora  poniamo: 


E 


■  H 


(9)  ï'  =  '^..  +  '^»  +  ^n=^i_2X 
e  costruiamo  le  espressioni  A't,,,  A't,,,  etc.  Tenendo  conto  delle  formule  (6),  (7),  (8) 
e  (9),  troveremo: 

.,      _  I      d'T I       d'T 

r     ^  /A»  Ï      d'ì"  A»  1       d'T 

(10)  ^  AT„  =  -^-p^-^,  ^^,.=-  i+Xd^dx' 

.., L_^  A'. L_Ì1Z1 
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Si  dimostra  che  queste  sei  equazioni,  insieme  alle  (3),  e  alle  (4)  che  devono  esser 
soddisfatte  sulla  superfìcie  del  solido,  determinano  in  modo  completo  le  sei  tensioni 
T,j,  T,^,  etc.  Per  conseguenza,  data,  in  tutti  i  punti  della  superficie,  k  tensione  csèctih 
(Tj,  t^,  tJ,  noi  ci  possiamo  proporre  di  determinare  le  tensioni  r,,,  t,^,  etc.  in  modo 
che  in  tutti  i  punti  del  solido  siano  verificate  le  equazioni  (3)  e  (io),  e  in  tutti  i  pumi 
della  superficie  le  (4).  | 

Ottenute  le  tensioni  interne,  le  formule  (5)  ci  daranno,  in  ogni  punto  del  solido, 
le  componenti  della  deformazione. 

a.  Ritorniamo  ora  al  nostro  cilindro.  Posta  l'origine  delle  coordinate  nel  centro  0 
di  una  delle  due  basi,  prendiamo  l'asse  del  cilindro  come  asse  delle  7^:  il  verso  positivo 
sia  quello  che  va  da  0  al  centro  dell'altra  base.  L'asse  delle  y  giaccia  nel  piano  di  sim- 
metria X:  scegliamo  ad  arbitrio  il  suo  verso  positivo,  come  pure  il  verso  positivo  det- 
rasse delle  jc,  che  sarà  normale  ad  X. 

Abbiamo  supposto  (/,  2)  che  in  ogni  punto  della  superficie  laterale,  la  componenit 
della  tensione  esterna  secondo  l'asse  del  cilindro  sia  nulla:  in  tali  punti  sarà  pertanto 
T  ==  o.  Ivi  è  inoltre  cos  y  =  o.  Dunque  sulla  superficie  laterale  le  equazioni  (4)  diven- 
teranno : 

(  T„  cosa +  T,, cos {i  =  T,, 

(11)  j    T,,COSa-f  T,^COS(i  =  T,, 

f  T^j  COS  a  -f-  'Tj,  COS  ji  =  o. 

Si  è  poi  supposto  che  il  cilindro  sia  simmetrico  rispetto  al  piano  X  (ossia  al  pbt- 
Tìo  y7i)  e  sollecitato  da  forze  simmetriche  rispetto  a  questo  piano.  Perciò  in  due  pumi 
della  superficie  laterale,  come  P  e  P'  (Fig.  i)  simmetrici  rispetto  ad  JC,  le  componenti 

Tj  della  tensione  dovranno  avere  valori  uguali,  le  com- 
ponenti Tj  valori  uguali  e  di  s^no  opposto. 

Le  tensioni  che  agiscono  sugli  elementi  della  base 
S^ ,  in  cui  si  trova  l'origine  delle  coordinate,  assuntt 
l'origine  stessa  come  centro  di  riduzione,  si  potranno 
ridurre  ad  una  for^^a  ed  una  coppia.  Noi  supponiamo 
date  questa  forza  e  questa  coppia,  lasciando  del  resto 
indeterminata  la  distribuzione  delle  tensioni.  (I,  2). 
Le  componenti  della  forza  saranno: 

""■■>■  ly.'  X/.«..  ly^.' 

e  quelle  dell'«««  momento  della  coppia: 

f  (X^.-yòàS,,     j  (XT,  -  ;,r,-)dS„,     f  Ot,  -  xr,)dS,. 

Ma  in  tutti  i  punti  di  5^  si  ha  ;(=o.  Inoltre,  i.coseni  della  normale  esterna,  che 
è  parallela  all'asse  delle  :(,  ma  rivolu  in  senso  opposto,  sono  o,  o  e  —  i.  Quindi  per 


SULLA  FLESSIONI  DBI  CIUNDRI.  4> 


le  formule  (4)  avremo: 
'"  onde  le  componenti  della  forza  saranno: 

"X/.'^^o.         -X/m'^^o,         -X/n'^^0, 
e  quelle  dell'asse  momento  della  coppia 

9j  Ora,  per  la  simmetrìa  delle  sollecitazioni  esterne  rispetto  al  piano  X^  tanto  la  forza 

1;   che  la  coppia  dovranno  agire  nel  piano  X:  dovranno  cioè  annullarsi  la  componente 
I    della  forza  rispetto  all'asse  delle  x,  e  le  componenti  dell'asse  momento  della  coppia  ri- 
spetto agli  assi  delle  y  e  delle  :(.  Se  dunque  diciamo  F^ ,  F^  le  componenti  della  forza 
j    secondo  gli  assi  Oy,  0:^,  ed  Af^  la  coppia,  dovrà  aversi: 


(12) 


£j,.äs.  =  o,  £.„äs.  =  -F,.    £ys.  =  -F., 

J^y^,,dS,  =  Af,,        ^  x^JS,  =  o,      ^  O^T,,  -  XT,,)d5,  =  o- 


A  queste  condizioni  devono  soddisfare,  sulla  base  5^,  le  tensioni  t^,,  t^^,  t^^. 
Condizioni  analoghe  si  avranno  per  l'altra  base  del  cilindro. 

Le  tensioni  interne  devono  poi  soddisfare,  in  tutti  i  punti  del  solido,  le  equazioni 
(3)  ^  (io),  e  sulla  superficie  laterale  le  (11). 

Ma  ricordiamo  che  le  equazioni  (3)  rappresentano  le  condizioni  necessarie  e  suf- 
ficienti per  l'equilibrio  di  una  porzione  qualunque  del  cilindro  :  quindi  ancora  dell'intero 
cilindro.  Per  conseguenza,  quando  in  tutti  i  suoi  punti  siano  soddisfatte  le  equazioni  (3), 
sulla  superficie  laterale  le  (11),  e  sulla  base  5^  le  (12),  le  condizioni  analoghe  relative 
all'altra  base  resulteranno  soddisfatte  di  per  se  stesse,  e  non  occorrerà  tenerne  conto. 

3.  Concludendo,  noi  dovremo  determinare  le  sei  tensioni  interne  t,,,  t^,,  t^^,  t^^, 
Tj,,  T,,,  in  modo: 

I®  che  siano  verificate  in  tutti  i  punti  del  cilindro  le  equazioni  (3)  e  (io), 

2^  che  in  tutti  i  punti  della  superficie  laterale  siano  soddisfatte  le  equazioni  (11), 

3^  che  sulla  base  5^  siano  soddisfattte  le  (12). 

m. 

I.  In  questo  Capitolo  dovrò  ripetere,  con  qualche  modificazione,  alcune  delle  cose 
esposte  nell'altra  mia  Memoria,  sopra  citata. 

Sia  9  una  fimzione  delle  sole  variabili  x,  y^  che  verifichi  l'equazione 

Rmii,  Ckt,  UëUm.  FmUrwtê,  tomo  XXI  (1906).  —  Sump^to  il  15  noTembre  190$.  6 
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Poniamo: 

(14)  ^  =  9-\-j^=^y--jf' 

Sia  poi  ♦  una  funzione  delle  stesse  variabili  *,  y,  che  verifichi  Tequazione 
(15)  A'(A*4»)  =  o. 

Consideriamo  il  sistema  di  tensioni  espresse  dalle  formule: 

ove  Oj  bj  Cj  e  rappresentano  delle  cosunti. 

La  quantità  T  =  t„  -["  '^m  4"  '^jj  ^^^  ^^^  ^^^  formula 

r=  (i+>)A*4.- -Lay +j»(a^'  + 2*^  +  0  +  «- 

Si  riconosce  facilmente  che  le  equazioni  (3)  e  (io)  sono  verificate  *). 

Vediamo  se  è  possibile  determinare  le  funzioni  9,  4^,  e  le  quattro  costanti  Oj  b^c^t 
in  modo  che  siano  verificate  le  equazioni  (11)  e  (12). 

2.  Le  equazioni  (11),  che  devono  esser  soddisfatte  sulla  superficie  laterale  del  ci- 
lindro, sostituendo  a  t„,  t,^,  etc.  le  loro  espressioni  date  dalle  formule  (16),  e  sop- 
primendo nella  terza  il  fattore  a  ;(  -j-  i,  diventano  : 

^„^a9jcos«-.^^cos{i  =  T., 

5^cos«  +  ^cosp  =  o. 

Queste  equazioni  non  contengono  quantità  in  cui  figuri  la  variabile  x.:  basterà  per- 
do che  esse  siano  verificate  sul  contorno  s  di  una  sezione  trasversale  5,  a  e  ß  deno- 
tando gli  angoli  che  la  noriiìale  al  contorno,  rivolta  x'crso  Testemo,  forma  cogli  asà 
Oxj  Oy^  o,  dò  che  è  lo  stessei,  colle  rette  Ç,  yj,  parallele  agli  assi  uscenti  dal  centro 
a  di  quella  sezione  (Fig.  1). 

Esaminiamo  la  terza  delle  equazioni  precedenti.  Se  a  <{/  sostituiamo  la  sua  espres- 


•)  a  può  da  prima  far  la  verifica  per  i  soli  termini  in  cui  figura  la  fimàone  ♦,  ossia  supporre 

?H**  d**  ^**  NAIA 

T„=-|^.T.,=g3p-,T,.  =  -5^.T„=:XA-*,    T„=T,.  =  0,    T  =  (l  +  X)A*   0;  poi 

per  gH  atei,  tenendo  presente  l'cquâilonc  (14). 
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ovvero: 


sione  (14),  avremo: 

AfiSnchè  questa  condizione  sia  compatibile  colla  (13)  è  necessario  che  si  abbia: 

09)  /(tT^*'  ~  ^')  «'^  P*^'  =  °- 

Ora,  per  qualunque  funzione  /(x,  y)^  si  ha 

(.0)  fjc^.ä.  =  £y-JS,        ffc^fäs=fJ.^äS, 

quindi  la  condizione  (19)  diventerà:   1  yds  =  o;  condizione  che  è  verificata,  il  punto 

O  essendo  il  centro  della  sezione. 

Le  equazioni  (13)  e  (18)  determinano  la  funzione  9  a  meno  di  una  costante  ad- 
dettiva.  La  presenza  di  questa  costante  arbitraria,  induce  un'arbitrarietà  nella  funzione 
4>;  ma  nelle  tensioni  interne,  che  si  tratta  di  determinare,  i  termini  arbitrarli  si  elidono. 
Noi,  per  semplicità,  renderemo  la  funzione  9  interamente  determinata,  aggiungendo  la 
condizione  che  nel  punto  Û  debba  essere  9  =  0.  Osserviamo  che  ci  è  lecito  aggiun- 
gere quante  condizioni  vogliamo,  purché  si  arrivi  ad  ottenere  un  sistema  di  tensioni 
che  soddisfi  alle  condizioni  del  problema. 

Colla  funzione  9  anche  la  ò  sarà  determinata. 

Faremo  un'osservazione  sulla  natura  di  queste  due  funzioni.  La  formula  (18),  in- 
dicando con  n  h  normale  al  contorno,  si  può  scrivere 


U  contorno  s  è  simmetrico  rispetto  alla  retta  r,,  giacché  il  cilindro  é  sinmietrico  rispetto 
al  piano  X.  In  due  punti  del  contorno,  simmetrici  rispetto  a  quella  retta,  la  derivata 

3-^ ,  come  risulta  dall'equazione  precedente,  assume  valori  uguali.  Da  ciò  segue  che  la 

OH 

funzione  f ,  armonica  nell'area  5,  dovrà  assumere  valori  uguali  in  due  punti  di  5  sim- 
metrici rispetto  alla  retta  y\.  Lo  stesso,  per  la  formula  (14),  avverrà  della  funzione  ^, 

come  pure  delle  loro  derivate  -^  e  •—-  ;  mentre  -^r^  e  -ir-^  assumeranno  valori  uguali, 
'^  oy     oy  ox     ax  o      y 

ma  di  segno  oppposto. 

3.  Riprendiamo  ora  le  altre  due  equazioni  (17),  che  potremo  scrivere: 

-ìT-Y  cos  a  —  TT — :^—  cos  ß  =  T,  +  0  J/  COS  a, 
j       oy  dxdy  i   1      t 

dxdy  «»  «  —  -§3^  ^s  p  =  —  (t,  +  a 4^  cos  p). 
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(23) 


Per  qualunque  funzione/(x,  y)  si  ha:  ^  cosa  —  g^cosßnrdt^.  Sc  nd  po- 
niamo 

^  cos  a  —  ^  cos  p  =  +  5^- , 

verremo  a  fissare  sul  contomo  s  un  verso  positivo. 
In  virtù  di  questa  formula  le  (22)  diventano: 

Affinchè  -:r —  e  -:r —  resultino  funzioni  ad  un  sol   valore  in  tutti  î   punti  di  i, 
ax       óy 

dovrà  essere: 

(24)  /  (t,  +  aç  cos  0L)ds  =  0,  /  (Tj  -f-  a^  cos  ^)ds  =  o. 

Di  queste  due  equazioni  la  prima  è  soddisfatta,  giacché  in  due  punti  del  contorno, 
simmetrici  rispetto  alla  retta  n,  la  quantità  t,  -{-ascosa,  assume  valori  uguali  e  (B 
segno  opposto. 

La  seconda,  posto 


(»5) 

/=    ^    f^cosf^ds, 

si  può  scrivere: 

(26) 

a  =  -^frjs; 

essa  ci  dà  il  valore  della  costante  a. 

Cerchiamo  il  significato  della  costante  /.  Tenendo  conto  della  formula  (14),  la 
(25)  divento: 

Sia  ff'  una  nuova  funzione  armonica.  Avremo  per  un  noto  teorema: 

Prendiamo  ç'  =  y.  Sarà  3Ï-  =  -^  cos  a  4-  -^^L  cos  ß  =  cos  ß  ;  qumdi.  sostituendo 

Oft         ox  oy 

a  ^  il  suo  valore  dato  dalla  formula  (21), 
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e  sostituendo  neUa  (25): 

'=T/[-HTT-»'-'')+TT-x'-^-f/]°»t"" 

=  2^  C fcos^ds=  fy'dS. 

Dunque  /  rappresenta  il  momento  ff intrica  della  se2done  rispetto  alla  retta  Ç. 
Avendo  determinata  la  costante  a,  nei  secondi  membri  delle  equazioni  (23)  figurano 
tutte  quantità  note. 

Aggiungo  la  condizione  che  nel  punto  P^  di  5,  ove  x  =  o,  y  ]>  o  (Fig  i)   sia 

-^ —  =  o,  -^ —  =:  o.  In  un  altro  punto  qualunque  P,  sarà 

ovvero: 

avendo  posto  per  semplidtà: 

(29)  U=z—   j    (r^-\'  a^œs^)dSy  ^=   /    (t,  +  ^9  cosa)d5. 

In  virtù  delle  formule  (24),  sarà  anche: 

U=   f  \r^  +  a^œsÇ^)ds,         V=—   f  \t,  +  Açcosa)^^ 

intendendo  che  le  integrazioni  siano  sempre  eseguite  percorrendo  il  contomo  nel  verso 
positivo. 

In  un  altro  punto  F  avremo: 

(50)        U'  =  /^\t,  +  ai(  cos  P)d5,         V'  =  —   C  \t,  +  a?  cos  x)ds. 

Se  i  due  punti  P,  P'  sono  simmetrici  rispetto  alla  retta  tq,  i  due  archi  P^P  e  P^P  sa- 
ranno pure  simmetrici;  inoltre  la  quantità  t^  +  aij/  cosß,  in  due  punti  simmetrici  ri- 
spetto aUa  retta  n,  assume  gli  stessi  valori,  mentre  t,  -j-  a  9  cos  a  assume  valori  uguali 
e  contrarli.  Sarà  quindi,  per  le  formole  (29)  e  (30), 

u  =  —  u\      v=r. 

Dalle  equazioni  (28)  si  ricava 

i  -5—=  Fcosa  —  C/cosß, 

r      \  )      OS 

f  ^r —  =  17 COS  a  -f-  Tcosß. 
\    an  '  *^ 

Se  «  aggiunge  la  condizione  che  nel  punto  P^  sta  4>  =  o,  in  un  altro  punto  P, 
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per  la  prima  di  queste  equazioni,  sarà: 

VcoscL  —  Ucos^Xds. 

In  due  punti  simmetrici  rispetto  alla  retta  y),  la  quantità  Fcos  a  —  Ucos  ß  assume 

valori  uguali  e  di  segno  contrario;  dunque:    1  I  Fcosa  —  Ucos^\ds  =  o;  e  lafor- 

mula  precedente  ci  dà,  per  4>,  un  unico  valore  in  tutti  i  punti  di  s. 

Con  un  ragionamento  analogo  a  quello  fatto  per  F,  si  riconosce  che  in  due  punti 
di  s  simmetrici  rispetto  alla  retta  io,  ^  assume  valori  uguali.   Lo  stesso   accade  per 

3 —  ,  come  risulta  dalla  seconda  delle  equazioni  (31). 

Conoscendosi,  in  tutti  i  punti  di  5,  <l>  e  -3 — ,  e  dovendo  essere,  in  5,  A*  (A*  ♦)=(), 
la  funzione  ^  è  determinata. 


In  due  punti  di  5  simmetrici  rispetto  alla  retta  t),  la  funzione  biarmonica  O 
mera  valori  uguali,  questa  condizione  essendo  soddisfatta  sul  contomo  da  ^  e  -5— . 

OH 

Lo  stesso  avverrà  di  A*<l>. 

4.  Abbiamo  ancora  da  tener  conto  delle  equazioni  (12),  relative  alla  base  5^  ài 
cilindro  (:(  =  o). 

Ivi  sarà  per  le  formole  (16): 

T,3  =  >A'^  +  ^(?  +  +  —  jy)  +  cy  +  e. 
Abbiamo  veduto  che  in  due  punti  di  una  sezione  qualunque  S,  quindi,  in  particolare, 
di  S^,  simmetrici  rispetto  al  piano  X,  le  quantità  9,  ^,  3-^  ,  ii*4>  assumono  gli  stessi 

valori,  mentre  -^  assume  valori  uguali  e  di  segno  contrario.  Da  ciò  segue  immedia- 
ox 

tamente  che  le  condizioni 

f'^^^^^o  =  o,  [(y-^,.  —  xr^;)dS^  =  o,  fx^'^dS^  =  o 

saranno  verificate. 

La  condizione    /  r^^dS^  =  —  F^,  diventa: 

Ma    /  -^dS^  =  I  ^cos^ds  =  2I  (HI,  3);  qumdi  *  = j  .  Rimane  cosi  derer- 

minata  la  costante  b. 

Finahnente,  ddle  due  costanti  ancora  incognite,  e  ed  ^1  che  figurano  nella  espres- 
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sioiie  di  T^^,  si  può  evidentemente  disporre  in  modo  che  siano  verificate  le  due  equa- 
zioni: 

Cod  tutte  le  condizioni  dei  problema  saranno  soddisfatte. 

IV. 

I.  Cerchiamo  di  stabilire,  per  una  sezione  qualunque  5,  la  relazione  cercata  fra  il 
raggio  di  curvatura  p  della  linea  elastica,  e  il  momento  flettente  Af. 
Si  ha: 

e  per  l'ultima  delle  formole  (i6),  osservando  che    j  ydS  =  o,   1  y^dS  =  I: 

(32)  M  =  X  fy^^^dS  ^afU-\-Ì(—  —f\ydS  +  ia^  +  2*^  +  c\l. 

Ora  abbiamo  identicamente: 
2^A*  =  ^L(x  _^)^-^  +  2*y_J __!_(.  _y)__  +  2*^^; 
quindi  per  le  formule  (20): 

e  per  le  formule  (22): 

2  I  yêi^OdS  =1   I  [2xy(r^-{'affcosx)  —  (x* — ^OC'«',  +  ^^^  <^os  ß)]rf5 

=  /  [2xyr^  4*  (/  —  ^*)^J^^  "^  ^  /  [^^>?cosa  +  O'^  —  x*)+  cos  ß]d5. 
Dividendo  per  2,  e  sostituendo  nella  formula  (32),  avremo: 

M  =  \f[2xyr,-\-(y'-x')r;\ds 

+  **[/ V  ■*"''"  yy')>"^^  +  -jf[2xyf  cosa  +  0*  —  *')'!'  COS ^]ds] 


+  (a:e  +  i*t  +  c)/. 
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Poniamo  : 
(55)  P  =  -  f-^Js,        q  =  -±-J[2xyr,  +  (y' -  x')r,]ds. 

Avremo  : 

M  =  —  Xy  -f  2/pLfl  +  (ax^  +  2 *:(  +  c)L 

Ma  ricordiamo  che  a  = ^/r^d^  (III,  3).  Per  la  prima  deUe  (33)  sarà  a  =  -^. 

Quindi: 

(35)  M  =  -  Xy  +  f./>  +  (a:C*  +  2 *:C  +  0^. 

a.  Cerchiamo  ora  un'espressione  di  —  che  confronteremo  con  quella  trovata  per  M. 

Le  coordinate  y  dei  punti  della  linea  elastica,  sono  le  componenti  v  dello  sposu- 
mento  da  essi  subito.  Perciò  la  curvatura  — ,  se  assumiamo  p  come  positivo  quando 
il  centro  di  curvatura  si  trova  dalla  parte  delle  y  negative,  sarà  data  dalla  formula  : 

ovvero,  trascurando  l^l    rispetto  all'unità: 

Ora,  noi  abbiamo  (II,  i): 

dv   ■    a«/_2(i+X)  ÌUL-jLft    —  xrr    -1-t  il 

da  cui,  eliminando  w, 

Teniamo  conto  delle  formule  (i6);  se  ne  deduce: 


-X[A'*- «(9 +  <!-)] 

=  «(ï  +  ^)(9  +  '!')  —  y/  +  ^(«t'  +  2*t  +  0  +  «; 

quindi  : 

^K,  -  K-..  +  ^J]  =  «(I  +  ^)(|^  + 1^)  -  «/  +  C«^*  +  »H  +  e); 
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e  sosutuendo  nella  formula  (37): 

=  «0 + ^)(||  - 1^) + '»y  -  C''^' +  2k+ 0- 

Ma,  per  la  formula  (14),  ^  —  ^  =  j-njy*'  —  >';  dunque: 

La  linea  elastica  giace  nel  piano  X\  onde  x  =  o;  inoltre  y  =iv.  Noi  possiamo 
però  trascurare  \v^  rispetto  a  :(*,  e  ritenere: 

Questa  formula  ci  dice  che  la  linea  elastica  è  sempre  rappresentata  da  un'equazione 
del  4°  grado,  della  forma:  v  =  ^;^  +  B;c'  +  Cx^  -{■  Di-\- H. 

Sostituendo  nella  formula  (36)  a  3-3-  il  valore  trovato,  abbiamo: 

Dal  confronto  di  questa  formula  colla  (35)  si  ricava: 

I    M  -{-'kg  —  [Lp 

y~  El  ' 

ovvero  : 

I    M  -\-  m 

T~      EI      ' 
avendo  posto  per  semplicità: 

m  =:'kq  —  [Lp. 

È  questa  la  relazione  tra  p  ed  M  che  volevamo  stabilire.  I  valori  òìp  e  q  si  hanno 
immediatamente  dalle  formule  (33).  Notiamo  che  se  Tasse  delle  y  è  verticale,  e  rivolto 
verso  l'alto,  p  rappresenta  il  carico  che  grava  sulla  superficie  laterale  del  cilindro,  per 
unità  di  lunghezza.  La  costante  q  npn  ha  un  significato  meccanico  semplice. 

La  costante  p.  è  data  dalla  formula  (34). 

3.  Noi  possiamo  dare  a  p.  un'espressione  assai  più  semplice. 

Indichiamo  con  K  td  L  i  due  integrali  che  figurano  nella  formula  (34);  poniamo 
cioè: 

K=    fLj{^^  —  ~y^\ydS,       L=    C[2XyffCOS0L-^(y'^x')^COS^]ds. 

Potremo  allora  scrivere: 

(38)  ^  =  ^[k+1.l). 
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Trasformiamo  K  ed  £.  Sostituendo  a  ^  la  sua  espressione,  data  dalla  formula  (14), 
avremo: 

(3,)  ,f  =  _^,(.,  +  _^..,_iy)«. 

Questa  seconda  formula  possiamo  anche  scrìverla: 

l  £  =  4  /  xy<^cio&<tds —   /  [2xyoosv.  —  (y*  —  x*)cosß]f  df 
(40)  I  •''  ''' 

Dai  secondo  di  questi  tre  integrali  estesi  ad  5,  possiamo  far  sparire  la  funzione  f, 
tenendo  conto  della  formula  (21). 

Se  infatti  9'  è  una  funzione  armonica,  come  9,  nell'area  5,  abbiamo: 

Considero  la  funzione  9'  =  x^y y^.  Sarà  :  -^  =  ixy^  .-^—  =  x*  —  y*;  quindi:    I 

do' 

—I-  =  2xvcosa  —  (y*  —  x*)cosß; 

Off 

onde  sostituendo  nella  formula  (41)  a  9'  e  -^^  queste  loro  espressioni,  e  a  ^  quella 
data  dalla  formula  (21): 

J[2xycosci  —  (j'  —  x')cos^]ffds  =  —f(x'y Ly  W_^x*— /jccs^^. 

Perciò  la  (40)  diventerà: 

Nel  secondo    integrale    la   quantità   sotto   il   segno   si   riduce  semplicemente  a 
2       I 


■  X*  y^  cos  ß  d  j.  Dunque  : 


3 1+^ 

L  =  j^  I  xy^cosdds —  / -r-YX^y^cos^ds; 

e  trasformando  i  due  integrali  estesi  ad  j  in  integrali  estesi  all'area  5: 

La  formula  (38),  sostituendo  a  IT  ed  L  i  loro  valori  dati  dalla  (59)  e  dalla  (42), 
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diventa 

(43)  v-  =  ^£y[(i^+->^)9-\--^xp^--jy']ds. 

É  questa  l'espressione  di  fi  cercata. 

V. 

I.  La  funzione  (p(x,  y)j  da  cui  dipende,  per  la  formula  (43),  il  valore  della  co- 
stante [JL,  è  definita  da  queste  condizioni: 
1°,  deve  essere  armonica  nell'area  S; 
2°,  sul  contorno  deve  soddisfare  all'equazione: 

(44)  ||'^°^*  +  (|^  +  riör^'-^')'°*^  =  °' 

3®,  deve  annullarsi  per  x  =y  =  0. 

Osserviamo  che  la  funzione  9  è  quella  stessa  che  si  presenta  nel  problema  del 
Saint- Venant,  quando,  cioè,  sulla  superficie  laterale  del  cilindro  non  agiscono  tensioni  ; 
giacché  allora  le  tensioni  interne  sono  espresse  dalle  stesse  formule  (16),  ove  si  faccia 
a  =  o,  0  =  0.  Come  si  vede  la  funzione  <p  permane  nelle  espressioni  delle  tensioni 
tangenziali  t^,,  t^^. 

Anzi,  notiamo  che  essendo  nel  caso  più  generale,  da  noi  esaminato, 

%=(''^+*)||.     ^,.  =  («^+*)||> 

se  diciamo  F  la  resultante  1  T,^dS  delle  tensioni  tangenziali  (la  resultante  j  x^^dS  è 
nulla  per  ragioni  di  simmetrìa)  sarà 

F  =  (a^+J)j^|idS=(a^  +  *)^^cosM^, 

p 

e  per  la  formula  (25):  F  =  (a:(  -{-  b).2ly  da  cui:  a:(  -f"  ^  =  — ?  •  ^^  cons^[uenza: 

2  Â 

F^d^^  F  d^ 

Queste  formule  mostrano  che,  per  un  determinato  valore  di  F,  la  distribuzione  delle 
tensioni  tangenziali,  sopra  una  sezione  5  normale  all'asse  del  cilindro,  è  identica  a  quella 
che  si  presenta  nel  caso  del  Saint- Venant. 

a.  La  determinazione  di  9  si  riconnette  col  problema  di  Dirichlet.  Noi  esamine- 
remo il  caso  più  semplice:  supporremo  cioè  che  si  abbia 

9  =  b'y, 

ove  b  è  una  costante  (da  non  confondersi  con  quella  dei  §§  prec.,  di  cui  non  avremo 
più  a  far  uso);  e  cercheremo  se  esiste  un'area  5  a  cui  si  riferisca  questa  particolare 
funzione  armonica. 
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Perciò  osserviamo  che  l'equazione  (44)  diventa: 

ed  è  quindi  verificata: 

I®,  sull'iperbole  di  equazione  / -j-^x'  =  *%  che  taglia  Tasse  ti    nd  due 

punti  P^,  Qo,  di  coordinate  be  —  b  (Fig.  2); 

2^j  su  qualunque  retta  parallela  all'asse  tj. 

Noi  prenderemo  due  di  tali  rette,  equidistanti  dall'asse  n. 
Queste  due  rette,  insieme  ai  due  ranii  dell'iperbole,  limitano  un'a- 
rea ABCDj  simmetrica  rispetto  agli  assi  >j  e  l. 

Sarà  questa  l'area  5  a  cui  si  riferisce  la  funzione  <p  =  b^y. 

Calcoliamo  la  costante  (jl.  Avremo  per  la  formula  (43): 


p. 

S 

n 
a 

ì 

B 


Q. 

(Pfi-  ')• 


ovvero: 


essendo: 


/=  ffdS,        H=  fy*dS. 


Quando  la  distanza,  che  chiameremo  za,  fra  le  rette  AC,  BD,  sia  piccolissìma 
rispetto  i  ib,  potremo  considerare  AB  e  CD  come  segmenti  rettilinei;  quindi  ritenere: 

7=2«  r  y'dy=:'^ab\        H—ia  f*  y*dy  =  -^ab\ 

p.  =  (i+X)A'-i-*'=^(i-  +  X)*-. 

Questa  formula  esprime,  con  sufficiente  approssimazione,  il  valore  della  costante 

(X,  anche  per  valori  abbastanza  grandi  del  rapporto  -j-  . 

8.  Noi  vogliamo  ora  esaminare  un  caso  particolare  di  sollecitazione  di  una  trave 
inflessa. 

La  sezione  trasversale  della  trave  sia  quella  rappresentata  dalla  Fig.   2,   che  per 

piccoli  valori  del  rapporto  -r-  diflTeriscc  assai  poco  da  un  rettangolo. 

Supporremo  la  trave  orizzontale,  e  perfettamente  incastrata  agli  estremi  A^^  A^ 
(Fig.  3),  in  modo  che  la  linea  elastica,  in  questi  due  punti,  si  conserverà  tangente 
all'asse  delle  x^  ^^^  ^^  ^^^  ^1  ^a  * 

Sulla  porzione  di  superficie  laterale  di  traccia  AB  (Fig.  2),  agisca  uüa  prosrôiie 
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di  componenti  t^  =  o,  t^  <[  o,  t^  =  o,  parallela,  dunque,  all'asse  y),  e  rivolta  verso  il 
basso.  Il  valore  di  t,  sia  lo  stesso  in  due  punti  simmetrici  rispetto  all'asse  tì,  e  inoltre 
in  tutti  i  punti  di  ciascuna  generatrice  (I,  2).  La  rimanente  superficie  laterale  della  trave 
non  sia  sollecitata. 

Ci  proponiamo  di  determinare,  per  una  sezione  trasversale  qualunque,  il  momento 
flettente  Af. 

Consideriamo  perciò  la  porzione  di  trave  compresa  fra  la  sezione  media  S^,  nel 
cui  centro  0  porremo  Torigine  delle  coordinate,  ed  un'altra  sezione  5,  distante  di  ^i 
da  S^ .  Supporremo  da  prima  :(  >  o.  Sieno  Af^  ed  Af  i  momenti  che  agiscono  sulle 
faccie  positive  di  queste  due  sezioni,  nel  piano  X  (yT^, 

Scriviamo  che  rispetto  alla  retta  Ç 


e 


? 


1-j  dalla  sezione  5  la  somma  dei  momenti 
che  agiscono  sulla  porzione   di  trave 
^1  ^,  S  ^a  considerata,  è  nulla. 

(Fig.  )),  Le  basi  del  cilindro  S^^S  sono  la 

faccia  positiva  di  S,  e  la  faccia  negativa  di  5^ .  Dunque  intanto  avremo  i  momenti  Af 

I  il  cui  verso  positivo  è  quello  indicato  dalia  faccia,  giacché,  per  definizione,  Af^  j  y^yydSì 

e  -M,. 

H  carico  p  Ti  che  agisce  sulla  superficie  laterale  della  trave,  fra  5^  ed  5,  ha,  rispetto 
alla  retta  Ç,  lo  stesso  momento  —  ^P^*  che  avrebbe  se  fosse  concentrato  nel  punto 
di  mezzo. 

La  forza  applicata  al  centro  Ü  della  sezione  5  ha  un  momento  nullo  rispetto  alla 
retta  ^,  che  passa  per  il.  Così  pure  la  forza  applicata  al  centro  0  della  sezione  media 
5^;  infatti  questa  forza,  per  ragioni  di  simmetria,  non  può  avere  una  componente  se- 
condo l'asse  delle  y. 

Restano  dunque  i  soli  momenti  Af,  — Af^,  — ^p^l  e  dovrà  essere: 

ossia  : 

(45)  M  =  M^^^pC 

Si  riconosce  facilmente  che  la  stessa  formula  vale  st  7i<^o. 
D  valore  di  Af^  non  può  ottenersi  con  semplici  considerazioni  statiche.   Conside- 
riamo perciò  la  deformazione  della  trave.  Si  ha: 

(46)  ^  -  ^+^ 


f    ~       EI      ' 

ove  m  =  Xy  —  [Lp.  Le  quantità  />,  q  son  date  dalle  formule  (^33);  s  denota  il  contorno 
della  sezione.  Nel  nostro  caso  t^  è  ovunque  uguale  a  zero,  t^  è  diverso  da  zero  nel 
solo  tratto  AB.  Quindi: 

Jab  2   JjB 
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Avendo  supposto  in  ^B  t^  •<  o,  possiamo  scrivere: 

ove  x^,  y^  rappresenteranno  le  coordinate  di  un  punto  particolare  di  AB.  Sarà  per 
conseguenza  : 

Per  semplicità  scriveremo: 

(47)  m  =  —  hVp, 

k  essendo  un  coefficiente  dato  dalla  formula 

Se  il  rapporto  -r-  è  piccolo,  potremo  ritenere  (a  =  1  —  -|-  X  j  J*,  jf^  =:  i,  e  trascurare 
—  xl;  onde  avremo: 

5   ^   2 
Per  gli  ordinarii  materiali  da  costruzione  il  coefficiente  di  contrazione  >.  differisce 
poco  da  j;  quindi  k  sarà  di  poco  inferiore  all'unità. 

La  formula  (46),  tenendo  conto  della  (45)  e  della  (47),  diventa: 

p    ~  EI  ' 

ovvero,  detto  v  lo  spostamento  verticale  dei  pund  dell'asse: 

da  cui,  int^ando: 

11  =  -  £-/[(^o  -  *^*')^  +  T^^'  +  ^]  ' 
ove  C  è  una  costante  arbitraria.  Ma  nel  punto  0(;3i  =  o),  la  linea  elastica,  per  ragioni 
di  simmetria,  è  parallela  all'asse  delle  ;(  I  -j—  =  o  j .   Perciò   dovrà  essere   C  =  o.   Se 

2/  denota  la  lunghezza  della  trave,  anche  per  7;^=  ±^  l  deve  essere  j-  =  o,   avendo 
supposto  la  trave  perfettamente  incastrata  agli  estremi.  Dunque: 

±(M^-kpby±^pV  =  o, 
da  cui: 


^o=/'(-tI*  +  *^). 
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e  sostituendo  nella  (45): 

(48)  M  =  p(^^-^l'  +  kb'). 

Seguendo  la  teoria  ordinaria,  si  verrebbe  a  trascurare  il  termine  kb^y  e  il  momento 
flettente  sarebbe  espresso  dalla  formula: 

n  massimo  valore  di  Af'  si  ha  per  :(  =  +  h  ossia  nelle  sezioni  estreme,  ove 

Invece  dalla  formula  (48)  si  ha  nelle  stesse  sezioni: 

ovvero: 

M  =  M'[i  +  3*(-5-y]. 
In  generale  l'altezza  2  b  della  trave  sarà  molto  piccola  rispetto  alla  sua  lunghezza 
totale  2/;  il  termine  3  ^(-7-)    avrà  perciò  un  valore  piccolissimo. 

Si  deve  però  osservare  che  le  cose  dette  valgono  quand'anche  A^  ed  A^  non  siano 
gli  estremi  della  trave,  ma  rappresentino,  per  es.,  due  punti  intermedi!,  in  cui  la  trave 
è  appoggiata,  purché  in  questi  due  punti  le  tangenti  alla  linea  elastica  siano  orizzon- 
tali (  j~  =  o  I ,  come,  sotto  certi  condizioni,  avverrà  effettivamente. 

Allora  potrà  darsi  che  la  distanza  2/  fra  i  punti  A^y  A^  non  sia  molto  grande 
rispetto  a  2Ä.  Supponiamo,  per  es.,  /  =  5 1,  e  facciamo  Ä  =  i.  Sarà  M  =  i,  12 M'. 
L'errore,  come  si  vede,  non  è  del  tutto  trascurabile. 

Genova,  2  lug^lio  1905. 

E.   Almansi. 


SULLE  QUINTICHE  GOBBE  RAZIONALI 
Nota  di  Giuseppe  Marietta  (Catania). 

(Estratto   da   una   Lettera   al   Prof.    L.   Berzolari> 


Adunanza  del  25  luglio  1905. 


Mi  propongo  di  dimostrarle,  che 

((  Una  curva  gobba  ragionale  del  quinto  ordine,  dotata  di  quatto  piani  staoçionari 
singolari^  possiede  una  ed  una  sola  quadrisecante,  a  meno  che  di  quei  quattro  piani  due 
non  siano  infinitamente  vicini  tra  loro,  e  gli  altri  due  pure  tra  loro  ;  ovvero  a  meno  che 
tre  di  quei  quattro  piani  non  siano  infinitamente  vicini  tra  loro»  *). 

A  tal  fine  basterà  dimostrare  che  le  rette  le  quali  sono  ad  un  tempo  rette  /  e 
rette  s  **),  sono  quelle  e  solamente  quelle  dei  due  sistemi  seguenti: 

a)  rette  t  ciascuna  comune  a  due  spazi  iperosculatori  della  quintica  razionale  nor- 
male e; 

i)  rette  f  ciascuna  comune  ad  un  piano  osculatore  e  ad  un  iperpiano  iperoscula- 
tore  di  e. 

Infatti,  in  un  iperpiano  2^  generico  di  [5],  abbiamo  00'  rette  s  generatrici  di  una 
forma  cubica  con  piano  doppio,  e  00^  rette  /  tali  che  ad  un  piano  generico  ne  appar- 
tiene una  sola,  e  ad  un  punto  in  uno  spazio  per  questo,  ne  appartengono  tre.  Onde 
applicando  una  nota  formola,  e  indicando  con  x  il  numero  delle  rette  di  2^  che  sono 
contemporaneamente  rette  /  e  rette  5,  si  ha: 

X  =  (l,    2)(2,    3)'  +  (0,    3)(l,   4)'  =  I.  I  +  3.  3  =  IO, 

ove  le  condizioni  senza  apice  si  riferiscono  alle  rette  /,  e  le  altre  alle  rette  s. 

D'altra  parte,  osserviamo  che  le  rette  /  di  2^  sono  nello  stesso  numero  t  d^K 
spazi  bitangenti  e  e  passanti  per  un  dato  punto  5.  E  proiettando  da  S  in  un  iperpiano 


*)  Berzolari,  Osservazioni  alla  nota  precedente  del  Prof.  E.  Ciani  :  Sopra  le  curve  gobbe  ra^- 
noli  di  quinfordine.  ["Rend.  1st.  Lomb.,  1905].  In  questa  nota  il  Ch."®  Prof.  Berzolari  non  consi- 
dera il  caso  dei  tre  piani  infinitamente  vicini,  perchè  non  si  occupa  di  curve  dotate  di  punti  multipli 

*•)  Marletta,  Sulle  curve  raT^ionali  del  quinto  ordine  f  questi  Rendiconti,  tomo  XIX  (1905), 
pp.  94-119],  I- 
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generico,  si  vede  che  t  indica  il  numero  delle  coniche  della  superficie  cubica  normale 
9  *),  bitangenti  c^;  e  ancora  proiettando  da  una  generatrice  di  <p  in  un  piano,  si  vede 
che  T  è  il  numero  delle  bitangenti  di  una  quartica  razionale. 

Analogamente  si  dimostra  che  le  rette  t'  di  1^  sono  quante  le  tangenti  d'infles- 
sione di  una  quartica  piana  razionale.  Dunque,  indicando  con  i  il  numero  delle  rette 
/'  di  2^,  si  ha:  t  -f- 1  =  io  =  x.  Ed  ora  siccome  evidentemente  le  rette  t  e  f  sono 
ad  un  tempo  rette  /  e  rette  Sj  cosi  concludiamo  che  in  un  iperpiano  generico  non  e- 
sistono  altre  rette  /  ed  5,  diverse  dalle  dieci  ^  e  /'  che  a  quell'iperpiano  appartengono. 
Dunque ...  e.  v.  D. 

Si  noti  che,  proiettando  e  da  una  retta  t  in  uno  spazio  generico,  si  ottiene  una 
quintica  gobba  razionale  c^  dotata  di  due  tangenti  d'ondulazione;  se  si  proietta  e  da 
una  retta  ^,  la  c^  possiede  un  punto  triplo  nel  punto  di  contatto  di  quel  piano  sta- 
zionario singolare  che  è  da  contarsi  tre  volte,  onde  c^  appartiene  ad  un  cono  quadrico. 

dtania,  giugno  1905. 

Giuseppe  Marletta. 


*)  Marletta»  L  c,  n. 

Rmi.  Or*.  MmUm.  di  Pshrwu,  t.  XXI  (1906).  — >  Sumpato  U  14  noTcmbre  1905. 


DIMOSTRAZIONE  DI  UNA  FORMULA  DI  DE  JONQUIÈRES 
E  SUO  SIGNIFICATO  GEOMETRICO. 

Nou  dì  Ruggiero  Torelli  (Palermo). 


Aduoanu  del  i)  «gotto  ijoj. 


I.  In  questo  lavoro  ritrovo,  con  mezzi  assai  semplici,  una  nota  formula  di  de 
JONQUiÈRES  *);  e  ne  stabilisco  contemporaneamente  il  significato  geometrico.  Dimostro 
cioè  il  seguente  teorema: 

Una  serie  lineare  g\  sopra  una  curva  di  genere  p  possiede  un  numero  finito  J  di 
gruppi,  contenenti  ciascuno  a,  punti  k^-pli,  a.^  punti  k,-pli,  ...  ,  a  punti  k  -pli,  essendo 
le  k  tutte  diverse  fra  loro  e  maggiori  di  i,  e: 

«,*.  +  *.*,+ f-«p*p  =  ''  +  ^        '  =  *,+«,+ f-«p.        r-\-t^n. 

Questo  numero  Ï  dato  in  generale  dalla  formula  : 


r.r.-rp 


X[(«— rX«-»-— iX«— ^— 2)"(«— r— ^+1  ) 
(i)     /  +  („_r-iX«-r-2)...(n-r— /+i)/)X. 

+ 

\  +  /'0-0•••0-*^-2X^-*4-0Z.]' 


•)  DE  JoNQUiÉRES,  Mémoire  sur  les  contacts  multiples  d'ordre  quelconque,  etc.  Qoumal  fiir  die  reme 
und  a.  Math.,  Bd.  LXVI  (1866),  pp.  289-321]].  La  formula  dimostrata  in  questa  Memoria,  ove  il  sistema 
di  curve  piane  ivi  considerato  sia  lineare  00'  ,  assegna  il  numero  N  delle  curve  di  un  tal  sistema,  aventi  h 
contatti  distinti  e  indeterminati,  di  ordini  «,  ,  «, ,  . . .  ,  «b  («,  +  '•a  +  •  •  •  +  '^t  =  0  ^^^  ^"^  curva 
fìssa  C  di  ordine  m,  dotata  di  soli  nodi,  de  Jomquiéres  ottiene  questo  numero  in  due  modi:  lo  de- 
termina cioè  dapprima  supponendo  C  dotata  di  ^ — nodi  Qcon  un  processo  sostanzial- 
mente identico  a  quello  indicato  nella  nota  *)  a  pag.  63  del  presente  lavoro]])  ovvero  supponendo  C 
formata  di  m  rette;  e  dalla  formula  ottenuta  in  ciascuno  di  questi  due  casi  particolari  deduce  quella 
generale  per  una  curva  C  con  un  numero  qualunque  di  nodi,  calcolando  la  variazione  che  subisce  il 
numero  N  relativo  a  una  tal  curva,  quando  questa  acquista  altri  nodi. 

Per  le  curve  razionali  una  formula  più  generale  della  formula  (i)  del  testo  è  stata  data  dal 
prof.  Severi  nella  Nota:  /  gruppi  neutri  con  elementi  multipli,  etc.  [[Rendiconti  Accademia  Lined, 
voL  IX,  1°  Sem.  1900,  pp.  379-381]]. 
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dove  2,.  rappresenta  la  somma  dei  prodotti  %  ad  i  di  t  numeri^  dei  quali  a^  (da  pensare 
come  distinti)  eguali  a  k^  —  i,  a^  eguali  a  k^  —  i,  ...  ,  a    eguali  a  k  —  i. 

Indicando  poi  con  X^  il  gruppo  dei  punti  k^-pli  pei  suddetti  gruppi,  contati  ciascuno 
una  volta,  con  G  un  gruppo  della  g[  e  con  K  un  gruppo  canonico,  si  ha: 

dove  e^ ,  /,  indicano  rispettivamente  le  espressioni  : 

[(„__iX«-r-2)...(«-r-t+i) 

_K«-r-2X»-r-3)...(»-r-*+i)0)-i)Z:" 

4^„__3X«-r-4)...(n-r-/+i)0>-i)0^2)Ii" 

+ 


k'^'k1'klK..k'^P 

«.—I  «a  «,-  »p 

*?'/fe?*?5...*!P 


2    a.— I  a. 


^X 


oc  ...  ac 


X}(«— r— iX«— *-— 2)...(»— r— /+i> 

_K„_^_2X«-r-3)...(«-r-/+i)[/>l-«r."] 

_K«-r-3X«-r-4)-(»-f-«+i)(^-2)[pI,-«r;'] 

+(„_r_4X«-r-5)...(«-r-/+i)0>-2X/^3)[/'l-«i;"] 

+ 

-^1**  rappresentando  la  somma  dei  prodotti  i  ad  i  di  t  —  i  numeri,  dei  quali  a^  —  i 
eguali  a  k^  —  i^  x^  a  k^  —  i^  ol^  a  k^  —  i,  .  .  .  ,  a  a  i  —  i.  E  analogamente  pei 
punti  k^-pli,  pei  k^-pliy  ...  ^  pei  k  -pli  dei  gruppi  an7;idetti. 

a.  Siccome  il  teorema  è  vero  per  le  serie  oo*,  ci  basterà  dimostrarlo  per  la  nostra 
gl ,  nell'ipotesi  che  esso  valga  per  le  serie  di  dimensione  <;  r.  Per  comodità  rappre- 
senteremo la  gl  (supposta  non  composta)  con  una  curva  C  di  ordine  n  di  5^. 

Per  un  punto  generico  P  di  C  passano  00*^ "*»"^'  iperpiani,  aventi  in  esso  k^  —  i 
intersezioni  colla  curva;  essi  segnano  una  g[z)c'Viy  °^U^  quale  (essendo  il  teorema  am- 
messo per  le  serie  di  dimensione  <  r)  esiste  un  certo  numero  finito  $  di  gruppi,  F^ , 
Tj,  ...,  Pg,  contenenti  ciascuno  a^ — i  punti  k^-pU  **),  a^  punti  ^^-pli,  a^  punti  ifej-pli,  ...,  a 


^  n  segno  =  indica,  al  solito,  Vequivalenxa  di  due  gruppi  di  punti;  ossia  Tappartenere  i  due 
gruppi  a  una  medesìnu  serie  lineare. 

**)  Supponiamo,  per  generalità,  x,  >  i.  Si  vedono  subito  le  lievissime  modificazioni  da  apportare 
al  ragionamento  quando  è  a,  =  i. 
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punti  Äp-pli.  In  tali  gruppi,  tolti  questi  punti,  restano  complessivamente  ^(n — r — ^t-fi) 
punti,  che  diremo  omologhi  di  P  in  una  corrispondenza  T. 

Il  numero  dei  punti  uniti  di  T,  diviso  per  a,,  darà  il  numero  dei  gruppi  della 
glj  contenenti  ciascuno  a^  punti  *,-pli,  a,  punti  *,-pli,  ... ,  a  punti  *p-pli;  il  gruppo 
dei  punti  uniti  sarà  il  gruppo  X,  dei  punti  ik,-pli  pei  detti  gruppi,  contati  ciascuno  una 
volta. 

3.  Per  caratterizzare  il  gruppo  dei  punti  uniti  di  T,  cominciamo  a  far  vedere  che 
questa  corrispondenza  è  dotata  di  valenza  *). 

Indichiamo  perciò  con  H  il  gruppo  dei  punti  omologhi  di  P;  con  S,.  (f=i,  2,  ...,  p) 
il  gruppo  dei  punti  jk^.-pli  di  F^ ,  T^ ,  . . .  ,  Tg ,  contati  ciascuno  una  volta  ;  con  T  un 
gruppo  qualunque  della  ^I^I^'^U  ^  indichiamo  con  S',  S!,  T'  gli  enti  analoghi  ai  pre- 
cedenti, relativi  a  un  altro  punto  qualunque  P*  della  curva.  Sarà: 

(2)  (*_i)ÇP+s+*.s.+  ...+*^Ep=(*-i)ÇP'+s'+*.s;+...-f*^E;. 

Ma  (essendo  il  teorema  ammesso  per  le  serie  di  dimensione  <C  0  ^  ^^' 

(3)  a,s£,r  +  ?,/ir,      s;^.,r +  ?,/?, 

dove  i  coefficienti  e.,  <p.  sono  certe  espressioni  formate  colle  n,  r,  ^,  *;  e,  sostituendo 
in  (2)  alle  S.,  S!  i  secondi  membri  delle  (3),  avremo: 

(*.-i)ÇP+B+(*.e.+ ...  +*^,^)r^(* -i)$F+E'+(*...+ ...  +*p«pr'. 

Siccome  poi  è: 

(*.-i)?+rs(*.-i)P'  +  r', 

moltiplicando  quest'ultima  per  ä,«,-| }"Vp'  ^  sottraendola  dalla  precedente,  avremo: 

(*.-0(5-[*.«.+ •••+*pS])i*+a^(*- !)(?-[*.  ..  +  ...+*^.3P'+E'. 

Adunque  T  ha  la  valenza: 

(4)  ^  =  (*^  _  ,)(Ç  _  [*, e.  +  . . .  +  k^tl[). 

4.  Per  dedurre  il  teorema  applicheremo  note  proprietà  delle  corrispondenze  a  va- 
lenza; ma  prima  troveremo  per  la  valenza  ti;  di  T  un'altra  espressione  che  ci  servirà 
in  seguito.  Precisamente  mostreremo  che  se  nel  secondo  membro  della  (4)  si  esprìmono 
le  Ç,  e .  colle  «,  r,  py  ky  si  trova  : 

(5)  u;  =  --^-j—e^. 

Indichiamo  infatti  con  il"*  la  somma  dei  prodotti  i  ad  i  di  t —  2  numeri,  dd 
quali  a^  —  2  eguali  a  k^  —  i,  a^  a  it,  —  i,  a^  a  i^  —  i,  . . .  ,  a^  a  t^  —  i  ;  e  con 
SV^*  (X  =  2,  3,  ...,  p)  la  somma  dei  prodotti  i  ad  «  di  / — 2  numeri,  dei  quali  a^  —  i 
eguaU  a   *,  —  I,   a,   a   *,  —  I,   ...  ,   a^^,,    a   *;^,  —  i,   a^^  —  i    a   *^  —  i,  a^^,  a 


•)  Per  ciò  che  riguarda  le  corrispondenze  a  valenza,  cfr.  Severi:  Sulle  corrispandenie  fra  i ptmä 
di  una  curva  algèbrica,  etc.  [Memorie  della  R.  Acc.  delle  Sdente  di  Torino,  serie  II,  tomo  LTV 
(19C4X  pp.  1-503»  che  sarà  dtâtâ  più  volte  in  seguito. 
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*i+,  —  I,  ...  ,  ap  a  *p—  I.  Si  ha: 


-i|«,|«,.-l«p 


X[(«-r-iX«-r-2)...(«-r-/+2).(«-i)Ä. 

_K„_-r_2X«-<-3)...(«-r-/+2Xp-0l!""(«-0*. 
-|-(„_r_3X«-f-4)...(«-r-/+2)0>-iX/^2)I';".(«-i>. 

+ 

+  („_r_/+2X/.-iXp-2)...0'-/+3)I'";.(«-i>. 

(A-ixp-2)...0'-*+2)ZiL';.(a-i)*.j, 

•XKn—r—iXn—r—2)...(n—r—t-\-2).»ik^ 

4-(«-r-2X«-r-3M«-»'-*+2X/'-i)r;".«x*x 
4-C«-'— 3X«-'— 4)-(«-''-/+2Xp-iX>-2)r;"«x*i 

4- 

+  0'-ixp-2)...(p-»+2)i:i''-«x*j- 

Ora  è  facile  vedere  che  è: 

(«.  - 1)(*.  -  x)ir" + -XK  -  OZI'" + «,(*,  -  ozr" + - 
•••+«p(*,-ozr'"=(»+ozi:., 

(«.-ozr +«.zr +«,zr'+ -  +«pZr'=(*-»-ozr'; 

da  cui,  sommando  membro  a  membro: 

(« -o*.zr''4-,*.zr"H-,^zr''+ ••• -Hp^pZ'/'Ki+ozii-K'-'-oz- 

Avremo  perciò: 


(■) 


(1) 


« ...  Ä 

3"*rp 


X)(«--r_iXn-f-2)...(n-f-/-|-2)[Z'."+«-i] 
-K»-r-2X«-f-3)...(«-r-/+2X/.-i)[2Zl"-K^-2)Z';'] 
-K„_r_3X«-r-4)...(«-f-*+2XA-iXP-2)[3Zr-K^-3)Zl"] 
+ 

+  o^i)0'-2)...0'-^+2)[(<-i)zii+z:-J{- 
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Epperò  sarà: 


kv-'kvk%..ky 


(* -iXM*.^+  -  +vj)=(*-o '_.;  l  Lx 


OL, — I  ;a. 


1*0 


X}(«— rX«— r— 1)...(«— r— *+2) 
^„-.r-iXn-r-2)...(n-r-t+2tpZ\'-l!:'-<t-i)\ 

+(„_r_2X«-r-5)...(«-r-/+2X/>-i)r/.i:"-2ll"-(*-2)r;'] 
_|_(„_r_3X«-r-4)...(«-r-/+2)0>-iXA-2)l  pl'; -sK'-C-S)^:  ] 

+ 

+  in-r-t+2Xp-iXp-2)-(p-H-3)X 

+  (^-lX^2)...(^-*^-2)x 

=(*.— Or-^ — — — r-X 


5  TP 


X[(n-r-iX«-r— 2)...(«-r— /+i) 

-K»-r-2X«-r-3)...(«-r-/+iX/^-i)Z'." 

-K«-r-3X«-r-4).•.(»-^-*^-IX^-IX^-2)Il" 

+ 

+  («-r-*+IXp-IX^-2)•••(^-^f2)Z;l 

+  (/^iXP-2)-G>-*+0Z;-.]=^' 

5.  Conviene  ora  distinguere  due  casi,  secondo  che  sia  k^ — i!>ij  ovvero  k^ — i=i. 

Nel  primo  caso  per  avere  i  punti  omologhi  di  P  nella  corrispondenza  T^*,  basta 
considerare  la  serie  g[Z\  j  segnata  dagli  iperpiani  per  P.  In  essa,  essendo  il  teorema  am- 
messo per  le  serie  di  dimensione  <  r,  esiste  un  certo  numero  finito  >j  di  gruppi,  con- 
tenenti ciascuno  un  punto  (^^  —  i)-plo,  a,  —  i  punti  ^,-pli,  \  punti  k^-pÜ,  «^  punti 
jfej-pli,  ...  ,  a  punti  Jk^-pli;  il  gruppo  2  dei  punti  (ä^  —  i)-pli  di  tali  gruppi,  contati 
ciascuno  una  volta,  è  il  gruppo  dei  punti  omologhi  di  P  nella  T^\  Esso,  se  k^  —  i 
è  diverso  da  ciascuna  delle  k^,  k^j  ...  ,  ^  ,  costa  di  yi  punti;  se  *,  —  i  è  uguale  a 
una  delle  ik^,  i^,  .. .  ,  ^p,  per  es.  a  ä^,  costa  di  (a^  -{-  i)r^  punti. 

Nel  caso  invece  che  sia  fc^  —  i  =  i,  la  Tè  simetrica. 

Qualunque  sia  k^  —  i,  il  numero  dei  punti  uniti  di  T  è  uguale  *)  alla  somma  dei 

due  indici  a,  {i  di  T,  più  2p  volte  la  valenza.  Questa  somma,  se  si  esprimono   a,  p 

k  I 

colle  «,  r,  pj  kj  e  si  pone  per  la  valenza  l'espressione  -^ — e,,  trovata  per  ess*  al 

n°  precedente,  risulta  eguale  al  secondo  membro  della  (i),  che  denoteremo  con  x,  mol- 


CV.D. 


*)  Severi,  SulU  carrispondeniê,  etc.  (citata),  n°  8. 
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dplìcato  per  a, .  Infatti,  sei,  —  lè^ie  diverso  da  ciascuno  delle  k^,  k^,  •••,k  , 

si  ha: 

a  =  ?(«  —  r  —  ^-f-i)  [cfr.  n°  2],  ß  =  », 

«  -|_  {4  -j_  2wp  =  (a  +  wp)  +  ({i  +  wp) 


X   a  ...  tf 


X}(«—rX«—r—i  )...(«— r—*+i) 
-K»-r-iX«-r-2)...(n-f-/+i)/,[X""+Ä-i] 

-K«-r-2X»-r-3)-(«-r-*+i)XP-i)[Zr-K*-0l':'] 

+ 

+  c»-r-t+i)p(p-i):.(j>-t-\-2ti!:i,-KK-i)T:L\ 

+  p(p-iy.(p-t-\.iXk-i)T:l.\ 

+^*~^^a.— la   a...|a>< 


P 


X{(«— rX«— ^— 0-(«— »-— *+0 
+(„__iX«-r-2)...(«-r-/+i>[X'."-Kfe-2)+il 

+(„__2x«-r-3)...(«-f-*+i)xp-i)[i';'-K*-2)r."+i';'] 

+(„__3X«_r-4)...(«-r-/+I)X^-lX/>-2XI';'-K*-2)I';'+Il"J 

+ 

+  ^  .,  xp-o."(^-^+i)[(*-2)i;-.+i:'j- 

E,  poiché: 

ir+(*.-oz!:!.=z,. 

risulta: 

(a +  «//.)  + (ß +  «;/.)  =  i^  +  (fe.  -  i)i^  ^  X«.; 

c  si  vede  facilmente  che  ciò  avviene  anche  se  Jk,  —  i  è  >  i   ed  uguale  a  )fc^,   e  se 
*,  —  1  =  1. 

Cosi  intanto  abbiamo  dedotto  la  prima  parte  del  teorema,  nell'ipotesi  che  il   teo- 
rema stesso  valga  per  le  serie  di  dimensione  <  r  *). 

6.  D  gruppo  dei  punti  uniti  di  T  è,  come  s'è  detto  al  n°  2,  il  gruppo  X^ . 

Sia  ifcj  —  I  >  I.  Si  ha  per  un  noto  teorema  **): 

X,  =  ti;ür+2w;P  +  S  +  2, 
e  aggiungendo  e  togliendo  al  secondo  membro  Jk^S^  -f"  '••  +*p^p- 

(6)  x,^ivK-\.2wP-\-lr  +  i-(k,E,-\....^k^z;). 


*)  Nel  caso  />  =  o  si  dimostra  subito  (per  induzione)  la  (i),  stabilendo  la  corrispondenza   T,  e 
applicando  il  principio  di  Cuasles. 

^  Sevbri,  Sulle  corrispondente,  etc.  (citata),  n?  8. 


RUGGIERO    TORELLI. 


Ora,  indicando  con  Ü  un  gruppo  della  glz\  segnata  dagli  iperpiani  per  P,  si  ha 
(essendo  il  teorema  ammesso  per  le  serie  di  dimensione  <  r)  : 

(7)  2^X0  +  +^, 

dove  X)  4^  sono  certe  espressioni  formate  colle  n,  r,  />,  k.  Anzi  osserviamo  subito  che 

la  X  coincide  manifestamente  colla    '  ~    g,  *).  E  si  ha  pure  [cfr.  le  (3)]: 

(8)  fc,S,+  ...  +fe^S^^(*.e,+  ...  +*^ep)r  +  (*,ç.+  ...  +K9JK; 
talché,  sostituendo  nella  (6)  i  secondi  membri  delle  (7),  (8),  otterremo: 

(9)  X.^(«;  +  +  -[*.9.+  ...  +*p9^])/f+(Ç_[*.e.+  ...  +*pg)r  +  2«/P+xû. 
E  poiché  si  ha: 

«'  =  (*.-  0(5  -  [*.«.  +  •••  +  *pg),       (*.  -  1)?  +  r  =  G; 

segue  dalla  (9): 

(10)  X.  ^  e.  G  +  (u.  +  +  -  [*.9.  +  -  +  *p?pl)^. 

Adesso  si  potrebbe  verificare  che  l'espressione  tu -\- ^  —  [*i?i  +  •**  +  *p?pl 
coincide  con  /^  ;  ma  si  può  più  semplicemente  osservare  che  dall'interpretazione  nume- 
rica della  (io)  segue: 

-  +  +  -[*.?.+ •••+Vp]  =  ^^-^; 

e  che  quest'ultima  espressione,  come  subito  si  vede,  é  appunto/,.  Si  ha  dunque: 

X,^e,G-\-J,K. 
7.  Sia  k,  —  1  =  1.  Allora  si  ha: 

X,  =  2UlP-\-UlK-\-  23., 

e  aggiungendo  e  togliendo  al  secondo  membro  2(A,S,  -{-  *.•  -j- k  &\  e  ricordando 
la  (8): 

(11)  X.  =  2«/?+«;ür+2(C-[Ä.e.+  ...  +fcpepl)r-2(i.(p.+  ...  -\-k^<f^-)K. 
Ora,  essendo  ki  =  2,  si  ha  dalle  (4)  (5): 

u;  =  Ç  — (*,£,+ (-^p^p),         2w  =  e^; 


*)  Adunque  w  e  x  hanno  lo  stesso  valore.  Qò  si  può  dimostrare  (sempre  nell'ipotesi  che  il  teo- 
rema valga  per  le  serie  di  dimensione  <  r)  con  una  semplice  considerazione  geometrica.  Si  determini 
cioè  la  valenza  di  T^*  :  se  P'  è  un  punto  qualunque  della  curva,  diverso  da  P;  2'  il  gruppo  dei  suoi 
omologhi  in  T^^;  iï  un  gruppo  della  gl^z\  segnata  dagli  iperpiani  per  esso;  avendosi: 

2  =  x«  +  +i^.     rsxa'  +  +ic,     p+n  =  F  +  iy. 

si  deduce  xP  +  2  =  X^  +  ^''»  ^^^  ^'  ^*  ^  valenza  x-  Epperò  [SbverI,  SuUì  corrùpoHam^e,  ttc 
(citota),  V?  7]  deve  csicre  w  =  X* 
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e  inoltre  è: 

talché  dalla  (ii)  s^;ue: 

X.s(«;-2[*.9.+  ...  +*pCj)iìr  +  e.G; 
e  per  un'osservazione  analoga  all'ultima  del  n°  precedente: 

X,^e,G-\.f,K. 
D  teorema  resta  cosi  completamente  dimostrato. 

Païenne,  luglio  1905. 

Ruggiero  Torelli. 


Mmd,  Gr€,  ìUitm,  FéUrwf,  t,  XXI  (190Q.  — Suunptto  il  sa  novembre  1905. 


SUR  UNE  CLASSinCATION 
DES  PROBLÈMES  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Par  M.  Alf  Quidberg  (Christiania). 


Adoiuni«  del  9  luglio  ifof. 


Soit  donnée  l'intégrale 

la  courbe  y  =  f{x)  qui  réalise  un  maximum  ou  un  minimum  de  /  vérifie,  comme  on 
sait,  l'équation  de  Lagrange 

a,^àF_d_òF_^dF__  dr    dF  _ 

dy       dx  dy'  ~^  dx'  dy"  •"  ^      ^^  dx'  ay>  ~  °" 

Une  transformation  ponctuelle 

*  =/.(«»  v), 

y  =/,(«»  f), 

transformant  /  dans  une  nouvelle  intégrale  /, , 

transforme  d'après  M.  A.  Hirsch  *)  aussi  Téquation  <l>  =  o  dans  Téquation  de  Lagrakge 


dv         dudv'    '     du' dv"  '   ^        ^   duT  dv^""^ 

de  la  nouvelle  intégrale  /^ .  On  en  conclut,  si  l'intégrale  I  est  invariante  par  un  groupe 
continu  du  plan,  V équation  de  Lagrange  correspondante  4>  =  o  admet  le  même  groupe. 
De  ce  théorème  on  est  inmiédiatement  conduit  à  donner  une  classification  des 
problèmes  du  calcul  des  variations,  c'est-à-dire:  indiquer,  pour  chaque  groupe  continu 
du  plan,  la  forme  générale  d'un  invariant  intégral  /  d'ordre  n  et  les  simplifications  de 
l'intégration  de  l'équation  de  Lagrange  correspondante  ^  =  o. 


*)  Mathematische  Annalen,  t.  L,  p.  440.   Voir  aussi  G.  Hamel,  Dissertation,  Gôttîngen   1901, 
p.  89,' et  Encyklopidie  d.  Math.  Wissenschaften,  t  II, ,  p.  637,  note  55. 
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Un  problème  préliminaire  est  donc  le  suivant  :  Déterminer  les  invariants  intégraux 
de  tous  les  groupes  continus  du  plan  x,  y.  Or,  soit  G  un  groupe  continu,  et  soient 
<Pj  et  9,  deux  invariants  différentiels  de  G;  la  forme  générale  d'un  invariant  intégral 
de  G  est: 

OÙ  tv  est  une  fonction  quelconque  *). 

Nous  n'avons  donc  qu'à  déterminer  deux  invariants  différentiels  de  tous  les  groupes 
continus  du  plan,  mais  cela  est,  grâce  aux  travaux  de  Sophus  Lie,  un  pur  problème 
de  calcul  **). 

Dans  les  lignes  qui  suivent  on  trouvera  donc  un  tableau  contenant  tous  les  groupes 
continus  et  finis  du  plan  sous  leurs  formes  canoniques  ;  les  5  premiers  groupes  sont  carac- 
térisés par  ce  fait  qu'ils  ne  laissent  invariants  aucune  équation  différentielle  du  premier 
ordre;  les  12  groupes  suivants  admettent  deux  équations  du  premier  ordre,  ici^'=o  et 

— j-  =  o;  les  12  groupes  ensuite  ne  laissent  qu'une  équation  du  premier  ordre  invariante 

et  les  3  derniers  groupes  admettent  une  infinité  d'équations  du  premier  ordre.  Pour 
chaque  groupe  nous  indiquerons  deux  invariants  différentiels  cp,  et  (p^ ,  mais  nous  n'é- 
crivons pas  la  forme  générale  d'un  invariant  intégral  /,  qui  se  donne  immédiatement 
par  la  formule  (/);  nous  notons  de  plus  toujours  les  opérations  nécessaires  de  l'inté- 
gration de  l'équation  de  Lagrange  cI>  =  o  correspondante  de  l'intégrale  /. 

I.  Le  groupe  continu  et  fini  à  5  paramètres,  dont  les  transformations  infinitési- 
males sont: 

Py    ?,     xq,    xp—yq,    yp         (p  = -^^     ^^^dy)' 
a  les  deux  invariants  différentiels 

_  3y>yv-;(y»>)»         _  3  (y'yy"  -  isfy-'y""  +  f-O'")' 
(y"y 

Soit  m(m^  2)  l'ordre  de  l'équation  de  Lagrange  correspondante  <^  =  o,  l'in- 
tégration de  cette  équation  exige  l'intégration  d'une  équation  d'ordre  (m  —  5)  et  celle 
d'une  équation  de  Riccati  et  deux  quadratures  ***). 

a.  Le  groupe  à  6  paramètres 

Pj     9y     X9y    y9j     xp,    yq 


•)  SopHUS  Lie,  Leipziger  Berichte,  t.  XLIX,  p.  375. 

**)  Mathematische  Annalen,  t  XXXII,  p.  213. 

^  Noti»  ne  dtons  id  et  dans  la  suite  que  des  opérations  d'intégration. 


68  ALPGULDBBKG. 


a  les  deux  invariants  différentìeb 

?.  = -r » 

[iy"f-5(y"'ry 

iiy'Jy"'  —  21  (y")>"'>'  +  i5y"h"'yy'"  —^"J 
?.=  [3/'r-50"')T  ' 

La  solution  de  Téquadon  de  Lagrange  correspondante  <^  =  o,  dont  Tordre  sck 
m(jn^  4),  exige  l'intégration  d'une  équation  d'ordre  (m  —  6),  celle  d'une  équation 
de  RiccATi  et  trois  quadratures. 

3.  Le  groupe  à  8  paramètres 

^  ?»     ^?»    y 9^    xpy    ypj    x'p^xyqy    xyp^fq 
a  les  deux  invariants  différentiels 


p3ps-35Pap;-7(p,- J-P^) 


2 


f,' 


?,  = Tj . 

OÙ 

p  _33,'yv_4(v"')S     h=^b(y")y-  45J''>"y'+40(y"')'], 

p=3(v")y-240'")*>"y+%"0'"')y''— 400'")*» 

P«=27(y'0«yV,u_48^».p_24.3^(y"')«p_,6.,4o0f''0'p-28oo(y''0V-?^(y''')*. 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  correspondante  <^  =  o,  dont  Tordre  soit 
^(^  >  5)  exige  integration  d'une  équation  d'ordre  (m  —  8),  et  celle  d'une  équation 
du  second  ordre. 

4.  Le  groupe  à  deux  paramètres 

?»  y<i 

a  les  deux  invariants  différentiels 

y" 

La  solution  de  Téquation  de  Lagrange  correspondante  <>  =  o,  dont  Tordre  soit 
My  exige  Tintégration  d'ime  équation  d'ordre  (m  —  2)  et  deux  quadratures. 
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5.  Le 

groupe  à 

trois  paramètres 

P. 

9, 

y<i 

a 

les  deux 

invariants 

différentiels 

"1    y'    » 

?,  = 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  correspondante  <^  =  o,  dont  l'ordre  soit 
m,  exige  l'intégration  d'une  équation  d'ordre  m  —  3  et  trois  quadratures. 

6.  Le  groupe  à  trois  paramètres 

Py    9^    xp  +  cyq        {cr^o,  i) 
a  les  deux  invariants  différentiels 

(y')-  (yT' 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  4»  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  3  et  au  plus  trois  quadratures. 

7.  Le  groupe  à  quatre  paramètres 

?>  py  y  h  xp 

a  les  deux  invariants  di££rentiels 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  ^  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  4  et  quatre  quadratures. 

8.  Le  groupe  à  trois  paramètres 

9j    yiy    /? 
a  les  deux  invariants  différentiels 


?.  =Xy  ?a  =  Çyy • 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  4>  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  3  et  celle  d'une  equation  de  Riccati. 
9.  Le  groupe  à  trois  paramètres 

P  +  if      xp+y9y      ^P+y"q 

a  les  deux  invariants  différentiels 
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La  solution  de  Téquation  de  Lagrange  ^  =  o  d'ordre  m  exige  rintégradon  d'une 
équation  d'ordre  m  —  3  et  celle  d'une  équation  de  Riccati. 

10.  Le  groupe  à  quatre  paramètres 

a  les  deux  invariants  différentiels 

^  Jl__l^_         ,  _  OO^y^  -  \y'y''y'''  +  3  (j'y 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  <^  =  o  d'ordre  m  exige  Tintegradon  d'une 
équation  d'ordre  m  —  3  et  celle  d'une  équation  de  Riccati. 

11.  Le  groupe  à  cinq  paramètres 

P^     h    yi^    xp,    fq 
a  les  deux  invariants  différentiels 


yv        y 


(y')' "^^(y'>  y     ^y     ^(y')' "^'^    (y')'        ^\y') 

[Ç-Kf)t  ■  Î9-- <'>T 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  <I>  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  5  et  celle  d'une  équation  de  Riccati  et  deux  quadratures. 
12.  Le  groupe  à  six  paramètres 

Py    î.    y<ly    xpj    y'i^    x'p 
a  les  deux  invariants  différentiels 

w 


?I  ^3  '  ?2  J^  > 


OÙ 


y'         2    \  y'  /  ^  dx^  dx    '  dx^ 


La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  <^  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  6  et  l'intégration  de  deux  équations  de  Riccati. 
i3.  Le  groupe  à  trois  paramètres 

^    xp-^ryqy    x'p  +  zxyq 
a  les  deux  invariants  différentiels 

<f,==2yy"-(y'y,        ?.  =  //". 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  4^  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  3  et  celle  d'une  équation  de  Riccati. 
i4.  Le  groupe  à  quatres  paramètres 

yii    P>    xp,    x'p  +  xyq 
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9.= 


a  les  deux  invariants  différentiels 

_yy"'  +  ^y'y" 
?•  — 7 T — » 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  *  =  0  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  4  et  celle  d'une  équation  de  Riccati. 
l5.  Le  groupe  à  r  paramètres 

X,y,    X^q,  ...  ,  X,q        ÇXf  une  fonction  de  x) 

a  les  deux  invariants  différentiels 

X.X:X:  ...  Xi" 


?.  =  *»        ?.  = 


ìk^: 


x,x:x: ...  x«;» 


x^x'^x; ...  xj" 


y  y'  y" 


Jr) 


La  solution   de  l'équation   de  Lagrange   *  =  o  d'ordre  m  (tn'^  r  —  i)  exige 
l'intégration  d'une  équation  d'ordre  m  —  r  et  r  quadratures. 
16.  Le  groupe  à  r  -f-  i  paramètres 

y9,    -X.?»     Kiy  •••>  -X,? 
a  les  deux  invariants  différentiels 


diosD 
?.  =  *.        ?«  =  -?!-' 


où 


D  = 


x,x; ...  XI" 
x,x: ...  X'" 


La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  ^  =  o  d'ordre  m  (m^  r)* exige  l'inté- 
gration d'une  équation  d'ordre  m  —  r  —  i  etr-f-i  quadratures. 
17.  Le  groupe  à  r  -f-  i  paramètres 

a  les  deux  invariants  différentiels 


\  =  cy  +  c^y+-'+cy\ 


9^ 


La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  ^  =  o  d'ordre  m(m^  r)  exige  l'inté- 
gration d'une  équation  d'ordre  m  —  r  —  i  etr-j-i  quadratures. 
18.  Le  groupe  à  r  4-  2  paramètres 

pj     yiy    ^,?»     ^aî»  •••>  ^ri 
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a  les  deux  invariants  difièrenûels 

dx  dx^ 

où 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  <>  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  r  —  2  et  r  +  i  quadratures. 
19.  Le  groupe  à  r  -}-  2  paramètres 

?5    x?,  ...,  x'-'î,    /),    xp  +  cyq       {c^r) 

a  les  deux  invariants  différentiels 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  <^  =  o  d'ordre  m  exige  rint^;ration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  r  —  2  et  r-f-2  quadratures. 
ao.  Le  groupe  à  r  -f-  2  paramètres 

9,    xq,  ...,  x'-'î,    />,    xp  +  ryq 

a  les  deux  invariants  différentiels 

?i  J'      >  ?a  z'   (r-i-i)y  * 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  4^  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  r  —  2  et  r-f-2  quadratures. 
21.  Le  groupe  i  r  -{-  2  paramètres 

q,    xq,...,x""q,    /),     xp  +  (ry  +  x')q 

a  les  deux  invariants  différentiels 

yir)  yir) 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  ^  =  o  d'ordre  m  exige  l'int^ation  d'une 
équation  d'ordre  m  —  r  —  2  et  f  +  2  quadratures. 
32.  Le  groupe  à  r  -f-  3  paramètres 

?,    xqj  ...,  x'-'q,    yq,    />,     x/) 

a  les  deux  invariants  diflférentiels 

yir)    ir-hi)  ryO-ia    (r-»-3) 


^»         rJ'-^»)i»  '        ^^ 


La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  <^  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  r  —  3  etr4-3  quadratures. 
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23.  Le  groupe  à  r  -f-  3  paramètres 

qy    xq,  ...,  x'-'q,    p,     2xp  +  (r—i)yq,    x'p  +  (r  —  i)xyq 
a  les  deux  invariants  difl^rendels 

9.  =  [y"*]""^[Cf  +  oyy*"  -  (r  +  2)(y'-"y], 

+  2(r  +  2)(r  +  5)(y'*")']- 
La  solution  de  Téquation  de  Lagrange  4>  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  r  —  3,  celle  d'une  équation  de  Riccati  et  r  quadratures. 

24.  Le  groupe  à  r  -f-  4  paramètres 

q,    xq,  ...,  x'-'q,     yq,    p,     xp,     x'p -^^  (r  —  i)xyq 
a  les  deux  invariants  différentiels 

a  ** 

U 

«,=  3(r  +  4)(r  +  3)(r  +  2)(y'-0^-6(r  +  4)(r+3)(r+i)y;^[/^'T 

+4(r+4)(r+  iy(y')yy'^'>y'^3^_(r+  iy(y^yy^^^^K 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  <^  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  r  —  4,  celle  d'une  équation  de  Riccati  et  r  quadratures. 

25.  Le  groupe  à  trois  paramètres 

pj   9y  xp  +  yq 

a  les  deux  invariants  différentiels 

HP 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  4>  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  3  et  trois  quadratures. 

26.  Le  groupe  à  deux  paramètres 

9i  xp  +  yq 

a  les  deux  invariants  différentiels 

?.=y'^,     ?.=y"^^ 

La  solution  de  l'équation  de  Lagrange  4>  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  3  et  trois  quadratures. 

27.  Le  groupe  à  un  paramètre 

P 
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a  les  deux  invariants  différentiels 

^^=yy        ?a  =  /- 

La  solution  de  Téquation  de  Lagrange  4>  =  o  d'ordre  m  exige  l'intégration  d'une 
équation  d'ordre  m  —  i  et  une  quadrature. 

Dans  les  lignes  précédentes  nous  nous  sommes  bornés  à  riarder  les  groupes  con- 
tinus et  finis  du  plan.  Une  première  généralisation  est  de  considérer  les  groupes  de 
contact  du  plan.  Plus  intéressant,  mais  aussi  plus  compliqué,  ce  serait  d'étendre  ses 
recherches  aux  intégrales  multiples  *). 

Christiania,  24  juin  1905. 

Alf  Guldberg. 


*)  SoPHUS  Lie,  Leipziger  Berichte,  t.  XLIX,  p.  369. 


SUL  SISTEMA  DI  TRE  FORME  CUBICHE  BINARIE. 
«        Nota  di  Luigi  Sinigallia  (Milano). 


Adoiusia  del  2$  giugno  1905. 


Il  sistema  completo  di  tre  forme  cubiche  binarie  consta,   come   ha   dimostrato  il 
sig.  V.  Gall  *)  delle  seguenti  forme  fondamentali  : 
i)  28  invarianti: 

R=(^\),  p=(vv,)%  ^=i^K)%  /=(/9y,  j'=wy,  /"=(?'!')', 

s=(eA)',    S'=(e'Sy,    S"=(e"vy,   2=(ev)S    2'=(e'A)',    2"=(e"^y, 

r  =  (àvy,    T  =  (U)%   T"  =  (v^y,    û  =  (ed)(ev)(Av), 

li'  =  (e'X)(e'A)('U),    12"  =  (e"v)(e"X)(vX), 

B  =  (B"  A)S    B'  =  (e'  v)',    B"  =  (e  S)', 

c  =  (l"Qy,     C  =  Q.'K)\     C"  =  (Çx)', 

D  =  {l"Qy,    D'  =  (ì:'K)\    i)"  =  (Cx)', 

£  =  (Av)(aS)(vS); 

2)  33  covarianti  lineari  : 

p  =  (.9^r,  p'  =  u^)%  r  =  (4'v)',  «  =  (/vy,  ^'  =  i^^r,  ^••  =  (.9^7, 

s  =  (A/.),       S'  =  (^n      S"  =  ÌVP"1       t  =  (A  TC),       t'  =  (S  TC'),       ^"  =  (V  ^"), 

<r=(v/»),     <T'  =  (àn     <^"  =(¥'),     '^  =  (V«),     T'=(A«'),     T"  =  (X,c"), 

?  =  My,  p'=(e'?y,   p"  =  (e"/)',  r  =  (e"ßy,   r'=(e'ir)',  r"=(ex)', 

.  =  (s"ß)»,     e'=(yiO',     e"  =  (3x)',    ^=(5^)',    g'  =  (.^"^)%    r  =  ($'v)% 

Ä  =  (j:'vr,  *'  =  (!^«)',  *"  =  (!:" A)'; 

3)  21  covarianti  quadratici: 

A  =  (a*)s   v  =  (a'i')S   ^  =  (a"b"y,   e  =  (/?)',   e' =  (4-/)s   e"  =  (?+)', 
ì  =  (/^),   <i'  =  (^P'),  q"  =  ('?P"),  «  =  (?'^),   ««'  =  (/n   «-"  =  (-1"^"), 

v  =  (Av)  =  (^/)=(9/'),     v'  =  (SA)  =  (u'+)=:(/n     v"  =  (vJ})  =  (^'»  =  (|^"), 

m=(ç>y,  «'=(ç^.y,  m"=(P"/)^  »=(2;4-)s  «'=(C"/)',  «"=(2:'9y; 


•)  V.  Gall,  Däj  vollständige  Formensystem  dreier   cubischen  binaren  Formen   [Math.   Ann.,  XLV 
(1894),  pp.  307-234]. 
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4)  15  covarianti  cubici: 

f  =  au  9  =  <',  +  =  <s    ß  =  c/A),  ü:  =  (?v),  x  =  {^^^ 

i  =  (Jv\     5'=(+A),     Ç"=(9X),     2:=(9A),     ìi'=Uh     C"  =  (4'V), 
H  =  (e<^),    //'  =  (e'«p),    H"  =  (B"f); 

5)  3  covarianti  biquadratid  : 

s  =  (/?),   y  =  Ci;A   »"  =  (?'!')• 

II  sig.  V.  Gall  nota  poi  che  i  covarianti  p,  p',  p"  soddisfanno  alla  identità 

P  +  P'  +  P"  =  o, 
e  che  fra  i  covarianti  //,  //',  //"  sussiste  wna  relazione  lineare 

4H=2(H'  +  if")  +  /"/-/'<p. 
Si  può  però  subito  osservare  che  scambiando  in  questa  ultima  equazione  î  simboK 
0,  a"  fra  loro  si  ottiene  da  essa  un'altra  relazione  fra  le  i/  e  le  altre  forme  del  siste- 
ma completo 

4H"  =  2(if'  +  H)-7^  +  />; 

relazione  quesu  ben  distinta  dalla  precedente,  tanto  che,  unita  alla  prima^  ci  permette 
di  ricavare  le  espressioni  di  due  delle  H  in  funzioni  della  terza  e  delle  altre  forme 
dello  stesso  sistema.  Si  ha  infatti 

H'=L(^6H-\-J^-\-r<f~2j"f),     if"  =  i.(6H-/<|--/"/+2/'l»). 

Basterà  quindi  nel  sistema  completo  tenere  conto  di  due  covarianti  lineari  p  e  di 
un  covariante  cubico  H. 

Diciamo  (^A)  il  sistema  completo  delle  tre  cubiche  /,  <p,  +  ;  e  (5)  il  sistema  com- 
pleto delle  altre  tre  cubiche  : 

È  chiaro  che  le  forme  del  sistema  (£)  dovranno  essere  funzioni  razionali  intere 
delle  forme  del  sistema  (^Ay.  scopo  di  questa  breve  Nota  è  appunto  di  determinare 
queste  funzioni. 

Delle  forme  del  sistema  (^A)  ve  ne  sono  alcune  (12)  che  contengono  i  coefficienti 
di  una  sola  delle  forme  date,  altre  (54)  contengono  i  coefficienti  di  due  delle  cubiche 
date,  mentre  le  rimanenti  contengono  contemporaneamente  i  coefficienti  delle  tre  cubiche. 

Per  le  12  forme  del  primo  gruppo  il  problema  è  stato  già  risoluto  *). 

Per  trovare  poi  le  altre  formole  che  cerchiamo,  analogamente  a  quanto  è  stato 
fatto  nel  caso  di  una  sola  cubica,  possiamo  procedere  cosi.  Sia  Fi  una  forma  invariantiva 
qualunque  del  sistema  (A)  e  sia  t^x,\ì.,x^\>.^x^^^  la  forma  corrispondente  del  sistema  (5); 
se  n  ha  i  gradi  a,  a^ ,  a^  rispettivamente  nei  coefficienti  di  /,  9,  ^  potremo  porre  : 


^  Clbbsch,  Theorie  der  binären  dgébraiscben  Formen  (Ldpng,  1872),  pag.  1x9; 
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i 

ove 

K  +  Yn-  =  «>  Pai  +  Ya.-  =  «.  ^  P,i  +  Y3Ì  =  *a  ' 

Se  ora  ad  ambo  i  membri  della  (i)  applichiamo  l'operazione  ^,  =  Xß»'S — »  ^^ 
deduciamo  la  relazione: 

Ti  XYiì  ^^"  1*^"'""'  ^f  ^'  l^ï"*'  ^?'*  P^^'  ".• 

i 

Un'altra  simile  equazione  otteniamo  applicando  alla  (i)  l'operazione  X^  =  X^''5~^ 

ed  una  terza  pure  analoga  si  ha  coU'applicazione  alla  (i)  della  operazione  ^3=XXiS~^- 

Se  poi  uguagliamo  fra  loro  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  ^P'\P',  ^«K'a  ^^^  ^^^ 
membri  della  (2)  e  di  quelli  delle  altre  due  relazioni  ad  essa  analoghe  cui  abbiamo  ora 
accennato,  otterremo  tre  gruppi  di  equazioni  che  ci  permetteranno  di  calcolare  succes- 
sivamente tutti  i  coefficienti  dello  sviluppo  (i). 

Accade  talvolta  che  potendosi  uno  stesso  coefficiente  calcolarsi  con  formole  diffe- 
renti, si  giunga  ad  avere  per  esso  diverse  espressiceli  :  si  hanno  cosi  alcune  sizigìe  del 
sistema  (A).  D  sig.  v.  Gall  si  riprometteva  alla  fine  del  suo  citato  lavoro  di  fare  co- 
noscere le  più  semplici  sÌ29gie  del  sistema  (^),  ma  non  ci  è  stato  possibile  di  trovare 
la  pubblicazione  che  egli  allora  annunciava,  se  pure  è  avvenuta. 

Premesso  dò  riportiamo  i  risultati  che  abbiamo  ottenuto,  omettendo  di  scrivere, 
per  amore  di  brevità,  le  formole  che  si  possono  ottenere  da  quelle  date  con  un  sem- 
plice scambio  di  indici  o  di  simboli  e  raggruppando  le  singole  forme  secondo  i  loro 
gradi  nei  coefficienti  delle  tre  cubiche  fondamentali,  come  si  conviene  di  fare  in  quesu 
ricerca. 

I.  —  Forme  contenenti  i  coefficienti  di  due  sole  delle  tre  cubiche. 

a)  Forme  lineari  nei  coefficienti  di  ciascuna  delle  cubiche. 

Sono  qui  comprese  le  forme  /,  /',  /",  O,  6',  O",  :j,  3',  3"  e  si  ha 

V.^=^\»  +  T\i*(A®-/i')+T^^(?'^-ve)+Tf*f*.[/-«^-T^("+/v)]- 

V)  Forme  di  secondo  grado  nei  coefficienti  di  una  cubica  e  Umori  in  quelli  dell'altra. 
Sono  qui  comprese  le  forme 


tS  luigi  siwigallia. 


e  se  poQUuDO 

r.  =  i'  +  T*i*%      r,  =  i;  +  |PK, 

abbiamo 

PiA,^  =  r. i\P  - {*.<r),      p^^  =  r,[i;  +  ||t(Ax -  r/)} 

f)  Forme  di  Ur^o  grado  nei  coefficienti  di  una  cubica  e  lineari  im  quelK  delVaUra, 
SoQO  qui  comprese  ie  forme 

s,    S',    5",    2,    r,    r-,   ,,   ^,   r\   •,   •',   •" 

ed  abbiamo 

J)  Forme  di  secondo  grado  nei  coefficienti  di  ciascuna  delle  due  cubiche. 
Queste  sono 

e  sì  hanno  le  semplici  rdazioni 

e)  Forme  di  quarto  grado  nei  coefficienti  di  una  cubica  e  lineari  in  quelli  ddf  altra. 
Sono  qui  comprese  le  forme 

/)  Forme  di  ter^o  grado  nei  coefficienti  di  una  cubica  e  di  secondo  grado  in  quelli 
dell'altra. 

Queste  sono  le  forme 

s    a',    e",    t,    f,    r 

ed  abbiamo 

f  )  Forme  di  ten^o  grado  nei  coefficienti  di  ciascuna  delle  due  cubiche. 
Sono  queste  i  tre  invarianti  Ü,  U',  il";  ed  abbiamo 

+  iî*{*.[/(*^-n-2ro]j. 

n.  —  Forme  contenenti  contemporaneamente  i  coeffidenti 
di  tutte  le  tre  cubiche. 

a)  Forme  lineari  nei  coefficienti  di  ciascuna  delle  tre  cubiche. 
Appartengono  a  questo  gruppo  i  tre  covarianti  lineari  p,  p',  p''  ed  i  tre  covarianti 
cubici  Hj  H\  H'\ 


SUL  SISTEHA  DI  TKE  FORME  CUBICHE  BINARIE.  79 

Si  ha  qui  : 

piAi'.l.i».  =  ^  W  P  —  T  \  ^.  I*  (2  e  +  0  +  T ^  \  (*.  (2  «' —  O 

+  T^\^(/^"  +  vp-er)  +  i^\f*.(5"'l'-Jip) 

+  7\f'l*.[A(2e'  -  f')  -  22Ç'  +  x'(7v  +  «)] 

+  Tf'f^.i^.t^C^'p  +  /<^"  -  ^"P")  -  (/v  +  <«)^  +  2(+  r  -  s«')]. 

&)  Forme  di  secondo  grado  nei  coefficienti  di  una  delie  cubiche  e  lineari  in  quelli 
delle  altre  due. 

Sono  qui  comprese  le  forme  : 

ed  otteniamo 
Bx^,,,x,,,  =  r,[x,\B-\V-.D''-\fL,C'-\-^l.,lLXrE-\-S"r^l"T-BT')] 

tni^,^,x^  =  T,\k^\m-\-i\iLX2i^'i,"  +  5S  -  /"v'  -  T'A  -  3  Te") 

+  t\i*.(^v  +  re"  +  S"A  -  /"v  _  2/,r) 
H-  ni*.  t^M^P^"  -  D"  V  -r'v)  -  r(a>"  +  /"X)  -  a(2û"  +  /"  r")]j. 

e)  Form«  J«  terço  ^»"««ïo  ««'  coefficienti  di  una  delle  cubiche  e  lineari  in  quelli  delk 
altre  due. 

Questo  gruppo  comprende  i  covarianti  lineari  r,  r',  r",  e,  e',  e". 
Le  formole  relative  si  riducono  a  queste  due  : 

''vi...i^=r.^W'+4^\f*.(ï'p"+/"«'-5/»')+T^\i*.(î'p"-/"^-5«) 

+  7(*l*.f*.*(/<»"— 5''«"  — 5"/'"  — 7^'P"— /'Oi- 

«w.x^  =  r.}^\\«  +  7^^i*.[2(7^  +  fi"«')  +  Bp'-j"c'  +  r(p'  -  p)] 
+  7^\^[2a''-5'/>)-ß^-/"<4-r(p'-p)]  +  -Lx.x,,.Ä(p-p') 

+  7^l*.l*.(^'"  +  ^■^"  -  2'*"  -  ^P"  +  2  Î"«)  +  ì\l'-l'-Msr"  +  28") 
+  T*al*f*.«(2«'-30+Tl*l*.f*.*[/<'"  +  /'*"  +  ß'''"--B"/'"+r"(p-p')]|. 
d)  Forme  di  secondo  grado  nei  coefficienti  di  due  cubiche  e  lineari  in  quelli  della 
ter^a. 

Sono  qui  compresi  i  sei  covarianti  lineari  g^  fc,  g\  h\  g'\  V\  I  loro  sviluppi 
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possono  tutti  dedursi  dal  seguente 
ove 

12.g,  =  2(2ß'  +  J  ;")!('  —  2(fip  +2'/>")  ^eVlt  —  sTp'  —  Sir" 
-  f /(4f'  +  *')  +  jJ'^h"  -g")+J"(2t  +  r). 
e)  Forme  di  ter:^o  grado  nei  coefficienti  di  una  cubica,  di  secondo  grado  in  quelli  ài 
un'altra  e  lineari  in  quelli  della  rimanente. 

Questo  gruppo  comprende  i  sei  invarianti  C,    C,   C",  JO,  D\  D'\  il  cui  s\n- 
luppo  può  dedursi  dalla  formola: 

/)  L'invariante  £,  che  è  di  secondo  grado  nei  coefficienti  di  ciascuna   delle  tre 
cubiche,  soddisfa  alla  relazione  : 


Vogliamo  da  ultimo  segnalare  le  più  semplici  relazioni  tra  le  forme  del  sistema 
completo  {A)  cui  siamo  pervenuti  coi  calcoli  precedenti. 
Esse  sono  le  seguenti  : 

2{RD'  -{-SE—Tü—TC)  =  J(TT  +  T'R\ 
2(C/>"  +  2/'  +  Tr")  —  r"(2  6  +  r)  =  /(P'ìc'  ~  Tp"\ 

2(/>'"  +  'v'/")=  r(a."-f./"Ä)+  r(r-/"T), 
2(C'S  — r'  V  —  D"  V  —  S"v')  =  T{q"  —  /"v)  —  r(w"  4-  /"S), 

2(Af"  +  e/'  +  C+)  -  Kit  -I-  r)  =  /(,c'.-i  -  Tit\ 

A(2e' -  r')  4- V(2.  +  r) +/)"(/A  -  ?)  +  ^'(/V  +  «-)  =  2(2$' -  SÇ"), 

£/=v'.w  + v./>', 

S.v-}-v.v'-}-A.v"  =  o. 

Da  ciascuna  di  queste  altre  ne  possiamo  subito  ottenere  scambiando  fra  loro  i 
simboli  d,  a\  a",  e  poi  combinando  opportunamente  le  relazioni  che  in  tale  modo  si 
hanno.  Cosi  dalla  seconda  delle  sizigie  scritte,  scambiando  i  simboU  j,  a' y  si  ottkse: 

2(i)'«'  +  Sa"  +  Tr")  4-  r(2e'  —  r')  =  /(F'«'  —  Ty)» 
che,  combinata  colla  precedente,  dà 

2(Cp"  +2/'  —  D'-r'  —  S«")  =  r'(2e  +  0  +  ^-(2«'  —  r'). 

Milano,  giugno  190$. 

L.    SlNIGALLIA. 


SOPRA  ALCUNE  QUISTIONI  DI  STATICA. 
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n  lettore  troverà  in  questa  Memoria  un  nuovo  metodo  di  dimostrazione  del  prin- 
cipio delle  velocità  virtuali.  Non  intendo  parlare  di  dimostrazione  nel  senso  che  le 
attribuiva  il  PorNSOT,  a  proposito  di  quel  principio,  perchè  una  dimostrazione  intesa 
in  tal  senso  classico,  mi  avrebbe  condotto  ad  un  minuto  esame  delle  varie  specie  di 
vincoli  dei  sistemi  meccanici,  ciò  che  io  volevo  precisamente  evitare  per  non  dovermi 
arrestare  ai  primi  passi.  Ho  preferito,  invece,  la  via,  pur  essa  classica,  del  Lapu^ce  e  del 
Fourier,  partendo  cioè  dalle  ipotesi  généralissime  che  quegl'illustri  geometri  facevano 
sulle  mutue  azioni  dei  punti  soggetti  a  vincoli  e  da  un  nuovo  modo  di  classificare  gli 
spostamenti  virtuali  dei  punti,  conciliabili  con  i  legami  del  sistema. 

Non  è  da  maravigUare  se  tuttora  Topera  monumentale  del  Lagrange  ci  sospinga 
a  nuove  ricerche  sul  principio  che  di  quell'opera  è  il  fondamento,  mentre  si  cerca  ancor 
oggi  di  estendere  il  principio  suddetto  ad  altri  campi  della  scienza,  forse  non  adom- 
brati ai  tempi  della  Meccanica  analitica.  Anche  nei  più  recenti  trattati  di  Meccanica 
razionale  si  cerca  di  dare,  a  scopi  didattici,  una  più  larga  parte  ed  una  conveniente 
esposizione  al  prindpio  deUe  velocità  virtuali,  in  vista  dell'importanza  delle  sue  applica- 
zioni per  i  corsi  di  Meccanica  e  di  Fisica  matematica  nelle  Facoltà  universitarie..  Per 
esempio,  nella  seconda  edizione  del  pregevolissimo  Traiti  de  Mécanique  rationnelle  del 
sig.  Appell  si  troverà  una  esposizione  completa  del  principio  fondamentale  ideila  Sitatici; 
ma  il  ragionamento  del  sic.  Appell,  in  una  parte  della  dimostrazione,  non  mi  sembra 
del  tutto  giustificabile  come  mostrerò  più  oltre. 

Le  mie  ricerche  sul  principio  delle  velocità  virtuali  mi  hanno  condotto. ad  un.e^ame 
dà  metodi  di  dimostrazione  finora  escogitati,  in  relazione  con  altre  quistioni  importanti 
di  Sutica.  Ho  creduto  di  pubblicare  anche  questa  parte  delle  mie  meditazioni;  essa 
offrirà  forse  interesse  pure  a  chi  abbia  famigliarità  con  questi  argomenti  delicatissimi 
di  Meccanica  teoretica. 

I. 

I.  Per  la  chiara  intelligenza  di  questa  Memoria  gioverà  premettere  alcune  notazioni 
delle  quali  JFarò  costantemente  uso  nel  seguito. 

MmÊd,  Ort,  MUimB,  fakrm;  umbo  XXI  (1906). ->  Sumpato  il  19  novembre  190$.  11 


82  LUCIO    SILL  A. 


Siano  Xj  YyZ  le  componenti,  sopra  una  terna  di  assi  ortogonali,  dd  vettore  P 
rappresentativo  di  una  delle  forze  applicate  al  punto  M  d'un  sistema;  ix^  iy^  i^k 
componenti  d'uno  spostamento  virtuale  MAf'  del  punto  :  il  momento  o  lavoro  virtuak 
della  forza  rispetto  a  quello  spostamento  si  rappresenterà  con 

XSx+  Yìiy  +  Zì^x.. 
O  anche,  se  sulla  linea  d'azione  di  P  prendiamo  un  punto  0  a  piacere,  il  quale,  rispeoo 
ad  Af,  si  trovi  da  banda  opposta  dell'estremo  P,  posto    OM  =  pj    OM'  =/)-|"^ 
il  momento  si  indicherà  altresì  con 

supposto  MAf'  infinitesimo.  Anzi,  ove  non  si  dichiari  espressamente  il  contrario,  sup- 
porremo sempre  che  Af  Af'  (la  velocità  virttmle  d^li  antichi  geometri)  sia  infinitesiiDa 
Vedremo  più  innanzi  come  va  modificato  il  teorema  fondamentale,  che  è  oggetto  6 
questa  Memoria,  se  invece  degli  spostamenti  virtuah  infinitesimi  si  vogliono  considenre 
le  grandezze  finite  velocità^  con  le  quali  i  segmenti  MM'  si  possono  immaginare 
percorsi. 

2.  Tutte  le  quistioni  di  equilibrio  si  possono  ridurre  sempre  al  computo  ddla 
somma  dei  momenti  delle  forze  applicate  ai  punti  del  sistema,  rispetto  ad  una  certa  cate- 
goria di  spostamenti  virtuali.  Intendo  parlare  d^li  spostamenti  virtuali  conciliabili  con 
i  vincoli^  cioè  di  quelli  che  effettivamente  potrebbero  subire  i  punti,  compatibilmentt 
con  la  natura  del  sistema  e  con  i  vincoli  che  ne  limitano  la  mobilità. 

Uno  spostamento  Af  Af'  conciliabile  con  i  vincoli  è  invertibile  se  anche  Af  Af",  nella 
stessa  direzione  ma  in  senso  opposto,  è  permesso  dai  vincoli;  altrimenti  Af  Af  è  uno 
spostamento  non  invertibile. 

In  un  sistema  olonomo,  costituito  di  n  punti,  rappresenteremo  le  equazioni  dd 
vincoli  genericamente  con 

-^rC^.j  yi9  Ki)  =  0  (r=i,  2,  ...  *<3i»;  ì  =  i,  2,  ....«X 
dove  X. ,  y^y  :(,■  sono  le  coordinate  cartesiane  del  punto  Af . .  Le  componenti  degli  spo- 
stamenti virtuali,  conciliabili  con  i  vincoli,  soddisfano  allora  al  sistema  di  equazioni  lineari 
ed  omogenee 

le  quali,  supposto  diverso  da  zero  il  determinante  funzionale  delle  L^  [ed  essendo 
quindi  eguale  a  k  h  caratteristica  della  matrice  delle  (i)],  anmienono  un  numero 
(1  =  3»  —  k  di  soluzioni  indipendenti.  Lo  spostamento  virtuale  più  generale  del  sistemi 
dato  si  potrà  pensare  dunque  come  la  combinazione  di  (ìl  spostamenti  elementari  indi- 
pendenti. Ad  esempio,  nei  corpi  rigidi,  si  ha  (ìl  =  6;  ossia  le  Sx^,  iy.^  Ìt^  devono 
potersi  esprìmere  linearmente  ed  omogeneamente  in  funzione  di  sei  spostamenti  indi- 
pendenti; ciò  che  è  ben  noto  dagli  elementi  di  Cinematica. 

Se  (il  =  I,  cioè  se  il  sistema  è  a  vincoli  completi  o  completamente  connesso^  si  ha 
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nm  unico  spostamento  virtuale  conciliabile  con  i  vincoli  ed  invertibile;  ciascun  punto  del 
Jtttema  è  mobile  sopra  un  arco  di  curva  determinato,  come  entro  un  tubo  infinitesimo 
e  fl  moto  o  Tequilibrio  di  un  punto  determinano  il  moto  o  l'equilibrio  di  tutto  il  sistema. 

Nei  sistemi  olonomi  tutti  gli  spostamenti  conciliabili  con  i  vincoli  sono  invertibili; 
giacche  se  8x.,  S^r.,  Ìtì-  è  una  soluzione  delle  (i),  anche  —  Sx,.,  —  Xj^,,  —  ^:^  rap- 
presenterà una  soluzione  delle  stesse. 

Ma  un  vincolo  può  essere  anche  rappresentato  dalla  condizione 

gli  spostamenti  conciliabili  con  i  vincoli  soddisfano  allora  alla  diseguaglianza 

Noi  potremo  anzi  sempre  ridurci  a  questo  tipo  di  diseguaglianza,  anche  se  il  vincolo 
fosse  definito  da  L  (x. ,  y. ,  :Q  ^  o,  cambiando  il  segno  al  primo  membro  in  (2).  Evi- 
dentemente, in  questi  vincoli  (detti  unilateralt)^  gli  spostamenti  vinuali  che  corrispondono 
al  segno  =  sono  invertibili,  quelli  che  corrispondono  al  segno  <  non  sono  invertibili. 

3.  Dobbiamo  ora  occuparci  di  due  teoremi  fondamentali  che  enuncierò  nel  modo 
seguente: 

Teorema  I.  —  Se  un  sistema  di  punti  soggetti  a  vincoli  qualunque  e  sollecitati  da 
farxe  date  i  in  equilibrio,  la  somma  dei  momenti  virtuali  di  tutte  le  for^e,  per  sposta- 
wtenti  conciliabili  con  i  vincoli,  h  nulla  per  gli  spostamenti  invertibili  e  negativa  per  quelli 
mm  iuvtriibili. 

Teorema  II. — Se  la  somma  dei  momenti  virtuali  delle  for^e  applicate  ai  punti 
fun  sistema  comunque  vincolato  è  nulla  per  spostamenti  permessi  dai  vincoli  ed  inver- 
-Hbili,  ed  h  negativa  per  quelli  non  invertibili^  il  sistema  si  troverà  in  equilibrio,  supposte 
nulle  le  velocità  inizyili  dei  punti. 

L'insieme  di  questi  due  teoremi,  dei  quali  il  secondo  è  l'inverso  del  primo,  costi- 
tuisce il  principio  delle  velocità  virtuali.  Questo  principio  stabilisce  dunque,  come  con- 
dizione necessaria  e  sufficiente  di  equilibrio,  che  la  somma  dei  momenti  delle  forze  ap- 
^icate  ad  un  corpo  qualsiasi  sia  nulla  o  negativa  per  spostamenti  virtuali  ammessi  dai 
vincoli.  E,  secondo  che  d  limitiamo  al  primo  o  al  secondo  teorema,  il  principio  delle 
velocità  virtuali  diventa  l'effetto  o  la  causa  dell'equilibrio. 

Alcuni  autori  danno  la  dimostrazione  dei  due  teoremi  nell'ordine  da  noi  stabilito; 
sdtri  come  teorema  diretto  assumono  il  secondo  e  come  teorema  inverso  il  primo.  Per 
levitare  ogni  confusione,  nel  seguito  non  si  parlerà  di  teorema  diretto  o  di  teorema 
anverso,  ma  di  primo  e  secondo  teorema,  cosi  come  li  abbiamo  più  su  enunciati. 

4.  La  dimostrazione  del  principio  delle  velocità  virtuali  è  semplicissima  e  affatto 

jgeneraie  quando  si  tratta  di  un  sistema  di  punti  liberi,  perchè  in  tal  caso  non  ci  sono 

^  considerare  spostamenti  conciliabili  con  i  vincoli;  gli  spostamenti  virtuali  sono  tutti 

4ttbitrari  ed  invertibili.   Quindi,  dette  X.^  7.,  Z.  le  componenti  della  risultante   delle 

fcrze  applicate  al  punto  Af^,  se  c'è  l'equilibrio  del  sistema  ciascun  punto,  considerato 
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isolatamente,  dovrà  essere  in  equilibrio,  per  il  che  risulteranno 

X,  =  0,         Y,  =  o,        Z.  =  o. 
Donde,  moltiplicando  per  Sjc.,  Sj^.,  S:(^.  e  sommando  per  tutti  i  valori  dell'indice  i,  risuha 

(3)  Ì(X,ix,  +  Yfyi-\-ZM)  =  o, 

iwml 

equazione  che  riassume  il  primo  teorema. 

Inversamente,  anmiessa  questa  equazione,  ed  essendo  le  Xx.,  8^.,  X;^  totalmente 
arbitrarie,  l'equazione  non  potrà  sussistere  a  meno  che.  non  siano  separatamente  nulli  i 
coefficienti  di  quelle  variazioni,  cioè  X,.  =  o,  Y.  =  o,  Z.  =  o.  Ma  il  sistema  allora  è 
in  equilibrio,  quindi  resta  dimostrato  il  secondo  teorema. 

Se  il  sistema  però  è  vincolato  si  presentano  subito  le  più  gravi  difficoltà.  Innanâ 
tutto,  per  quali  sistemi  vincolati  sarà  fatta  la  dimostrazione  del  principio  delie  velociti 
virtuali  ?  E,  supposto  di  aver  fatta  una  classificazione  delle  varie  specie  di  vincoli,  si  poni 
dire  di  avere  esaurite  tutte  le  categorie  di  vincoli  che  la  natura  può  offrire  o  che  cia- 
scuno può  immaginarsi  si  ritrovino  nella  costituzione  dei  corpi  ?  Abbiamo,  è  vero,  delle 
dimostrazioni  rigorose  del  nostro  principio,  ex.  g.  per  i  sistemi  olonomi;  si  concepiscono 
altresì  dei  sistemi  ai  quali  si  possono  assimilare  tutti  quelli  che  comunemente  si  presen- 
tano nello  studio  dei  problemi  di  equilibrio  e  si  hanno  cosi  delle  dimostrazioni  abba- 
stanza generali  Ma  si  possiede  una  dimostrazione  generale}  Si  può  dire  che  è  quasi 
impossibile  di  darne. 

Infatti,  la  prima  idea  che  si  offire  alla  mente  è  di  ricondursi  al  caso  dei  sistemi  dì 
punti  liberi,  pei  quali  si  è  visto  che  la  dimostrazione  corre  spedita  ed  è  generale.  Ora 
noi  possiamo  sempre  pensare  come  liberi  i  punti  d'un  sistema  dato,  immaginando  ap- 
plicate ai  punti  certe  forze  che  facciano  l'ufficio  dei  vincoli.  Si  potrà  quindi  costruire 
un'equazione  come  la  (3)  e  le  Xx.,  ^y^,  ^t;^  saranno  ancora  arbitrarUy  solo  che  la 
sommatoria  a  primo  membro  si  spezzerà  in  due  parti:  una  rappresenterà  il  momento 
totale  delle  forze  date^  l'altra  il  momento  delle  forze  incognite^  cioè  delle  reazioni  dei 
vincoli.  Ma  se  noi  vogliamo  dimostrare  il  principio  delle  velocità  virtuali,  non  possiamo 
considerare  spostamenti  qualunque^  bensì  solo  quelli  conciliabili  con  i  vincoli  e  per  questi 
ultimi  bisognerà  quindi  provare  che  la  seconda  sommatoria  è  nulla  o  positiva,  affinchè 
la  prima  risulti  nulla  o  negativa.  Ed  allora  si  ripresentano  tutte  le  difficolti  che  si 
mirava  ad  evitare,  giacché  occorre  specializzare  i  vincoli  e  una  tale  analisi,  come  si  è 
accennato  più  su,  non  può  riuscire  mai  completa. 

5.  Tutti  i  procedimenti  finora  escogitati  per  la  dimostrazione  del  principio  delle 
velocità  virtuali  si  possono  ridurre  a  due  tipi.  Si  hanno  dapprima  i  metodi  di  CAÌtNOT, 
FossoMBRONi,  Fourier,  Laplace,  Lagrange  (per  non  citare  che  i  principali),  sui  quali 
poi,  e  specialmente  su  quelli  del  Fourier,  si  modellarono  quasi  tutte  le  dimostrazioni 
d'indole  scolastica  che  si  trovano  nei  trattati  di  Meccanica.  Questi  metodi  si' fondano  sul 
calcolo  diretto  del  momento  delle  forze,  e  si  possono  pertanto  chiamare  metodi  diretH. 
Le  dimostrazioni  poi  variano  da  un  metodo  all'altro,  secondo  che  al  sistema  dato  si 
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sostituisce  un  altro  più  semplice  e  suscettìbile  degli  stessi  spostamenti  virtuali,  lasciando 
però  immutata  la  distribuzione  delle  forze,  oppure  si  trasformano  le  forze  sullo  stesso 
sistema  dato,  o  infine  si  operano  entrambe  le  trasformazioni,  come  nell'elegante  dimo- 
strazione di  Ampère. 

Vi  sono  poi  i  metodi  indirettiy  dei  quali  si  giovò  primo  ed  originalissimo  il  Poinsot, 
saluto  dal  Lagrange  stesso  e,  recentemente,  da  C.  Neumann.  Si  cerca  quali  espres- 
sioni generali  devono  avere  le  forze  che  assicurano  Tequilibrio  di  un  sistema,  in  virtù 
dei  vincoli  presupposti  ;  allora,  dovendo  le  forze  dei  vincoli  equilibrare  le  forze  applicate, 
si  possono  scrivere  le  equazioni  per  l'equilibrio  di  ogni  punto  del  sistema,  e  il  principio 
delle  velocità  vinuali  si  dimostra  poi  come  un  semplice  corollario  della  ricerca  fatta. 

6.  È  lecito  domandarsi  se  non  sia  possibile  di  dimostrare  il  principio  delle  velocità 
virtuali  fondandosi  sopra  un  principio  semplice,  indipendente  però  da  quello  della  leva 
o  della  composizione  delle  forze.  È  noto,  infatti,  che  la  proprietà  fondamentale  dell'e- 
quilibrìo  della  leva  si  può  dimostrare  se  si  ammette  che,  nell'equilibrio  di  una  sbarra 
rettilinea,  rigida,  appoggiata  sul  suo  punto  di  mezzo  e  sollecitata  agli  estremi  da  due 
forze  eguali,  parallele  e  perpendicolari  alla  sbarra,  il  punto  di  appoggio  sopporti  una 
pressione  ^uale  alla  somma  delle  due  forze.  E,  a  sua  volta,  questo  principio  può 
dimostrarsi,  come  ha  fatto  il  Fourier,  ricorrendo  alla  considerazione  di  tre  forze  eguali, 
giacenti  in  un  piano,  applicate  ad  un  punto  e  che  formano  angoli  eguali  tra  loro,  giac- 
ché l'equilibrio  è  allora  evidente  per  ragioni  di  simmetria. 

Il  principio  della  composizione  delle  forze  si  può  stabilire,  seguendo  Daniele  Ber- 
NOUILU,  ove  si  ammetta  che  due  forze  applicate  ad  un  stesso  punto  abbiano  per  risul- 
tante una  forza  unica,  la  linea  d'azione  della  quale  bisechi  l'angolo  conìpreso  dalle  dire- 
zioni delle  due  forze,  se  queste  hanno  la  stessa  intensità,  e  sia  inoltre  eguale  alla  somma 
delle  forze  quando  l'angolo  predetto  è  nullo  o  alla  differenza  di  esse  quando  quell'an- 
golo è  ^uale  a  due  retti.  I  due  principi  sono  poi  riconducibili  l'uno  all'altro,  come 
mostrarono  il  Varignon,  in  un  celebre  teorema,  e  il  Carnot. 

Ma  i  due  prindpi  nominati  non  danno  leggi  generali  di  equilibrio.  È  vero  che  tutta 
la  Statica  si  può  fondare  sul  principio  della  leva  o  su  quello  della  composizione  delle 
forze;  però  si  deve  riflettere  che  il  primo  non  considera  se  non  l'equilibrio  di  due  forze 
applicate  agli  estremi  di  una  verga  rigida^  e  il  secondo  l'equilibrio  di  forze  applicate  ad 
uno  stesso  punto,  e  che  per  passare  da  questi  casi  semplicissimi  di  equilibrio  ad  altri 
risguardanti  sistemi  qualunque  di  forma  variabile,  occorre  invocare  altri  principi,  ex.  g. 
quello  di  solidificazione.  Si  trovano  allora  certe  condizioni  necessarie  per  l'equilibrio,  le 
quali  possono  essere  o  non  sufficienti;  in  ogni  caso  si  deve  perciò  tener  conto  della 
costituzione  particolare  del  sistema.  Il  principio  delle  velocità  virtuali,  invece,  contiene 
una  l^ge  generalissima  di  equilibrio,  applicabile  direttamente  a  qualunque  sistema  di 
punti,  qualunque  ne  siano  i  vincoli.  Se  fosse  possibile  di  dimostrarlo  fondandosi  sopra 
un  princìpio  indipendente  dai  due  già  mentovati,  il  nuovo  principio  o  dovrebbe  posse- 
dere tutta  la  generalità  di  quello  che  si  vuol  dimostrare  o  condurrebbe  alla  dimostra- 
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zione  soltanto  con  l'aiuto  di  altri  principi,  e  tenendo  ragione  della  natura  del  sistema 
al  quale  si  vuole  applicarlo;  in  ogni  caso  dunque  esso  dipenderebbe  daUa  leva  o  dal 
parallelogrammo  delle  forze. 

Il  principio  delle  velocità  virtuali  deve  perciò  considerarsi  come  la  sintesi  della 
Statica;  mentre  il  principio  dell'eguaglianza  della  reazione  all'azione,  il  principio  della 
leva  e  quello  della  composizione  delle  forze  costituiscono  le  verità  elementari  delle  leggi 
dell'equilibrio.  Ed  è  su  questi  che  si  fondano  i  metodi  che  ora  verranno  esposti. 

n. 

7.  Comincerò  l'esame  dei  metodi  diretti  con  la  bella  dimostrazione  che  dd  primo 
teorema  fondamentale  ha  dato  il  Carnot  *). 

Si  considera  un  corpo  comunque  vincolato  e  soggetto  a  date  forze  e  si  sostitui- 
scono alle  azioni  delle  singole  forze  sui  punti  del  corpo  quelle  di  fili  inestendibili,  con- 
giunti a  pesi  tensori,  in  guisa  che  al  proposto  sistema  si  viene  a  surrogare  un  sistema 
pesante  tale  che  se  il  primitivo  è  in  equilibrio,  è  in  equilibrio  anche  il  secondo.  Noterò 
come  fu  già  osservato  dal  Poinsot,  che  più  che  d'una  dimostrazione  la  quale,  tenuto 
conto  della  costituzione  del  sistema,  conduca  a  trovare  le  espressioni  generali  delle  forze 
dei  vincoli,  si  tratta  d'una  semplice  prova  del  principio,  che  noi  otteniamo  sostituendo 
una  macchina  al  sistema  ed  estendendo  alla  macchina  le  proprietà  elementari  della  leva. 

Siano  dapprima  due  forze  P,  Q  in  equilibrio  ed  applicate  ai  punti  A^  B  d'un 
corpo.  Diciamo  AA\  BB*  gli  spostamenti  virtuali  ài  A  q  B  t  AM^  BN  ìt  loro  pro- 
iezioni sulle  direzioni  di  P  e  Q,  Noi  possiamo  immaginare  di  sostituire  alle  due  forze 
date  due  forze  parallele,  rappresentate  dalle  tensioni  di  due  fili  che,  passando  per  due 
puleggie  di  rinvio  fisse  S  ed  5',  sopportino  due  pesi  p  t  q.  L'equilibrio  del  corpo  non 
sarà  turbato  e  dippiù  gli  spazii  infinitesimi  pp\  qq'  che  percorrono  p  t  q  mentre  A 
passa  m  A\  t  B  in  5',  sono  eguali  rispettivamente  zi  AM  e  BN^  data  l'inestendibi- 
lità  del  filo  e  riflettuto  che,  a  meno  di  infinitesimi  del  2°  ordine,  ASp  =  MSp'  e 
BS'q  =  NS'  q'.  Ciò  posto,  detto  0  il  punto  d'incontro  delle  rette  pq  ^  p'  q\  se  sup- 
poniamo di  fissare  i  pesi  />  e  y  alla  retta  rigida  pq  t  consideriamo  questa  come  una 
leva  col  fulcro  fisso  in  0,  siccome  questa  leva,  data  la  sua  mobilità,  non  disturba  l'a- 
zione dei  pesi  p  t  q^  h  indifferente  di  supporre  i  pesi  attaccati  alla  primitiva  macchina 
o  alla  leva.  Ma  per  l'equilibrio  della  leva  deve  aversi 

q  Op-pf' 


•)  Vedi  L.  Carnot,  Principes  fondamentaux  de  V équilibre  et  du  mouvement  (Paris,  1803),  p.  90. 
La  prima  edizione  di  questa  opera  classica  fu  pubblicata  nel  1785,  sotto  il  nome  di  Essai  sur  Us 
Machines  en  général. 
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dunque,  siccome  P  =  p,  Q  =  qy  pp'  =  ■^M,  qq'  =  BN,  risulta 

P  _  BN 
Q  -AM- 

Le  forze  P  e  ß  stanno  dunque  fra  loro  in  ragione  inversa  degli  spostamenti  vir- 
tuali dei  rispettivi  punti  d'applicazione,  computati  nel  senso  delle  forze. 

Se  si  hanno  più  forze  P,  Q,  iì,  . . .  ,  applicate  ai  punti  -4,  5,  C,  . . .  ,  immagi- 
niamo, mediante  puleggie  di  rinvio  fisse,  sostituite  alle  forze  altrettanti  pesi  />,  y,  r,  — 
Congiungiamo  due  qualunque  di  essi,  />  e  ^,  ad  es.,  con  una  retta  rigida  />  9,  la  quale, 
per  spostamenti  virtuali  dei  punti  d'appUcazione  delle  forze  P,  Q,  passi  in  p'q\  Per 
quanto  si  è  veduto  precedentemente,  saranno  pp'  e  qq'  eguali  alle  proiezioni  AM  e 
BN  ^  quegìi  spostamenti  sulle  direzioni  rispettive  delle  forze.  Detto  0  il  punto  d'in- 
contro ài  pp'  e  qq'  e  supposto  fissati  i  pesi  p  t  q  all'asta  pq^  potremo  riguardare 
questa  come  una  leva  liberamente  girevole  intorno  al  fulcro  fisso  0,  la  quale  non  di- 
sturba affatto  l'azione  dei  due  pesi.  Ora,  riflettendo  che  è  in  nostro  arbitrio  di  disporre 
delle  pul^gie,  noi  potremo,  adoperando  se  occorre  due  puleggie  per  ciascuna  forza, 
non  solo  far  cadere  le  linee  di  azione  dei  pesi  che  sostituiscono  le  forze  in  uno  stesso 
piano  verticale,  ma  i  pesi  su  una  stessa  retta  di  questo  piano,  e  anche  in  determinati 
punti  della  retta.  In  particolare,  si  farà  cadere  il  peso  r  sulla  retta  pq  m  un  punto  r 
tale  che,  mentre  la  leva  passa  da  pp'  in  qq\  il  punto  r  passi  in  r',  e  si  abbia  rr'  =1  CDj 
dove  CD  è  la  proiezione  dello  spostamento  virtuale  di  C  sulla  direzione  della  forza 
R.  Dunque  tutti  i  pesi  p^  q^  r^  ,,.  si  potranno  pensare  fissati  ad  una  stessa  leva  col 
fulcro  in  0,  e,  supposto  l'equilibrio  delle  forze  P,  Q,  i?,  . . .  ,  sussisterà  anche  Te- 
quilibrìo  dei  pesi  />,  y,  r,  . . .  i  cui  spostamenti  pp\  qq',  rr',  . . .  eguagliano  rispettiva- 
mente quelli  dei  punti  d'applicazione  deUe  forze,  computati  nel  senso  delle  forze  stesse. 

Ora,  assumendo  positivamente  gli  spostamenti  pp\  ...  diretti  dall'alto  verso  il  basso 
e  n^ativamente  qq',  rr',  ...  diretti  in  senso  opposto,  indicando  AM  con  S/>,  BN 
con  Äj,  CD  con  Xr,  ...  avremo 

^P=PP'y        ^q  =  —  qq'j        ^r  =  —  rr',  ...  , 
onde,  per  la  l^ge  dell'equilibrio  della  leva  alla  quale  siano  contemporaneamente  appli- 
cate più  forze,  si  ha 

p.pp'—q.qq'  —  r.rr'  ...  =0, 
ossia 

Pip+  Q^q  +  R^r-\ =0; 

dò  che  prova  il  primo  teorema  fondamentale,  limitatamente  agli  spostamenti  invertibili. 
Se  le  forze  P,  Q,  iì,  ...  sono  esse  stesse  dei  pesi  allora,  riguardando  ciascun 
peso  come  il  prodotto  d'una  massa  per  una  costante,  pel  teorema  precedente,  si  può 
concludere  che  in  ogni  sistema  pesante  in  equilibrio  la  somma  dei  prodotti  di  ciascuna 
massa  per  il  rispettivo  spostamento  virtuale,  computato  nel  senso  verticale,  è  nullo.  Si 
deduce  di  qua  poi  facilmente  un  teorema   notissimo  sotto   il   nome   di  principio  di 
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8.  L'idea  di  sostituire  al  corpo  dato  un  sistema  più  semplice,  una  macchina,  su- 
scettibile degU  stessi  spostamenti  virtuali,  facendo  dipendere  le  condizioni  di  equilibrio 
del  corpo  dalle  proprietà  dell'equilibrio  di  questa  macchina,  è  comune  a  tutti  i  gecnnetri 
che  per  i  primi  si  occuparono  della  dimostrazione  del  principio  delle  velocità  virtuali 
Noi  vedremo  ora  una  costruzione  ingegnosissima  del  Fourier  *)  che  è  diretta  a  pro- 
vare il  secondo  teorema  fondamentale  ;  in  essa,  come  in  tutta  la  Memoria  del  Fouriei, 
interviene  sempre  la  considerazione  degli  spostamenti  non  invertibili. 

Siano  P,  2)  -^)  •••  le  forze  applicate  ai  punti  ^,  5,  C,  ...  e  ip,  Xy,  Xr,  ... 
gU  spostamenti  virtuali  consentiti  dai  vincoli  lungo  le  linee  />,  9,  r ,  . . .  e  computati 
nella  direzione  delle  forze;  noi  vogUamo  provare  che  se 

PS/)-f.  QlqJ^Rtr'\'  ..•  =0, 

le  forze  non  potranno  mai  imprimere  effettivamente  al  sistema  gli  spostamenti  suddetti 

Per  vedere  quale  possa  essere  la  macchina  che  noi  sostituiamo  al  sistema  dato, 
occupiamoci  per  un  momento  solo  di  due  punti  e  vediamo  come  bisognerà  ex.  g.  col- 
legare  A  t  B  affinchè,  mentre  il  primo  punto  subisce  lo  spostamento  S/>  lungo  la 
linea  />,  il  secondo  punto  subisca  lo  spostamento  ^  q  lungo  la  Unea  q.  Conduciamo  per 
A  il  piano  %  normale  a  />  e  per  B  il  piano  rz  normale  a  9  e  sia  /  la  intersezione  dd 
due  piani.  Indi  per  A  tiriamo  A  0  perpendicolare  ad  /  e  per  0,  nel  piano  cr,  OAf 
anche  perpendicolare  ad  /.  Finalmente  da  B  si  conduca  B  0'  perpendicolarmente  ad  OU. 

Noi  possiamo  concepire  che  OAtOM  formino  una  leva  angolare  rigida  mobile 
intorno  ad  /  in  un  piano  normale  ad  /,  similmente  che  B  0*  formi  una  leva  rettilinea 
rigida,  mobile  intorno  ad  un  asse  fisso  collocato  su  ^,  e  perpendicolare  alla  leva  in 
un  punto  convenientemente  scelto  0'.  Orbene,  se  supponiamo  che  A  si  muova  se- 
condo la  linea  />,  la  leva  angolare  AOM  trasmetterà  il  movimento  al  raggio  OAf,  il 
quale  a  sua  volta  determinerà  il  moto  della  leva  B  0'  in  guisa  che  B  si  sposterà  lungo 
la  Unea  q.  La  posizione  0'  del  punto  d'appoggio  della  leva  rettiUnea  sarà  scelu  in 
guisa  che  gli  spostamenti  virtuali  ?{/>  e  Sç'  dei  punti  A  q  B  siano  fra  loro  nel  rap- 
porto voluto. 

Immaginando  adesso  un  sistema  di  leve  analogo  fra  il  punto  5  e  il  punto  C,  . . . 
si  avrà  infine  una  macchina  capace  di  subire  lo  stesso  spostamento  virtuale  che  si  at- 
tribuisce al  dato  corpo  e  quello  soltanto. 

La  dimostrazione  si  presenta  ora  come  facile  conseguenza  del  principio  della  leva; 
giacché,  se  le  forze  sollecitassero  il  solo  sistema  delle  leve,  essendo  nullo  per  ipotesi 
il  momento,  l'equilibrio  dovrebbe  necessariamente  prodursi.  Ma  il  movimento  non  av- 
verrà neppure  tìcl  corpo,  perchè  essendo  la  stessa,  per  lo  spostamento  considerato,  la 
mobilità  del  corpo  e  quella  del  sistema  di  leve,   la  mobilità  rimarrà  ancora  la  stessa 


*)  Fourier,  Mémoire  sur  la  Statique,  contenant  la  démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
et  la  thtorie  des  motnents.  QJournaJ  de  TÉcole  Polytechnique,  5*  Cahier  (1798X  pp.  20^,  e  Œuvres, 
t-  n,  p.  477]- 
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ove  si  supponga  un  punto  qualunque  A  del  corpo  congiunto  indissolubilmente  al  punto 
corrispondente  del  sistema  di  leve.  Se  dunque  il  corpo  subisce  lo  spostamento  in  qui- 
stìone,  il  punto  A  delle  leve  si  muoverebbe,  e  siccome  la  macchina  costituisce  im  si- 
stema a  vincoli  completi,  il  moto  di  A  produrrebbe  il  moto  di  tutto  il  sistema  di  leve, 
dò  che  si  è  riconosciuto  impossibile. 

In  modo  analogo  si  proverebbe  che  ogni  spostamento  per  il  quale  il  momento 
totale  delle  forze  è  nullo,  non  può  essere  prodotto  dalle  forze  ;  quindi  se  tutti  gli  spo- 
stamenti possibili  del  corpo  danno  un  momento  nullo,  dovrà  esservi  equilibrio. 

9.  Ma  si  può  provare  che  per  l'equilibrio,  non  è  necessario  che  il  momento  delle 
forze  sia  nullo;  basta  che  esso  non  sia  mai  positivo.  Infatti,  fondandosi  ancora  sulla 
costruzione  precedente  e  sulla  teoria  della  leva,  si  riconosce  che  le  forze  P,  ß,  iî,  ...  , 
supposte  applicate  al  solo  sistema  delle  leve,  non  possono  produrre  uno  spostamento 
per  il  quale  la  somma  dei  momenti  sia  negativa.  Ma,  data  la  costruzione  delle  leve, 
ogni  altro  spostamento  è  impossibile;  quindi,  se  le  forze  agiscono  sulle  sole  leve  Te- 
qui&brio  è  assicurato.  Ragionando  allora  come  dianzi,  si  proverà  che  le  forze  non 
fX)ssono  imprimere  neppure  al  corpo  lo  spostamento  in  quistione. 

Voglio  illustrare  con  un  esempio  questa  ultima  parte  della  dimostrazione.  Si  con- 
sideri un  triangolo  rettangolo  materiale,  fisso,  ABC^  situato  in  un  piano  verticale  e  col 
cateto  B  C  orizzontale.  Si  abbia  poi  un  sistema  costituito  di  due  punti  pesanti  M  ed  N 
scorrevoli  rispettivamente  sull'ipotenusa  ^  C  e  sul  cateto  verticale  A  B  del  triangolo  e 
congiunti  da  un  filo  flessibile  ed  inestendibile  accavalciato  ad  una  carrucola  infinitesima 
fissa  in  A.  Orbene,  s'immagini  una  leva  angolare  sul  piano  ABCj  col  fulcro  fisso  in  L 
e  di  cui  un  gomito  sia  orizzontale  ed  abbia  l'estremo  attaccato  al  punto  N,  mentre 
Testremo  dell'altro  gomito  sia  appoggiato  ad  un'altra  leva  rettilinea  verticale  col  fulcro 
fisso  in  L'  e  l'estremo  attaccato  al  punto  Af.  Ora  se  M  subisce  lo  spostamento  MM^ 
orizzontale,  non  invertibile,  N  sarà  spostato  verticalmente  verso  l'alto  e  di  una  lunghezza 
NN^  ;  la  somma  dei  momenti  delle  forze  (pesi)  è  negativa  per  questi  spostamenti  :  ebbene 
à.  vede  che  per  effetto  delle  forxß  il  sistema  di  leve  non  può  prendere  tale  spostamento. 

10.  La  costruzione  adoperata  dal  Fourier,  per  il  secondo  teorema,  si  presta  pure 
per  la  dimostrazione  del  teorema  inverso,  cioè  di  quello  che  noi  abbiamo  chiamato  primo 
teorema.  E  io  potrei  contentarmi  di  aver  accennato  a  tale  particolarità  se,  facendo  un 
ulteriore  esame  della  quistione,  non  mi  premesse  di  mettere  in  luce  una  specie  di  po- 
stulato, ucitamente  anmiesso  dal  Fourier  e  anche  da  altri  che  hanno  adottato  ragiona- 
menti dello  stesso  genere  [ad  es.  dal  Lagrange,  come  si  vedrà  fra  poco  *)],  e  che 
sembra  togliere  rigore  alla  dimostrazione.  Questa  circostanza,  alla  quale  finora  non  è 
stato  forse  dato  sufl^äente  rilievo,  mi  permetterà  di  esaminare  quanta  giustezza  abbiano 
le  critiche  che  possono  farsi  al  ragionamento  di  quei  geometri. 

Immaginiamo  dunque  che  un  corpo,  comunque  vincolato,  sì   trovi  in   equilibrio; 


•)AlSii. 

Mmti.  Gire.  MiMm.  Fékrm;  tomo  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  29  novembre  1905. 
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si  tratta  di  provare  che  non  c'è  nessun  spostamento  pei  quale  la  somma  dei  momenti 
sia  positiva.  Infatti,  se  un  tale  spostamento  esiste  ed  è  conciliabile  con  l'equilibrio  del 
corpo,  l'equilibrio  sussisterà  ancora  se  noi,  aggiungendo  nuovi  vincoU,  facciamo  in  modo 
che  quello  spostamento  divenga  il  solo  possibile.  Per  esempio,  possiamo  costruire  il 
già  noto  sistema  di  leve,  capace  del  solo  spostamento  virtuale  in  quistione.  Ora  questo 
sistema  di  leve  non  può  trovarsi  in  equilibrio  se  la  somma  dei  moménti  delle  forze 
è  positiva;  quindi  neppure  il  corpo  sarà  in  equilibrio,  ciò  che  è  contrario  all'ipotesi 
ammessa. 

Questa  dimostrazione  presuppone  l'esattezza  del  principio:  che  se  per  un  corpo 
vincolato  e  sollecitato  da  forTS,  tsiste  uno  spostamento  rispetto  al  quale  il  momento  delle 
for^e  sia  positivo,  il  corpo  necessariamente  prende  a  muoversi. 

Ora  noi  possiamo  immaginare  un  punto  pesante,  collocato  sul  vertice  di  un  cono 
a  base  orizzontale:  esistono  infiniti  spostamenti  pei  quali  il  momento  del  peso  è  posi- 
tivo, e  tuttavia  il  punto  resta  in  equilibrio.  È  bensi  vero  che  qui  lo  stesso  principio 
delle  velocità  virtuali  sembra  cadere  in  difetto.  Ma  occorre  tener  presente  che  la  Mec- 
canica è  anche  una  scienza  fisica  e  che,  pur  concedendo  al  punto  materiale  dimensioni 
piccolissime,  escludiamo  che  queste  dimensioni  siano  nulle.  Ora,  nel  caso  eccezionale 
citato,  il  punto  che  si  trova  sul  vertice  del  cono  in  equilibrio  instabile,  deve  col  suo 
peso  far  equilibrio  alla  reazione  del  cono  applicata  al  vertice,  il  quale  non  può  quindi 
avere  dimensioni  nulle.  U  punto  d'altronde  ha  eguale  tendenza  a  discendere  lungo  le 
infinite  generatrici  del  cono,  e  siccome  esso  non  possiede  velocità  iniziale,  deve  restare 
in  equilibrio.  Ma  se  si  potesse  impedire  al  punto  di  discendere  lungo  tutte  le  genera- 
trici meno  una,  l'equilibrio  non  potrebbe  sussistere  e  il  moto  avverrebbe  sull'ultima  ge- 
neratrice come  sopra  un  piano  inclinato. 

Noterò  ancora  che  quando  si  applica  quel  principio,  non  si  tratta  che  d'un  solo 
spostamento  a  momento  positivo,  perchè  il  sistema  è  già  ridotto  a  vincoli  completi; 
ecco  perchè  l'equilibrio  non  può  sussistere,  ciò  che  non  potrebbe  dirsi  se  di  tali  spo- 
stamenti ve  ne  fossero  infiniti.  Inoltre  le  nostre  considerazioni  sono  limitate  a  sposta- 
menti infinitesimi  pei  quali,  anche  quando  l'equilibrio  è  instabile,  il  momento  può  non 
essere  rigorosamente  nullo,  ma  positivo  e  del  secondo  ordine  di  grandezza.  Si  tratti, 
ad  es.,  d'un  corpo  solido  pesante,  sempUcemente  appoggiato  sopra  un  piano  orizzon- 
tale fisso  e  in  equilibrio  instabile  ;  il  baricentro  e  il  pimto  di  contatto  sono  sulla  stessa 
verticale  e  quello  è  nella  posizione  più  alta  possibile.  E)ei  cinque  momenti  elementari 
virtuali  infinitesimi  che  possiamo  imprimere  al  corpo,  tre  danno  momento  nullo  del 
peso  e  due  (rotazioni  intorno  ad  assi  giacenti  sul  piano  e  passanti  per  U  punto  dì  con- 
tatto) danno  momento  positivo,  ma  del  secondo  ordine  di  grandezza.  Se  però  volessimo 
considerare  spostamenti  virtuali  finiti,  dovremmo  dire  che  l'equilibrio  sussiste  pure  essen- 
dovi infiniti  spostamenti  a  momento  positivo;  ma  la  tendenza  del  corpo  a  prenderli 
tutti  assicura  l'equilibrio. 

II.  Fra  le  macchine  semplici  più  note  il  cosidetto  polispasto  è  quella  della  quak, 
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sieme  con  la  leva,  si  sono  serviti  i  geometri  per  trasformare  i  vincoli  d'un  sistema, 
cendo  poi  dipendere  la  dimostrazione  del  principio  delle  velocità  virtuali  dalle  condi- 
oni  di  equilibrio  di  queste  macchine  semplici.  Se  immaginiamo  due  carrucole,  ciascuna 
'owista  di  più  scanalature.  Tuna  fissa  e  l'altra  mobile,  e  un  filo  che,  avvolto  su  en- 
ambe,  faccia  n  giri,  ed  abbia  un'estremità  atuccata  ad  un  punto  fisso  e  l'altra  ad  un 
ÎSO  P  (potenza),  si  dimostra  che,  ammesso  l'equilibrio,  il  peso  P  sta  al  peso  Q  (re- 
stenza)  portato  dalla  puleggia  mobile,  come  l'unità  sta  a  2  n,  cioè  al  dop]HO  del  nu- 
lero  dei  giri  fatti  dal  filo  sulle  due  puleggie.  Questa  legge  semplicissima  di  equilibrio 
posa  sul  fatto  che  il  filo  possiede  la  stessa  tensione  in  tutta  la  sua  lunghezza.  Si  può 
imaginäre  un  polispasto  composto,  cioè  la  riunione  di  più  polispasti  elementari,  ossia 
nte  coppie  di  carrucole  una  fissa  e  l'altra  mobile,  e  un  filo  unico  che,  attaccato  per  un 
tremo  ad  un  punto  fisso,  e  avvolto  su  tutte  le  carrucole  mediante  anelli  di  rinvio, 
apporti  all'estremo  mobile  im  peso  P,  il  quale  deve  equilibrare  tutti  i  pesi  öx?  ôa> 
Ij , . . .  attaccati  alle  singole  carrucole  mobili  C, ,  Q ,  C^ ,  . . .  Se  il  filo  fa  n^  giri  sul 
"imo  polispasto  elementare,  «,  sul  secondo,  n^  sul  terzo,  ...,  siccome  la  tensione  si 
strìbuisce  uniformemente  su  tutto  il  filo,  e  dovendosi  nell'equilibrio  di  ciascun  poli- 
Ì2SXO  rinvenire  la  legge  su  enunciata,  avremo 

A=   Ol=   OL=  ...  =p. 
2  fi,        2«,        2n^ 

ra,  dato  un  sistema  comimque  vincolato  in  equilibrio,  siano  öi?  ôa>  ô,>  •••  1^ 
•rze  applicate  ai  punti  Af, ,  Af ^ ,  M^  . . .  Il  Lagrange  *),  adoperando  un  conveniente 
)]ispasto  elementare  C,,  sostituisce  alla  forza  Q^  la  tensione  d'un  filo,  con  un  peso 
ic  rappresenteremo  con  i;  il  numero  n,  dei  giri  che  farà  il  filo  sul  polispasto  sarà 

le  che  yy-  = ,  ossia  Q^  =  2«,.  Analogamente,  alla  forza   Q^  si  sostituirà  la 

Dsione  di  un  filo  avvolto  ad  un  altro  polispasto  elementare  C, ,  in  guisa  che  Q^  =  2n^; 
in  si  può  fare  in  modo  che  il  filo  sia  quello  stesso  che  passa  per  il  primo  polispasto 
\.  Cosi  continuando,  l'unico  peso  i,  mediante  uno  stesso  filo  che  abbraccia  tutti  i 
idispasti,  produrrà  sul  sistema  lo  stesso  effetto  delle  singole  forze  ß, ,  ö»  ?  ß,  >  •  •  •  î 
oltre  ciascuna  di  queste  forze  è  surrogata  dalla  somma  delle  tensioni  dei  tratti  di  filo 
le  concorrono  nel  relativo  polispasto,  e  la  sua  intensità  sarà  misurata  dal  numero  di 
lei  tratti. 

Ora,  ammesso  l'equilibrio  del  sistema,  è  necessario  che  per  uno  spostamento  vir- 
lale  qualunque  dei  punti,  conciliabile  con  i  vincoli,  il  peso  i  non  possa  scendere, 
arche  siccome  rispetto  a  tale  spostamento  il  peso  ha  un  momento  positivo,  esso  necessa- 
amente  scenderebbe  **),  determinando  il  moto  del  sistema.  Dunque,  se  calcoliamo  lo 


*)  Nella  Meccanica  analitica^  voi.  I,  Sezione  I,  a   cominciare   dalla   2*  edizione  (181 1)  e   rìpro- 
Xta  nelle  edizioni  successive. 
•^  Cfr.  col  S  prec. 
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spazio  verticale  di  cui  scenderebbe  il  peso,  in  uno  spostamento  virtuale  del  sistema, 
bisognerà  eguagliare  a  zero  l'espressione  di  tale  spazio  e  si  avrà  la  necessaria  condi- 
zione di  equilibrio.  Sia  ìiq^  lo  spostamento  virtuale  del  punto  Af, ,  computato  odia 
direzione  di  Q/.  è  chiaro  che  nel  polispasto  C, ,  la  puleggia  mobile  si  avvicinerà  alla 
fissa  precisamente  di  ^  ^i ,  e  quindi  la  lunghezza  del  filo  che  si  avvolge  sulle  due  car- 
rucole resterà  diminuita  di  2  «, .  ?J  ^r^ ,  mentre  di  altrettanto  si  dovrà  abbassare  il  peso 
I.  Cosi,  per  effetto  dello  spostamento  ^q^  del  punto  Af^,  il  peso  si  abbasserd>be  di 
2fi,.  iq/y  ...  Dunque,  nello  spostamento  virtuale  8^^,  iq^,  Sj^,  ...  del  sistema  2 
peso  scenderebbe  della  quantità 

2ii,.Xy.-f  2«,.Xy,  +  2fij.Xy^-f-  ..., 

la  quale  deve  perciò  esser  zero.  Ma  le  forze  Q, ,  Ö2  >  0,  >  •  •  •  ?  sono  rappresentate 
dai  numeri  2  n^ ,  2  n, ,  2  n^  ...  ;  dunque,  per  l'equilibrio,  deve  aversi 

ß.^y.  +  ö,'5?.  +  ß,5J?,+  ---  =0, 
ciò  che  dimostra  il  primo  teorema  fondamentale. 

n  Lagrange  però  limita  la  sua  dimostrazione  agli  spostamenti  invertìbili.  Eg^ 
dice  infatti  che,  considerato  uno  spostamento  conciliabile  con  i  vincoli,  questi  permet- 
tono anche  lo  spostamento  in  senso  opposto  ;  quindi,  se  rispetto  al  primo  spostamento 
il  momento  fosse  negativo,  sarebbe  poi  positivo  rispetto  al  secondo,  epperò  il  peso,  doven- 
do discendere,  l'equilibrio  sarebbe  distrutto.  Fatto  sta,  invece,  che  l'equilibrio  si  accorda 
col  momento  n^ativo,  appunto  perchè,  come  nel  caso  attuale,  un  tal  momento  corrispon- 
de ad  un  sollevamento  del  peso,  ciò  che  è  impossibile  a  verificarsi.  Ma  la  considera- 
zione degli  spostamenti  non  invertibili  si  trova  fatta  sistematicamente  nella  Memoria 
del  Fourier,  per  la  prima  volta,  ed  essa  è  omessa  anche  in  dimostrazioni  clasâchc 
successive,  perchè  i  geometri  si  limitavano  d'ordinario  all'esame  dei  vincoli  espressi  da 
sole  equazioni. 

12.  Nei  metodi  precedenti  si  è  trovata  direttamente  l'espressiotìe  del  momento  delle 
forze,  sostituendo  al  corpo  dato  un  altro  più  semplice,  una  macchina  i  cui  punti  fos- 
sero capaci  degli  stessi  spostamenti  virtuali.  Ê  stata  questa  la  via  preferita  dai  primi 
che  vollero  dimostrare  il  principio  delle  velocità  virtuali,  perchè  si  eviuvano  da  un  lato 
le  sottigliezze  dei  ragionamenti  circa  la  costituzione  dd  corpi  e  dall'altro  il  calcolo  delle 
reazioni  dei  vincoli.  Il  corpo  restava,  per  così  dire,  mascherato  dalla  macchina  e  si  fa- 
ceva l'esame  delle  proprietà  di  questa  anziché  del  sistema  proposto.  Il  Fourier,  pur 
adottando  questi  metodi,  volle  altresì  mostrare  come  si  possa,  cominciando  dai  sistemi 
più  semplici  e  poi  passando  ad  altri  più  complessi,  tenere  sempre  conto  della  natura 
fisica  del  corpo,  ricorrendo  però  alla  trasformazione  delle  forze  che  agiscono  sui  punti 
di  esso.  Il  metodo  del  Fourier,  diventato  classico  e  riprodotto  in  quasi  tutti  i  trattati 
di  Meccanica  e  nelle  esposizioni  didattiche  del  principio  delle  velocità  virtuali,  è  troppo 
noto  perchè  io  giudichi  qui  conveniente  di  ripeterlo.  Importa  però  di  notare  che,  per 
la  trasformazione  delle  forze,  si  ricorre  sempre  a  due  trasformazioni  elementari  che 
lasciano  invariato  il  momento.  La  prima  riguarda  lo  spostamento  del  punto  di  applica- 
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one  lungo  la  linea  d'azione  delia  forza,  supposta  tale  linea  irrigidita.  È  noto,  infatti, 
igU  elementi  di  Cinematica,  che  nel  moto  infinitesimo  di  una  figura  rigida,  gli  spo- 
amenti  dei  singoli  punti  d'una  retta  si  proiettano  egualmente  sulla  retta  ;  il  momento 
'una  forza  quindi  non  variera  qualunque  sia  il  punto  della  sua  linea  d'azione  al  quale 
»a  si  pensi  applicata.  La  seconda  trasformazione  elementare,  facilissima  a  provarsi, 
3nsiste  nel  sostituire  a  più  forze  applicate  ad  un  punto  la  loro  risultante  e  viceversa. 

Si  comincia  cosi  dall'equilibrio  di  un  punto  materiale,  poi  di  due  punti  congiunti 
a  una  verghetta  rigida  o  da  un  filo  perfettamente  flessibile  e  inestensibile  e  quindi  di 
n  sistema  rìgido.  In  questo  ultimo  caso  il  Fourier  (la  nozione  di  coppia  non  era 
Qcora  acquisiu  alla  Statica)  riduce  tutte  le  forze  applicate  al  solido  a  sei  forze  due  a 
uè  ^^i  ed  opposte,  applicate  ad  un  piano,  ad  una  retta  e  ad  un  punto;  poi,  de- 
omponendo  lo  spostamento  virtuale  più  generale  del  corpo  in  sei  altri  spostamenti 
lementari,  egli  prova  che  per  ciascun  spostamento  è  nullo  il  momento  delle  forze.  Che 
e,  invece,  si  suppone  nullo  il  momento,  con  considerazioni  dello  stesso  genere,  si  prova 
'equilibrio  del  corpo.  Se  il  sistema  è  vincolato,  dovendo  esservi  equilibrio  fra  le  forze 
pplicate  e  le  reazioni  dei  vincoli,  si  dimostra  che  il  momento  di  queste  non  può  esser 
lai  negativo  e  quindi  il  momento  delle  prime  non  può  esser  mai  positivo.  Queste 
onsiderazioni  si  estendono  poi  facilmente  ad  un  sistema  di  forma  variabile  costituito 
li  più  corpi  rigidi  comunque  vincolati  e  congiunti  da  fili  o  da  aste  rigide. 

i3.  n  sig.  Appell,  nel  suo  Traité  de  Mécanique  rationnelle  segue  precisamente 
[uesto  metodo  classico  per  dimostrare  il  primo  teorema  fondamentale,  e  nella  seconda 
dizione  della  sua  opera,  egli  fa  pure  la  considerazione  degli  spostamenti  non  inverti- 
ilL  Pel  secondo  teorema  fondamentale  ecco  il  ragionamento  del  sig.  Appell. 

L'ipotesi  è  che  il  momento  delle  forze  date  ^P^p  sia  nullo  o  negativo  per  tutti 
fli  spostamenti  permessi  dai  vincoli:  si  vuol  dimostrare  che  il  sistema  è  in  equilibrio. 
Tutto  si  riduce  a  provare  che,  se  l'equilibrio  non  sussiste,  vi  deve  essere  uno  sposta- 
nento  pel  quale  il  momento  delle  forze  risulta  positivo.  Immaginiamo  dunque  che  non 
d  sia  equilibrio;  il  sistema  si  metterà  in  movimento  e  subirà  uno  degli  spostamenti 
onciliabili  con  i  vincoli;  per  questo  spostamento  reale  dovrà  aversi 

love  ^Rdr  indica  il  lavoro  dei  vincoli.  Distinguiamo  ora  due  casi.  Si  tratti  di  uno 
postamento  invertibile;  allora  ^Rdr  ^  Oj  dunque  ^Pdp^  o^  ciò  che  è  contro 
'ipotesL  Si  tratti  d'uno  spostamento  non  invertibile  :  in  tal  caso,  ragiona  il  sig.  Appell, 
I  di  per  se  nulla  ^Rdr^  perchè  sono  nulle  le  Rj  ed  egli  cita  l'esempio  di  un  punto 
cmplicemente  appoggiato  sulla  superfìcie  limite  d'un  corpo  rigido.  Se  il  punto  si  muove 
tbbandonando  la  superficie,  la  reazione  è  nulla,  quindi  è  nullo  il  lavoro  corrispondente. 
Ji  può  obbiettare  che,  in  questo  esempio,  data  l'ipotesi  fatta  PX/)  ^  o,  logicamente 
'equilibrio  sussiste;  giacché,  essendo  Pip  nulla,  per  spostamenti  invertibili,  la  forza 
ile  sollecita  il  punto  deve  essere  normale  alla  superficie,  ed  essendo  Pìip  negativa, 
ter  spostamenti  non  invertibili,  la  forza  deve  essere  rivolta  verso  l'interno  del  corpo, 
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e  il  punto,  in  tali  condizioni,  si  trova  ceno  in  equilibrio.  Ma,  comunque,  mi  sembra 
che  il  ragionamento,  che  in  certi  casi  può  esser  giusto,  non  sia  giustificabile  in  gencrak 
Si  consideri,  ex.  g.,  un  corpo  S  semplicemente  appoggiato  ad  un  altro  corpo  5, 
e  sollecitato  da  forze  date.  Il  punto  materiale  0  di  5,  che  è  al  contatto,  si  può  riguar- 
dare come  libero  applicandogli:  una  forza  P  che  dq)ende  dal  sistema  di  forze  date, 
una  forza  N  che  deriva  dalla  reazione  della  superficie  di  5,  e  una  forza  F  che  pro- 
viene dal  collegamento  di  0  con  gli  altri  pimti  di  5.  Ciò  posto,  per  uno  spostamento 
effettivo  qualunque,  non  invertibile,  di  0,  si  deve  avere 

Pdp-^Ndn  +  Fdf^Oy 

ma  non  si  può  dire  a  priori  che  Ndn  debba  esser  zero. 

Ma  si  può  dare  un  esempio  più  persuasivo.  Sia  un'asticina  verticale  ABj  fissa 
all'estremità  superiore  A  e  gravata  nella  inferiore  B  d*un  peso  P.  L'asticina  sia  capa« 
di  un  determinato  allungamento  nel  senso  -^5,  e  P  sia  il  peso  minimo  che  può  pro- 
durlo ;  cioè  a  dire,  un  aumento  comunque  grande  di  P  non  possa  determinare  un  ul- 
teriore aumento  di  lunghezza  dell'asticina.  Nelle  condizioni  esposte  il  peso  P  è  in  ^ 
quilibrio,  cioè  vi  è  equilibrio  fra  il  peso  P  e  la  reazione  N  dell'asta  :  il  punto  E  può 
avanzarsi  nel  senso  BA  e  non  nel  senso  AB  (per  ipotesi);  cioè  l'unico  spostamento 
possibile  di  B  non  è  invertibile.  Ebbene,  ragionando  con  1' Appell,  se  non  vi  fosse  c- 
quilibrio  e  il  punto  B  si  muovesse  nel  senso  BA^  dovrebbe  aversi 

Pdp-^-Ndn^o, 

con  Ndn  =  o.  Ma,  evidentemente,  nel  caso  presente,  Ndn  sarebbe  diverso  da  [ero. 
Io  ho  voluto  mettere  in  rilievo  il  ragionamento  del  sig.  Appell  solo  per  mostrare 
come  quel  ragionamento,  applicabile  a  certi  sistemi,  possa,  se  inteso  in  senso  generale, 
condurre  a  risultati  non  esatti. 

i4.  Supposto  dimostrato  il  principio  delle  velocità  virtuali,  la  determinazione  delle 
reazioni  dei  vincoli  diventa  una  conseguenza  della  legge  generale  dell'equilibrio,  e  si  è 
condotti  in  modo  assai  semplice  ad  un  teorema  che  il  Poinsot  ha  invece  stabilito 
fondandosi  sui  principi  elementari  della  Statica,  come  si  vedrà  più  oltre. 

Se  il  sistema  che  si  considera  è  olonomo,  dette  conformemente  alle  notazioni  dd 
§  2,  LX^ii  )'..,  Ki)  =  o  le  equazioni  dei  vincoli,  le  componenti  degli  spostamenti  vir- 
tuali dei  punti  devono  soddisfare  al  sistema  di  k  equazioni  Unearì  ed  omogenee 

e  all'equazione  dei  momenti 

(5)  i(x,«x,+  r,x^,  +  z,so  =  o. 

iwml 

Si  ha  dunque  un  sistema  ài  k  -\-  i  equazioni  lineari  ed  omogenee  le  quali  de- 
vono coesistere  per  gli  stessi  valori  di  ^x. ,  S)f.  e  Â:(^.  É  noto  allora,  dall'algdxra,  che 
devono  esistere  certi  k  fattori  X, ,  \j  . . . ,  \y  funzioni  ài  x.y  y.y  x^  tali   che,  mold- 
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icando  le  (4)  ordinatamente  per  questi   fattori  e  sommando  membro  a  membro  con 
(5),  si  ottenga  una  somma  identicamente  nulla.  L'unica  equazione  cosi  ottenuta,  do- 
mdo  poi  essere  soddisfatta  qualunque  siano  le  ^x-,  ^y.j  ^:(,.,  conduce  al   sistema  di 
inazioni 

(i  =  I,   2,    3,   ...  ,  «). 

Noi  vediamo  cosi  che,  dal  punto  di  vista  meccanico,  il  vincolo  analitico  Z^  =  o 
roduce,  sul  punto  generico  Af .  del  sistema,  lo  stesso  effetto  d'una  forza  le  componenti 
ella  quale  sugli  assi  sono  proporzionali  alle  derivate  di  L^  rispetto  alle  coordinate  del 
unto  e  in  grandezza  può  rappresentarsi  con 

love  \  è  un  coefficiente  che,  per  effetto  del  vincolo  L^  =  o,  non  varia  da  punto  a 
)uiito  nel  sistema.  Si  riconosce  altresì  che  questa  forza  è  normale  alla  superfìcie  che 
lotrebbe  descrivere  il  punto  Af^,  se  tutti  gli  altri  punti  del  sistema   diventassero  fissi. 

15.  Per  decidere  del  segno  delle  >.^  bisogna  riferirsi  agli  spostamenti  virtuali  non 
nvertibili  dei  punti.  Io  adotterò,  per  questa  determinazione,  il  metodo  seguito  dal 
)rof.  Cerruti  nelle  sue  lezioni  di  Meccanica.  Dalle  (6)  si  trae  l'equazione 

(7)  Ì(^.J5*.  +  Y.hi  +  ZM)  +  t\^L,  =  o, 

[a  quale  sussiste  qualunque  siano  gli  spostamenti  virtuali.  Evidentemente  le  ^L^  sono 
ttulle  per  spostamenti  invertibili;  per  spostamenti  non  invertibili  qualcuna  sarà  diversa 
ia  zero.  Orbene  immaginiamo  di  imprimere  al  sistema  uno  spostamento  virtuale  nel 
]uale  tutte  le  iL^  siano  nulle  tranne  una,  ad  es.  sia  ^L^  yé  o;  la  (7)  diventa 

iwml 

E  siccome  la  sommatoria  è  negativa  per  spostamenti  non  invertibili,  dovrà  essere 

Ora  il  vincolo  L,  =  o  dirime  lo  spazio  in  due  regioni,  in  una  delle  quali  sarà 
iX,  >  o,  nell'altra  XL,  <  o.  Dunque  per  il  segno  di  ).,  decideremo  così:  se  nella 
r^one  ncUa  quale  avvengono  gli  spostamenti  non  invertibili  è  Si,  >  o  dovremo 
prendere  X,  >  o,  se  in  quella  regione  è  X  L,  <  o  prenderemo  X,  <  o. 

16.  Per  i  sistemi  olonomi,  dunque,  il  metodo  classico  dei  moltiplicatori,  per  la  ri- 
cerca delle  equazioni  particolari  dell'equilibrio,  si  riduce  ad   una  semplice  applicazione 
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di  un  teorema  di  algebra.  Per  i  sistemi  non  olonomi,  quando,   ad  esempio,   le  varia- 
zioni hxj  S)',  S;^  siano  collegate  da  relazioni  difFerenziali,  il  metodo  si  può  istituire  nd 
modo  seguente.  Basta  limitarsi  al  caso  di  una    sola  equazione   fra  le  Sjc,  S^-,  X:^,  che 
rappresenterò  con 
(8)  A(Sx,  ^y,^^  =  o; 

ciò  vorrà  dire  che  Xx  e  X;»  si  possono  ritenere  completamente  arbitrarie,  purché  X^ 
si  prenda  in  modo  da  soddisfare  la  (8).  Allora,  detto  X  un  moltiplicatore  indeterminato, 
funzione  di  x,  y^  7^  sì  aggiungerà  all'espressione  generale  dei  momenti  in  (5)  l'espres- 
sione   /  XA(Xjc,  Xj,  ^7i)dSj  l'integrale  essendo  esteso  a  tutto   lo   spazio  S  occupato 

dal  corpo,  e  il  risultato  dovrà  essere  evidentemente  nullo.  Con  l'integrazione  per  parti, 
il  primo  membro  dell'equazione  cosi  ottenuta  si  potrà  ridurre  lineare  in  Sx,  Jiv,  ^^ 
e  allora  converrà  disporre  di  X  in  guisa  che  il  coefficiente  di  Ä:(  vada  a  zero. 

E  siccome  Xx,  ^y  sono  arbitrari,  anche  i  coefficienti  di  queste  variazioni  devono 
essere  separatamente  nulli.  Si  ottengono  cosi,  per  l'equilibrio  del  corpo,  delle  equazioni 
differenziali,  che  valgono  qualunque  sia  la  porzione  infinitesima  dS  del  corpo  che  si 
sceglie,  e  nelle  quali  il  coefficiente  X  rappresenta  la  relazione  del  vincolo.  Naturalmente 
la  determinazione  del  segno  di  ì  dipende  dall'esame  degli  spostamenti  non  invertibili, 
tenuto  conto  della  natura  fisica  del  vincolo. 

17.  Tutte  le  considerazioni  che  precedono  si  riferiscono  al  cosidetto  equilibrio 
geometrico  dei  corpi;  ma  quando  si  dice,  nel  linguaggio  ordinario,  che  un  corpo  è  in 
equilibrio,  bisogna  intendere  solo  che  il  corpo  subisce  delle  oscillazioni  piccolissime  in- 
torno ad  una  posizione  che  è  quella  data  dalle  formole  e  nella  quale  il  corpo  reste- 
rebbe se  la  distruzione  delle  forze  avvenisse  istantaneamente  e  completamente.  Il  prin- 
cipio delle  velocità  virtuali,  nella  sua  generalità,  non  ci  offre  il  modo  di  assicurarci 
della  stabilità  o  della  instabilità  dell'equilibrio.  Per  determinare  le  condizioni  dell'equi- 
librio stabile,  cioè  àiéï equilibrio  fisico,  occorre  una  più  minuta  disamina  del  momento, 
come  fu  fatto  in  maniera  elegante  dal  Fourier  e  rigorosamente  dal  Dirichlet,  per 
quanto  con  risultati  non  definitivi.  Qui  mi  preme  soltanto  di  avere  accennato  alla  sta- 
bilità dell'equilibrio  per  aver  agio  di  fare  un'osservazione  che  mi  sembra  opportuna. 

Assai  sovente  nelle  quisrioni  di  Statica  si  ragiona  cosi.  Ammesso  l'equilibrìo  di 
un  corpo,  l'equilibrio  sarà  rinforxßto  se  si  aggiungono  nuovi  vincoli.  Ma  un  tal  prin- 
cipio, vero  in  molti  casi,  può  condurre  ad  errori  in  altri.  È  bensì  esatto  che,  anmiesso 
l'equilibrio,  l'aggiunta  di  altri  legami  mantiene  ancora  l'equilibrio  del  corpo;  ma  non 
si  può  dire  a  priori  che  se  l'equilibrio  era  prima  stabile  sia  ancora  stabile  dopo.  I  li- 
miti imposti  alla  mia  Memoria  non  mi  consentono  di  approfondire  questo  punto,  e 
mi  contenterò  di  avervi  accennato,  rimandando  il  lettore  a  due  recenti  Note  dei  si- 
gnori Andrade  e  Lecornu  *).  Ma  aggiungerò  che  la  stessa  trasformazione  di  vincoli 


•)  Andraüe,  Sur  la  stabilite   [^Bulletin  de  la  Société   Mathématique  de  France,  t.  XXV  (1897), 
pp.  49-51];  L.  Lecornu,  Sur  la  stabilité  de  Vèquïlibre  pbid.,  t.  XXVI  (1898X  pp.  163-176]. 
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m  altri  eqmvalerUij  può  hr  perdere  la  stabilità  all'equâîbrio.  Per  esempio,  se  si  tra- 
sforma un  sistema  in  eqiùlibrio  staMe  in  un  sistema  pesante,  questa  può  trovarsi  in 
equilibrio  instabile.  E  ancora  (come  nella  Nota  di  Andrad£)  se  due  forze  lasciano  uno 
stesso  corpo  in  una  stessa  posizione  di  equilibrio  stabile,  la  loro  risultante  può  lasciare 
il  corpo  nella  stessa  posizione,  ma  in  equilìbrio  iustabile. 

Si  può  domandare  (ponendo  un  quesito,  in  certo  modo,  inverso  del  precedente)  : 
se  un  sistema  è  in  equilibrio  sotto  Fazione  di  forze  date  e  di  certi  vincoli,  sussisterà 
l'equilibrio  con  una  semplificazione  dei  vincoli  ?  Vedremo  più  okre,  con  una  costruzione 
ideata  dal  Poinsot  e  illustrata  dal  Lagrange,  che  da  uno  stato  di  equilibrio  con  più 
▼ìncoli  si  può  ottenere  ancora  imo  stato  di  equilibrio  con  un  solo  vincolo  sempUce. 

l8.  Terminerò  l'esame  dei  metodi  diretti  con  la  dimostrazione  di  Ampère  *),  il 
quale  considera  dapprima  im  sistema  a  vincoli  completi  e  dimostra  che  il  sistema  non 
può  prendere  effettivamente  nessun  spostamento,  pel  quale  il  momento  delle  forze  ri- 
sulti nullo,  e  poi  passa  ad  un  sistema  comunque  vincolato  riducendosi,  per  ciascun  spo- 
stamento, al  caso  semplice  prima  esaminato.  Giova  avvertire  che  in  questa,  come  in 
altre  dimostrazioni  (cfr.  §  8)  si  ammette  tacitamente  che  se,  mediante  conveniente 
aggiunta  di  nuovi  vincoli,  noi  rendiamo  impossibili  tutti  gli  spostamenti  dei  quali  è 
capace  un  sistema  meno  uno,  e  dimostriamo  che,  in  tati  condizioni,  le  forze  applicate 
non  possono  rendere  effettivo  queUo  spostamento,  non  ci  sarà  movimento  neppure 
quando  quello  spostamento  coesiste  con  tutti  gli  altri  ammessi  dai  primitivi  vincoli. 

Sia  dunque  un  sistema  completamente  vincolato  in  equilibrio,  e  diciamo  P,  P',  P", . . . 
le  risultanti  delle  forze  applicate  ai  singoli  punti  M,  Af',  M",  . . .  ,  le  cui  traiettorie, 
permesse  dai  vincoli,  indicheremo  con  C,  C,  C",  .... 

Considero  dapprima  due  punti  soli  Af  e  Af'  e  introduco  un  punto  ausiliario  N, 
che  possa  muoversi  sopra  una  superfìcie  data,  e  che  immaginerò  collegato  ad  Af  e 
M'  con  due  verghette  rigide  MN^  e  Af'N,  mobili  intorno  ad  N^  (per  es.  mediante 
una  cernia^  sferica  infinitesima).  Ê  chiaro  allora  che,  se  Af  e  Af '  si  spostano  infinita- 
mente poco  su  C  e  C,  il  punto  N,  dovrà  muoversi  sopra  una  curva  determinata  5, 
della  superficie  data.  Orbene,  senza  turbare  l'equilibrio,  applichiamo  alle  estremità  della 
retta  rigida  Af  N,  due  forze  eguali  e  contrarie  i?,  e  —  i?,  e  altre  due  eguali  e  con- 
trarie 5  e  —  5  alle  estremità  di  Af  '  N, .  Se  disponiamo  poi  della  intensità  di  5  in 
guisa  che  la  risultante  di  S  e  P'  sia  normale  alla  curva  C  e  della  intensità  di  —  i?, 
in  guisa  che  la  risultante  di  —  Ä,  e  -—  S  sia   normale  alla  curva   5, ,  la  somma  dei 


*)  Questa  dimostrazione  fu  pubblicata  nel  «  Journal  de  TÉcole  Polytechnique  »,13*  Cahier  (avril 
1806),  pp.  347-269,  col  titolo  :  Démonstration  générale  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  dégagée  de  la 
considération  des  infiniments  petits,  e  successivamente,  nella  «  Correspondance  mathématique  et  phy- 
sique »  di  Garnier  e  Quetelet,  t.  II  (1826),  p.  276,  col  titolo  :  Nouvelle  démonstration  du  principe  des 
vitesses  virtuelles.  Essa  si  trova  poi  riprodotta  negli  Elementi  di  Meccanica  ra:^ionaU  del  Chelini,  nel 
C*mrs  de  Mécanique  dello  SruHM  e  in  quello  del  Despeyrous. 

Rmi,  Ckc.  Uûiêm.  PûUrmo,  tomo  XXI  (1906). -- Stampato  il  30  nOTcmbre  190$.  15 
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momenti  virtuali  di  5  e  P'  sarà  nulla  come  quella  di  —  lì,  e  —  5.  Cioè  a  dire  la 
somma  dei  momenti  di  P  e  P'  è  eguale  alla  somma  dei  momenti  di  P  e  di  JÎ, . 

Si  consideri  ora  un  terzo  punto  Af"  del  sistema  e  si  introduca  un  altro  punto 
ausiliario  N, ,  e  per  i  punti  Af,  Af "  e  N^  si  ripeta  quanto  si  è  fatto  per  i  punti  Af, 
Af'  e  iV,  ;  potremo  cioè  supporre  che  i  punti  Af "  e  iV,  siano  sollecitati  da  forze  nor- 
mali alle  loro  traiettorie  C"  e  5^,  purché  si  applichi  in  Af  una  certa  forza  R^  il  cui 
momento  virtuale  sia  eguale  a  quello  di  P". 

Continuando  allo  stesso  modo  per  tutti  i  residui  punti  del  sistema  (che  suppor- 
remo in  numero  di  n)  noi  verremo  a  sostituire  al  proposto  sistema  a  vincoli  com- 
pleti un  altro  pure  a  vincoli  completi,  composto  di  in  —  i  punti,  tutti  sollecitati  da 
forze  normali  alle  rispettive  traiettorie,  salvo  il  punto  Af,  al  quale  sono  applicate  le 
forze  P,  R^y  i?, ,  - . .  ,  i?^_,  e  il  momento  di   queste  è   eguale  al  momento 

PS/>-j-P'S/)'  +  P"X/>"-f.  .... 

Ma  allora,  per  Tequilibrìo  del  sistema,  è  necessario  e  basta  che  Af  sia  in  equilibrio, 
ossia  che  la  risultante  delle  forze  P,  U, ,  i?^,  ...  ,  R^_^  sia  normale  alla  curva  C, 
doè  che  si  abbia  ^Pip  =0, 

Passando  ora  al  caso  generale  d'un  sistema  a  vincoli  incompleti  e  in  equilibrio, 
si  consideri  uno  solo  degl'infiniti  spostamenti  virtuali  dei  quali  esso  è  suscettibile  e  si 
aggiungano  nuovi  vincoli,  in  modo  che  quello  diventi  il  solo  possibile. 

Ora,  se  rispetto  allo  spostamento  considerato  la  somma  dei  momenti  fosse  diversa 
da  zero,  il  sistema  prenderebbe  a  muoversi,  dunque  affinchè  il  sistema  non  prenda 
nessuno  degli  spostamenti  conciliabili  con  i  vincoli,  vale  a  dire  affinchè  sia  in  equili- 
brio, deve  essere  ^P^p  z=  o^  per  tutti  gli  anzidetti  spostamenti. 

Reciprocamente,  se  ^P^p  =  o  il  sistema  è  in  equilibrio;  giacché  se  esso  pren- 
desse a  muoversi  per  un  determinato  spostamento  conciliabile  con  i  vincoli,  noi  po- 
tremmo inttodurre  altri  vincoli,  i  quali,  senza  disturbare  il  movimento  preso  dal  siste- 
ma, rendessero  impossibile  qualsiasi  altro  spostamento.  Ma  allora,  trattandosi  d'un  si- 
stema a  vincoli  completi  in  moto,  la  somma  dei  momenti  dovrebbe  essere  diversa  da 
zero,  ciò  che  è  contro  l'ipotesi. 

m. 

19.  Se  immaginiamo  che  i  vincoli  d'un  sistema  meccanico  siano  rappresenuti  da 
equazioni  fra  le  coordinate  dei  punti,  riesce  agevole  persuadersi  che  le  forze  le  quali 
assicurano  l'equilibrio  del  sistema  debbono  avere,  per  il  fatto  che  la  mobilità  dei  punti 
è  limitata  in  un  certo  modo,  un'espressione  generale  determinata  e  indipendente  dalla 
configurazione  del  sistema  stesso,  purché  conciliabile  con  i  vincoli.  Cosi,  ad  esempio,  se 
fra  le  coordinate  d'un  punto  sussiste  sempre  l'equazione  /(x,  )f,  :()  =:  o,  se  doè  il 
punto  è  costretto  a  restare  sopra  una  superfìcie  che  limiti  un  corpo  rigido,  la  forza  che 
potrà  mantenerlo  in  equilibrio  dovrà  essere  normale  alla  superfìde  e  rivolta  verso  l'in- 
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temo  del  corpo.  Vale  a  dire  Tequilibrio  del  punto  sarà  assicurato  da  una  forza  d'in- 
tensità qualunque,  della  quale  però  la  direzione  ed  il  senso  sono  determinati  dall'equa- 
zione /(x,  y,  :()  =  o.  E  se  le  coordinate  del  punto  fossero  legate  altresì  dall'equazione 
f  (x,  >,  0  =  ^>  ^  punto  potrebbe  muoversi  sopra  una  curva,  e  qualunque  forza  nor- 
male alla  curva  ne  assicurerebbe  Tequilibrìo. 

Cosi  pure,  se  due  punti  sono  congiunti  da  un'asticina  rettilinea  rigida,  l'equilibrio 
si  otterrà  sempre  con  l'applicazione  di  due  forze  eguali  ed  agenti  in  senso  opposto  sulla 
direzione  dell'asu,  pur  restando  indeterminati  il  senso  d'una  di  esse  e  la  comune  in- 
tensità. 

Ancora,  se  il  sistema  è  costituito  di  tre  anelli  infinitesimi,  assimilabili  a  tre  punti 
Aj  Bj  C,  scorrevoli  lungo  un  filo  chiuso  perfettamente  flessibile  ed  inestendibile,  si 
trova,  come  condizione  necessaria  per  l'equilibrio,  che  ciascuna  forza  deve  agire  ester- 
namente al  triangolo  ABC  t  bisecare  l'angolo  corrispondente  al  vertice  al  quale  essa 
è  applicata;  quanto  alla  intensità  delle  forze,  essa  entro  certi  limiti  di  variabilità,  deve 
sempre  assicurare  le  circostanze  geometriche  ora  descritte. 

In  questi  esempi  semplicissimi  è  ovvia  la  ricerca  delle  forze  che  determinano  l'e- 
quilibrio del  sistema.  Si  tratta  ora,  per  un  sistema  qualunque  di  punti  vincolati  da  e- 
quazioni  fra  le  coordinate  di  essi,  di  rintracciare  l'espressione  generale  delle  forze  che 
consentono  l'equilibrio  del  sistema,  in  virtù  delle  equazioni  date. 

ao.  La  ricerca  del  Poinsot  *)  si  fonda  su  due  principi  sui  quali  importa  alquanto 
di  soffermarsi. 

I®.  È  noto  che  se  un  punto  libero  di  muoversi  sopra  una  superficie  fissa  o  una 
curva  fissa  è  in  equilibrio,  la  risultante  delle  forze  che  gli  sono  applicate,  deve  essere 
normale  alla  superficie  o  alla  curva.  Possiamo  ora  stabilire  il  principio  più  generale  del 
Poinsot  :  nelV equilibrio  di  un  sistema  di  punti,  la  fori(fl  applicata  a  ciascun  punto  deve 
essere  normale  alla  superficie  o  alla  curva  sulla  quale  si  muoverebbe  il  suo  punto  d'ap- 
pìict^fone  se  tutti  gli  altri  punti  diventassero  fissi. 

Invero,  supposti  fissi  tutti  i  punti  meno  uno,  è  lecito  sopprimere  le  forze  applicate 
ai  punti  fissi  e  allora  l'ultimo  punto,  in  virtù  delle  equazioni  dei  vincoli,  si  trova  nelle 
stesse  condizioni  di  un  punto  mobile  sopra  una  superficie  o  una  curva  fissa;  quindi 
la  forza  che  lo  sollecita  deve  essere  normale  alla  medesima  superficie  o  curva. 

Questo  ragionamento  semplice  è  valido  soltanto  se  tutti  i  punti  sono  fissi  meno 
uno,  altrimenti  non  è  più  lecita  la  soppressione  delle  forze  applicate  a  quei  punti.  Per 
esempio,  si  tratti  di  tre  punti  A^  B^  C  costituenti  un  sistema  rigido.  Se  fissiamo  B  e 
C,  A  può  muoversi  sopra  un  arco  di  cerchio  col  centro  su  5C,  e  quindi  l'equilibrio 
sussiste  se  la  forza  P  applicata  ad  ^  è  normale  all'arco,  cioè  se  la  linea  d'azione  della 


•)  L  Poinsot,  ThéorU  générale  de  Viquiìihre  et  du  mouvement  des  systèmes  [Journal  de  l*École  Po- 
lytechnique, 13*  Cahier  (avril  1805),  pp.  206-241^. 

Questa  Memoria  si  trova  poi  rìprodotu  negli  Éléments  de  Statique  (Paris,  1842),  p.  421. 
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forza  giace  nel  piano  jißC  Aia  se  rendiamo  fìsso  solo  Q,  allora  A  è  molùle  sofOL 
Ufta  sfera  di  centro  C,  e  in  tal  caso  perchè  l'equilibrio  snssisu  non  è  più  necessario 
che  la  forza  P  sìsl  normale  dUa  sfera.  La  ragione  sta  in  ciò  che,  restando  attiva  la  fom 
applicata  a  Sy  essa  esercka  una  certa  azione  F  sa  A^  quindi,  per  Tequilibrio  <ii  questa 
punto,  basta  che  la  risultante  di  F  e  di  P  sìsl  normale  alla  sfera. 

•È  notevole  Tapplicazione  che  può  farsi  del  'prinàpio  di  PomsoT  per  dimos&^e  k 
proprietà  della  leva.  Il  sistema  rigido  ABC  à  può  riguardare,  infatti,  se  C  è  <feso, 
come  ima  leva  angolare  col  fulCTo  in  C.  Ora  il  principio  su  enunciato  dice  che  le  fòne 
P  e  Qy  applicate  in  ^  e  JB,  devono  essere  normali  agli  archi  di  cerchi  che  ^  e  S  po- 
trebbero descrivere  intomo  sl  BC  ed  AC,  rendendo  fissi  rispettivamente  B  ed  A  (giac- 
ché C'è  fisso,  per  ipotesi).  Dunque  P  t  Q  devono  giacere  nel  piano  ABCj  prion 
condizione  necessaria  per  l'equilibrio  della  leva.  Decomponendo  poi  ciascuna  ^eUe  forze 
P  e  Q  in  due,  una  diretta  verso  C  l'altra  secondo  il  lato  A  By  le  due  componenti  4 
rette  verso  C  possono  sopprimersi,  essendo  C  fisso,  e  allora  per  l'equìiibrìo  devono 
essere  eguali  le  componenti  che  agiscono  secondo  A  B.  Di  qua  segue  facilmente  la  s^ 
conda  condizione  dell'equilibrio  della  leva,  circa  il  rapporto  delle  forze  P  t  Q. 

2^.  U  secondo  principio  riguarda  il  modo  secondo  il  quale  possiamo  inunaginaie 
che  avvenga  la  distruzione  delle  forze  applicate  ad  un  corpo  irigido.  Ê  noto  che,  dati 
n  punti  costituenti  un  sistema  di  forma  invariabile,  la  oonfigorazione  di  questo  risaia 

determinata  dalla  conoscenza  di  311  —  6  delle  — ^^ ^  mutue  distanze;  vi  sono  poi 

^- — --^^ —  distanze  sovrabbondanti  le  quali  si  devono  considerare  conosciute  m^ 

diante  le  altrettante  equazioni  che  di  per  si  sussistono  fra  tutte  le  mutue  distanze.  Pos- 
siamo rappresentarci  le  $n  —  6  distanze,  atte  a  definire  il  sistema  rigido,  come  la  to- 
talità degli  spigoli  di  n  —  3  piramidi  triangolari  appoggiate  su  una  stessa  base  comune 
e  i  vertici  delle  quali  siano  gli  n  punti  del  sistema  dato.  Orbene,  condizione  necessaria 
e  sufficiente  per  l'equilibrio  d'un  corpo  rigido  l  che  le  for^e  applicate  ai  suoi  singoli  punti 
siano  decomponibili  in  altre,  due  a  due  eguali  ed  opposte,  agenti  secondo  gli  spigoli  delle 
nominate  piramidi,  cioi  secondo  le  3  «  —  6  distante  mutue  che  definiscono  il  sistema  pro- 
posto. 

Questo  principio,  che  può  dimostrarsi  in  modo  assai  ovvio,  dice  per  altro,  che  il 
solo  vincolo  della  invariabilità  delle  distanze,  lascia  indeterminata  la  grandezza  delle 
forze  che  sollecitano  1  punti  di  un  corpo  rigido;  l'equilibrio  cioè  può  essere  dato  da 
infiniti  sistemi  di  forze,  purché  per  ciascun  sistema  avvenga  la  decomposizione  nel  modo 
suddetto. 

È  appena  necessario  osservare  che  da  quella  condizione  devono  potersi  desumere 
le  sei  equazioni  dell'equilibrio  dei  corpi  rigidi  che  si  danno  negli  elementi  della  Statica. 

ai.  Se  le  equazioni  che  vincolano  1  punti  di  un  sistema  non  sono  quelle  che  ne 
assicurano  l'invariabilità  delle  distanze  mutue,  é  ancor  vero  ^he  la  decomposizione  delle 
forze  applicate  ^  singoU  punti,  in  altre  due  a  due  eguali  ed  opposte,  agenti  sugli  spi- 
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OH  4ti  mom  gruppo  di  piramidi,  è  condizione  ntcessaria  per  Tequilibrìo;  ma  essa  non 
più  sufficiente.  Cioè  a  dire,  mentre  nei  corpi  rìgidi  su  ciascuno  spigolo  restava  inde- 
crxnnata  la  comuene  grandezza  delle  forze  ivi  agenti,  ora  le  fòrze  de\'ono  presentare 
m  rapporto  determinato  fra  loro  nel  passaggio  da  uno  spigolo  all'altra  Precisamente 
I  determinazicnie  di  questo  rapporto  costituisce  il  teorema  fondamentale  della  Memoria 

lei    POCNSOT. 

33.  Su]^rremo  d'ora  innanzi  che  le  equazioni  ai  vincoli  siano  relazioni  qualun- 
foc  fra  le  distanze  mutue  di  n  punti  dì  un  sistema  ed  esaminiamo  innanzi  tutto  il  caso 
emplidssimo  di  quattro  punti  Ay  j},  C,  D,  costituenti  una  piramide  triangolare  deUa 
[uale  gli  sp^oï  accenocpemo  con  s^^  5,, ..-,  5^.  Il  vincolo  sia  costituito  dall'equazione 

9)  /O.,  ^,.  ^3>  ^»  ^'  O  =  o- 

Ammesso  l'equilibrio,  le  forze  che  agiscono  nei  quauro  punti  si  possono  pensare 
lecomposte  in  altre,  due  a  due  eguali  ed  opposte  e  dirette  secondo  i  sei  spigoli  della 
>tramide.  Per  vedere  in  qual  rapporto  si  trovino  fra  loro  queste  forze  componenti,  ap- 
plicheremo il  principio  del  Poinsot.  Evidentemente  l'equilibrio  non  sarà  turbato  se  fis- 
ôamo  tre  dei  quattro  punti,  ad  es.  S,  C,  D;  allora  le  mutue  distanze  5,,  i,,  s^  di 
}uesti  punti  diventano  costanti  e  il  quarto  punto  A  non  potrà  muoversi  che  sopra  una 
superficie  della  quale  (9)  è  l'equazione,  dove  si  pensino  variabili  soltanto  j^ ,  s^q  s^; 
quindi,  pel  principio  ammesso,  la  forza  P,  che  sollecita  A^  dovrà  essere  normale  alla 
superficie  stessa.  Con  un  calcolo  assai  semplice,  ove  si  esprìmano  j^,  5^  e  s^  per  le 
:oordinate  dei  quattro  pimti,  si  riconosce  che,  decomposta  la  P  secondo  le  linee  s  , 
fj  e  J^,  le  tre  componenti  sono  rispettivamente  proporzionali  ^  f(j^j  fO^^j  f'ih)-  ^^ 
quel  che  abbiamo  detto  per  il  punto  A  si  può  ripetere  per  gli  ahri  tre  punti  del  si- 
stema, onde  concluderemo  che  il  vincolo  analitico  /  =  o,  posto  fra  le  mutue  distanze 
dd  quattro  punti,  allorché  vi  è  equilìbrio,  stabilisce  di  per  sé  una  legge  fra  i  rapporti 
delle  forze  applicate  ai  punti,  e  cioè  le  fùr:^t  due  a  dm  eguali  ed  opposte  che  agiscono 
suìh  su  mutui  distante  da  quatto  punti,  sono  propor:^onali  alle  sei  derivate  prime 
ietta  fufK^iane  f  rispetto  a  s^(y  =:  i,  2,  . . . ,  6). 

Noi  «amo  partiti,  per  vero,  dall'ipotesi  dell'^uì/t^rio  esistente  ;  ma  si  può  anche 
domandare  :  dati  quattro  punti  sc^getti  al  vincolo  /  =  o,  potranno  essi  mai  trovarsi 
in  «quìUbrìo  ?  O,  altrimenti  detto,  esistono  quattro  forze  che,  in  virtù  del  vincolo 
f  =  o,  mantengano  in  equilibrio  il  sistema  dei  quattro  punti  ?  Ê  chiaro  che,  una  volta 
provata  l'esistenza  di  queste  forze,  pel  teorema  dimostrato  innanzi,  esse  dovranno  de- 
oomporsi  nel  modo  e  con  la  legge  specificati.  Orbene,  supponiamo  che  dei  quattro 
punti  tre  siano  fissi,  j},  C,  Z);  il  quarto  A  si  troverà  certamente  in  equilibrio  sopra 
una  determinata  superficie,  se  gli  si  applica  una  forza  qualunque  P  normale  alla  stessa; 
cod  tatto  ü  sistema  sarà  in  equilibria  Ora  i  tre  punti  £,  C,  Z),  in  vinù  della  forza 
P  e  dd  -vxDcok)  che  agisce,  subiranno  certe  pressioni  determinate  che  dico  —  Q^  —  i?, 
^  5;  noi  poonemo  render  uberi  questi  punti  e  l'equilibrio  continuerà  a  sussistere,  se 
qiplidnamo  ad  esà  ordinatamente  le  forze  Q,  R^  5.  Ecco  dunque  trovato  un  gruppo 
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di  quattro  forze  P,  Qy  Ry  5,  che  può  mantenere  in  equilibrio  quattro  punti  vincolati 
dall'equazione  /  =  o. 

Ad  esempio,  immaginiamo  che  i  quattro  punti  siano  rappresentati  da  aitrettanä 
anelli  infinitesimi  e  il  vincolo  sia  costituito  da  un  filo  che,  attaccato  con  un  estremo 
ad  Ay  passi  per  Fanello  B  e  successivamente  per  C,  D,  Ay  poi  di  nuovo  per  C,  B 
e  con  l'altro  estremo  vada  ad  attaccarsi  in  D.  Fissati  gli  anelli  5,  C,  D,  e  applicata 
in  A  una  forza  P  che  mantenga  in  equilibrio  questo  punto,  gli  altri  tre  punti  subi- 
ranno delle  pressioni  trasmesse  dal  filo  che  passa  per  i  varii  anelli  ed  è  teso  dalla 
forza  P. 

Ora  se,  come  si  è  espresso  più  su,  esprimiamo  le  distanze  s^  per  le  coordinate 
dei  quattro  punti,  detta  L  =  o  la  (9)  cosi  trasformata,  e  indicate  con  jc,  y,  7^  le  coor- 
dinate del  punto  Ay  si  trova  che  le  componenti  della  forza  P  secondo  i  tre  assi  de- 
vono essere  proporzionali  a  3— ,  -^- ,  -^  ,  ossia  la  forza  stessa  dovrà  avere  l'e- 
spressione 


Vimn^Fïnm' 


dove  X  è  un  coefficiente  indeterminato. 

a3.  La  legge  enunciata  nel  numero  precedente  si  ritrova  facilmente  nel  caso  g^ 
nerale  di  n  punti  e  di  un'equazione  qualunque 

(io)  /(0  =  o  (v=m,  3....) 

fra  le  mutue  distanze  dei  punti.  Per  semplicità  di  ragionamento  supporremo  (la  restri- 
zione sarà  tolta  più  oltre)  che  la  (io)  contenga  solo  3/1  —  6  distanze  mutue,  le  quali 
si  potranno  pensare  come  gli  spigoli  di  n  —  3  piramidi  triangolari  aventi  una  stessa 
base  comune  ;  chiameremo  punti  base  i  vertici  di  questa,  i  lati  ne  siano  s^j  s^j  s  .  Am- 
messo Tequilibrìo  del  sistema,  sussisterà  in  particolare  l'equilibrio  di  ciascuna  piramide, 
la  quale  si  potrà  pensare  per  un  istante  separata  dalle  altre,  irrigidendo  tutte  le  distanze 
che  concorrono  nei  suoi  punti  base.  Con  ciò  però  la  mobilità  dei  quattro  punti  vertici 
della  piramide  non  soffre  ulteriore  limitazione;  infatti,  il  vertice  della  piramide,  opposto 
alla  base,  non  è  collegato  agli  spigoli  che  abbiamo  irrigiditi;  quanto  ai  tre  punti  base, 
la  loro  mobilità  non  è  disturbata  dagli  spìgoli  rigidi  delle  altre  piramidi  i  quali  tre  a 
tre  discendono  su  di  essi,  giacché,  quantunque  irrigiditi,  noi  dobbiamo  supporre  qu^ 
spigoli  perfettamente  mobili  (come  mediante  cerniere  sferiche)  intorno  al  vertice  onnune, 
il  quale  a  sua  volta  essendo  mobile  nello  spazio,  può  liberamente  seguire  il  momento 
degli  spigoli  concorrenti  in  esso. 

Dunque,  immaginando  allora  fatta  la  decomposizione  delle  forze  che  agiscono  sul 
sistema  in  altre,  due  a  due  eguali  ed  opposte,  agenti  sugli  spigoli  delle  piramidi,  potremo 
sopprimere  tutte  quelle  che  si  trovano  sugli  spigoli  irrigiditi,  di  guisa  che,  stante  l'equi- 
librio delle  forze  residue  che  operano  sugli  spigoli  della  nostra  piramide  elementare, 
dovrà  ritrovarsi  per  esse  la  legge  di  proporzionalità   enunciata  nel  n°  precedente.  Sic- 
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come,  d'altra  parte,  con  una  tale  l^ge,  ogni  piramide  elementare,  e  quindi  tutto  il  siste- 
ma, è  in  equilibrio,  si  riconosce  che  la  legge  in  discorso  è  necessaria  e  sufficiente  per 
i'rquilibrìo. 

a4.  Occorre  però  togliere  subito  un  dubbio:  la  proporzionalità  delle  forze  è  la 
stessa  in  tutte  le  3  n  —  6  distanze  ?  O,  altrimente  detto,  se  le  forze  che  agiscono  sui 
sei  spigoli  di  una  certa  piramide  determinano  una  certa  proporzionalità,  si  ritroverà  la 
stessa  proporzionalità  su  tutte  le  altre  piramidi  ?  I^  risposta  affermativa,  oltre  che  com- 
pletare la  l^ge  fondamentale  dell'equilibrio,  ci  offre  il  significato  meccanico  di  questa 
unica  proporzionalità  fra  le  componenti  delle  forze,  individuata  dal  vincolo  analitico 
/  =  o,  in  quanto  è  precisamente  questa  uniforme  proporzionalità  delle  forze  che  dif- 
fonde^ per  cosi  dire,  Tequilibrio  da  una  piramide  elementare  a  tutto  il  sistema. 

Si  considerino  due  piramidi  AB  CD  e  A' BCD:  5,  C,  D  sono  i  punti  base, 
^1  >  ^a  »  ^j  8^  spigoli  comuni.  Per  il  fatto  che  questi  spigoli  appartengono  alla  piramide 
ABCDy  le  forze  che  agiscono  sui  lati  5^,  5^,  s^  si  devono  rappresentare  con 

^/C^.),      ^/(O,      >/(^,)- 

Ma,  riferendosi  alla  piramide  A'  BCD^  le  forze  che  agiscono  sugli  stessi  lati  si  rappre- 
sentano con 

f*/(^.),      i^/Ca      K/C*,); 

quindi,  dovendo  le  forze  che  agiscono  su  ciascuno  spigolo  essere  le   stesse,  si  conclu- 
de X  =  li- 
Riassumendo,  abbiamo  il  seguente  teorema  generale. 

Detta  L(xj  v,  ^;  x',  y',  :(';  ...)  la  /  trasformata  in  coordinate  cartesiane,  il  vin- 
colo onaliHco  Z.(jc,  v,  ;(;  x',  y',  [',  ...)  =  o  stabilisce  di  per  si  una  legge  geometrica 
per  V equilìbrio  di  un  sistema  di  forTf  applicate  ai  punti  del  corpo  dato  :  la  forza  P.  ap- 
plicata al  punto  M.  deve  rappresentarsi  con 


yaiv+ßfy+^^^v 


essa  h  normale  alla  superficie  che  potrebbe  descrivere  il  suo  punto  d' applicazione,  se  in 
L  diventassero  costanti  tutte  le  coordinate  eccettuate  quelle  del  punto  M. .  //  coefficiente  di 
proporxionalità  "k  h  lo  stesso  per  tutti  i  punti  del  sistema. 

Si  può  cod  mettere  ora  in  relazione  il  principio  del  Poinsot  col  risultato  trovato  : 
la  proporzionalità  delle  forze,  secondo  la  legge  espressa  dal  teorema,  dà  in  ciascun  punto 
dd  sistema  una  forza  normale  alla  superficie  che  si  otterrebbe  fissando  tutti  i  punti 
meno  quell'unico,  il  quale  conformemente  al  principio  ricordato  si  troverà  in  equilibrio, 
precisamente  perchè  la  forza  che  lo  sollecita  è  diretta  in  modo  che  la  sua  mobilità  resta 
impedita. 

25.  Abbiamo  supposto  che  nella  equazione  vincolare  (io)  figurassero  soltanto 
3  «  —  6  mutue  distanze.  In  verità  potremmo  sempre  ricondurci  all'esame  di  questo  caso, 
eliminando  le  distanze  in  più  mediante  le  cosidette  equazioni  sovrabbondanti,   in  nu- 
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mero  di  ^ ^^^ ^  .  Ma  non  è  neppur  necessario  di  operare  questa  elimina- 
zione; giacché,  qualunque  sia  il  numero  delle  distanze  mutue,  che  figurano  nell'equa- 
zione (io),  introducendo  in  /  le  coordinate  cartesiane,   il  vincolo  analitico    si  tradua 

in  qucUo  I(x,  y,  i;  x\  y\  :^';  ...)  =  o  eie  espressioni  -^,  ^,   ^— ,    che  sono 

proporzionali  alle  componenti  della  forza  applicata  al  punto  M .  del  sistema,  non  sof- 
frono mutamento  di  sorta  e  quindi  non  variano  le  forze  stesse. 

Conviene  però  notare  che  se  noi  siamo  bensì  certi  del  carattere  invariantivo  ddlc 
for^t  per  l'equilibrio  rispetto  al  numero  delle  mutue  distanze  figuranti  nelle  equazioni 
dei  vincoli,  non  si  può  dire  che  restino  invariate  le  rea:(ioni  parietali  lungo  le  distanze 
in  quistione.  Vale  a  dire,  è  in  nostro  arbitrio  di  attuare  la  comunicazione  dei  punti 
del  sistema  fra  loro  mediante  tale  o  tale  altro  gruppo  di  ^n  —  6  distanze  mutue,  e 
allora  si  sa  che  le  componenti  delle  forze  si  distribuiscono  lungo  quelle  distanze  e  non 
lungo  le  altre.  Ma  se  si  lascia  indeterminata  la  costruzione  del  sistema,  se  non  si  eli- 
minano cioè  le  distanze  superflue  dall'equazione  /  =  o,  si  può  dire  qual'è  il  valore 
delle  forze  applicate  in  ciascun  punto  del  sistema,  nulla  però  circa  le  componenti  lungo 
le  mutue  distanze. 

a6.  Non  è  ora  necessario  di  indugiarci  a  trattare  per  minuto  il  caso  di  più  equa- 
zioni fra  i  punti  di  un  sistema.  Il  ragionamento  fatto  nei  numeri  precedenti  ci  conduce 
a  stabilire  che,  per  ogni  vincolo  L^  =  o,  l'equilibrio  è  assicurato  da  un  sistema  di 
forze  delle  quali  in  ciascun  punto  rimane  individuata  la  direzione  e,  circa  la  intensità, 
per  tutti  i  punti,  la  proporzionalità  delle  forze  stesse. 

Ma  vogliamo  fare  un'osservazione  fondamentale.  Siano 

(il)  ^,  =  o,     I,  =  o,  ...,  1^  =  0 

le  equazioni  dei  vincoli  fra  le  coordinate  x. ,  y^,  7^  dei  punti  del  sistema 

(i  =  i,  2,  ...,  n;  i<3«> 

Indicando  con  X, ,  X^ ,  . . .  ,  \  certi  coeflScienti  indeterminati,  dovremo  applicare  al 
punto  M .  una  forza  le  cui  componenti  sono,  secondo  l'asse  x, 

ox.    *     *  ax.   '  *     •  dx.' 

e  altre  due  analoghe  secondo  gli  assi  y  e  :(^.  Queste  sono  le  espressioni  generali  ddk 
forze  atte  a  mantenere  in  equilibrio  il  sistema;  esse  possono  rappresentarci,  in  virtù 
dei  coefficienti  indeterminati  X^,  tutti  i  gruppi  di  forze  che  godono  di  tale  proprietà. 
Orbene,  fissiamo  per  le  X  il  gruppo  particolare  di  valori  X*°^ ,  ï}^^ ,  . . .  ,  Xj*  e 
immaginiamo  che  il  nostro  sistema  di  punti  sia  soggetto,  anziché  alle  k  equazioni  vin- 
colari  (il),  alla  sola  equazione 

(12)  v,<"i.  +  vri,+  ...+v;»i,  =  o. 

Il  sistema  sarà  certamente  in  equilibrio  se    applichiamo  al  punto  M.  la  forza  Pj*' 
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le  componenti  della  quale  siano,  secondo  l'asse  x, 

e  altre  due  analoghe  secondo  gli  assi  y  t  :^.  Vale  a  dire,  senza  turbare  Tequilibrio, 
noi  potremo  surrogare  ad  un  gruppo  di  vincoli  rappresentati  da  più  equazioni,  un 
solo  vincolo  sempliu  rappresentato  dall'unica  equazione  (12)  e  le  forze  applicate  ai  sìn- 
goli punti  del  sistema  sono  le  stesse. 

Dal  punto  di  vista  meccanico,  è  importante  di  vedere  come  si  possa  attuare  il 
vincolo  rappresentato  dall'equazione  (12),  mediante  un  filo  flessibile  e  inestendibile 
lungo  il  quale  possano  scorrere  liberamente  i  punti  del  sistema  e  che,  se  è  in  equili- 
brio, abbia  dapertutto  la  stessa  tensione.  Ma  siccome  questa  ricerca  forma  precisamente 
l'oggetto  della  Memoria  del  Lagrange,  non  ci  soffermeremo  oltre  su  questo  argomento. 
Volevamo  soltanto  mostrare  per  via  di  quali  ragionamenti  il  Lagrange  deve  esser 
stato  condotto  a  ritrovare  la  legge  che  regola  la  distribuzione  delle  forze  in  equilibrio 
sopra  un  sistema  vincolato,  e  come  il  fondamento  di  tali  ragionamenti  si  ritrovi  nella 
classica  Memoria  del  Poinsot. 

37.  La  ricerca  del  Lagrange  *)  può  essere  seguita  come  appresso. 
Supponiamo  di  aver  stabilito  che  un  legame  analitico  fra  le  coordinate  di  un  punto, 
rappresenuto  dall'equazione  /(x,  jf,  ;()  =  o,  equivalga  dal  punto  di  vista  meccanico, 
ad  una  forza  le  componenti  della  quale,  dirette  secondo  gli  assi,  siano  proporzionali 
alle  derivate  prime /'(x), /'(^), /(;()  della  funzione/.  Ora  si  tratti  di  un'equazione 
del  tipo 

f(x,  y,  V,  *.,  y„  K.)^V(^x  -  ay  -{.(j  -  by  +  (x^W 

-{-V(x,-a,y-^(y,-b,y-\-(i,-cJ-d  =  o 

fra  le  coordinate  Jf,  y,  ^  a,  ,  )^, ,  :(,  di  due  punti  M  cà  N.  Il  vincolo  rappresentato 
da  tale  equazione  si  può  meccanicamente  costruire  mediante  un  filo  flessibile  ed  ine- 
stendìbile che  congiunga  M  con  N,  passando  su  due  carrucole  infinitesime  fisse  che 
supporremo  ridotte  a  due  punti  AÇa,  è,  e),  5 (a,,  i, ,  e,);  d  indicherà  la  lunghezza 
del  filo,  escluso  il  tratto  AB.  Riferendoci  al  principio  di  cui  sopra,  potremo  dire  che 
l'azione  del  filo  sul  punto  M  equivale  ad  una  forza  della  quale  le  componenti  secondo 
gli  assi  sono  proporzionali  a  f  (x),  /'  ()f ),  f(jO  e  su  N  tkd  una  forza  di  componenti 
proporzionaB  a  f  (x,),  f(j,\f  (x,). 

Se  il  filo  fosse  avvolto  sulle  carrucole,  in  guisa  che  vi  fossero  m  tratti  di  filo  fra 
M  ed  A  e  n  tratti  fra  N  t  Bj  l'equazione  dipendente  dalla  inestendibilità  del  filo  sa- 
rebbe 
(13)  ?(*,  yi  V  ^.,  y^j  i,)^m^'\'mà,  —  d  =  o, 


•)  Si  può  trovarla  nella  2*  ediz.  della    Théorie    des  fonctions   analytiques  (181 3),  al  cap.  V  della 
3^  Sezione,  e  in  tutte  le  edizioni  successive  di  quesu  opera. 

Mmd,  CSrc  Mmtmm,  PmUrwfg  x.  XXI  (i9od).  — Sumpato  il  30  novembre  1905.  14 
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dove  d  rappresenta  tutta  la  lunghezza  del  filo,  esclusa  la  porzione  AB,  ^  e  à^  indi- 
cano le  distanze  MAtNB  rispettivamente. 

Se  il  sistema  è  in  equilibrio,  la  tensione  T  deve  agire  uniformemente  su  tutto  ü 
filo  ;  quindi  l'azione  di  questo  su  M  sarà  rappresentata  da  una  forza  m  T,  le  compo- 

nenti  della  quale  sono  mT — - — ,  mT^-—- —  e  mT^—- — ,  ossia 

^  ìa  A 

rfC*).         T<f'(y),        TfOO. 
Analogamente,  l'azione  del  filo  su  N  equivale  ad  una  forza  di  componenti 

r?'(*.),      rfo.),      Tç'co 

Qoè  il  vincolo  analitico  9  =  0  produce  nei  punti  M  ed  W  delie  forze  k  com- 
ponenti delle  quali  sono  proporzionali  alle  derivate  prime  della  funzione  9,  prese  ri- 
spetto alle  coordinate  del  punto  ;  inoltre  la  tensione  uniforme  del  filo  rappresenta  il 
coefficiente  di  proporzionalità  e  le  forze  applicate  in  Af  ed  N^  sono  rappresentabili  con 
i  numeri  m  ed  n. 

Quando  il  vincolo  che  collega  i  punti  M  ed  N  sia  dato  dall'equazione 

(14)  F{xj  y,  i;  x^y  y^,  O  =  o, 

dove  F  denota  una  funzione  qualunque  delle  coordinate  dei  due  punti,  si  tratta  di  yt- 
dere  se  questo  vincolo  è  riducibile  al  tipo  (13),  in  guisa  cioè  che,  anche  nel  caso  dd- 
l'equazione  (14),  le  forze  da  applicare  ai  punti  M  ed  N  siano  prodotte  dalla  tensbne 
uniforme  d'un  filo  avvolto  su  due  pob'spasti.  Ora  noi  possiamo  pensare  la  (14)  come 
una  varietà  a  cinque  dimensioni  in  uno  spazio  a  sei  dimensioni,  precisamente  come  la 
(13).  Inoltre,  trattandosi  di  un  sistema  in  equilibrio,  possiamo  limitarci  a  considerare 
le  cose  negl'intorni  dei  punti  M  ed  N;  quindi  basterà  di  trovare  le  condizioni  perchè 
la  varietà  (14)  coincida  con  la  (13),  nella  inunediata  vicinanza  dei  punti  suddetti.  Sot- 
traendo perciò  (i3)e(i4)  dalle  rispettive  equazioni  differenziate,  si  trovano  le  condizioni 

ma  =  F'{x)y         na^  :=  F'(^i)> 
m{J  =  F(:y),         «{J,  =  F(:y.), 

dove  a,  ß,  Y  e  a^ ,  ßj ,  y^  denotano  i  coseni  di  direzione  rispettivi  di  MA  e  NB.  A 
queste  equazioni  dovremo  aggiungere  le  altre 

mA-|-nA,  —  d  =  o. 

Ora,  dovendosi  costruire  i  due  polispasti,  occorrerà  di  determinare  le  direzioni  delle 
forze,  cioè  i  coseni  «,  P,  Y  ^  *i>  Pij  Yi  ^  inoltre  le  quantità  A,  A,,  J,  m  ed  n;  per 
queste  undici  incognite  si  hanno  nove  equazioni. 

Questa  indeterminazione  dipende  dal  fatto  che  noi  possiamo  disporre  a  piacer  no- 
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ro  delle  lunghezze  d  e  A, ,  cioè  delie  posizioni  delle  due  carrucole  fìsse  sulle  direzioni 
t,  p,  Y)  e  (a^ ,  P| ,  Yj).  Dunque,  anche  quando  il  vincolo  sia  rappresentato  dall'equa- 
QDe  affatto  generale  (14),  Teflfetto  meccanico  di  esso,  su  ciascuno  dei  punti,  equivale 
1  una  forza  della  quale  le  componenti  sono  proporzionali  alle  derivate  di  F  rispetto 
le  coordinate  del  punto. 

In  generale,  posta  l'equazione 

15)  ^(^.»  >.»  ^1;  •••;  x^'^jn^  0  =  0, 

:u  le  coordinate  di  n  punti,  noi  possiamo  assimilare,  nella  immediata  vicinanza  di  cia- 
mn  punto,  la  (15)  all'equazione  che  esprime  la  inestendibilità  del  filo  avvolto  lungo  n 
olìspasti,  ciascuno  formato  di  un  conveniente  numero  di  tratti  di  filo.  Ogni  polispasto 
roduce  sul  punto  al  quale  è  applicato  una  forza,  le  componenti  della  quale  sui  tre  assi 
ono  proporzionali  alle  derivate  di  F  rispetto  alle  coordinate  del  punto;  il  coeflSciente 
i  proporzionalità  è  poi  dato  dalla  uniforme  tensione  del  filo. 

Questa  costruzione  si  può  ripetere  per  un  numero  qualunque  di  equazioni  (15). 
l  vincolo  F^  (r  =  I,  2,  . . . ,  *  <  3  w)  produrrà  sul  punto  x.,  )f.,  :(,.,  una  forza  di 
omponenti 

T,FXx^        T.F'Xyd,        T.F'XKd. 
love  T^  rappresenta  la  tensione  lungo  il  filo  che  passa  per  la  successione  dei  polispasti 
ostruiti  col  vincolo  F^  =  o. 

a8.  Abbiamo  veduto  che  l'idea  fondamentale  del  Poinsot,  seguita  dal  Lagrange, 
onsiste  nel  computo  diretto  delle  forze  che  assicurano  l'equilibrio  di  un  sistema,  del 
[uale  i  vincoli  siano  esprimibili  mediante  equazioni  fra  le  coordinate  dei  punti.  Tenute 
ierme  le  notazioni  dei  numeri  precedenti,  abbiamo  trovato  che  le  componenti  della 
orza  X. ,  Y. ,  Z. ,  applicata  al  punto  M.  del  sistema,  devono  avere  le  seguenti  espres- 
ìoni  generali 

16)  <^'  =  ^'ly;+ ' 

doè  a  dire  la  forza  X. ,  Y. ,  Z. ,  applicata  al  punto  M. ,  deve  fare  equilibrio  alla  forza 
proveniente  dai  vincoli  L,  =  o,  . . .  ,  L^  :=  o,  della  quale  le  componenti,  a  parte  il 
;egno,  sono 

La  dimostrazione  del  principio  delle  velocità  virtuali  diventa  allora  una  semplice 
x>nseguenza  della  ricerca,  e  io  potrei  dispensarmi  di  farne  cenno  se,  allontanandomi 
dquanto  dalla  solita  via  di  deduzione,  e  seguendo  i  metodi  del  Poinsot,  non  mi  pre- 
nesse  di  enunciare  le  proprietà  peculiari  dell'equilibrio  in  una  forma  che  è  indipendente 


Vûê  luiâto   iiLtJL 


dalle  considerazioni  di  infinitesimi  e  che  conferisce  nuova  luce  al  principio  fondamen- 
tale della  Sudca. 

Immaginiamo  di  imprimere  ai  punti  del  nostro  sistema  vincolato  ddle  velociti 
qualsiasi,  ma  permesse  dai  vincoli  L^  =  o.  Queste  velocità  dovranno  dunque  soddkfaiv 
alle  equazioni 

donde,  moltiplicando  per  \  e  sommando  rispetto  all'indice  r,  risulta  l'unica  equaziooe 

éi  Î  àt  ^^'  d*,  +  dt  èt^'  dy,  ^  dt  ìéi  'd^j  -  °* 
ovvero,  per  le  (i6). 

Diciamo  P.  la  forza  che  ha  per  componenti  X. ,  Y.^  Z-^t  v^  la  velociti  del  punto 
M.;  la  precedente  equazione  può  ancora  scriversi 

JP,v,cos(P.,  t;.)  =  o. 

immt 

E  allora,  interpretando  questo  risultato,  noi  potremo  dire  che  :  Se  nel  moto  di  un 
sistema  noi  consideriamo  in  un  certo  istante  una  configuracene  condliahik  con  i  vincoli, 
le  for^e  che  in  quella  configurazione  sarebbero  capaci  di  farsi  equilibrio  sul  sistema,  sono 
tali  che  moltiplicate  per  le  proiezioni  delle  velocità  dei  punti  sulle  direzioni  delle  for^t, 
la  somma  di  tutti  quei  prodotti  h  eguale  a  ^^ro. 

Enunciando  nel  modo  classico  il  principio  delle  velocità  virtuali,  si  considerano  iü 
luogo  delle  velocità  dei  punti,  gli  spazi  descritti  da  essi  (velocità  virtuali)  e  quindi  oc- 
corre necessariamente  di  riferirsi  agFinfinitesimi,  giacché,  per  rispettare  i  vincoli,  qu^ 
spazi  debbono  cambiare  continuamente.  Con  l'enunciato  che  precede  s'invocano,  è  vero, 
nozioni  di  movimento,  ma  implicitamente  queste  non  entrano  di  per  sé  quando  si  parla 
di  equilibrio  turbato  e  quando  per  la  dimostrazione  del  secondo  teorema,  che  d'ordinario 
si  fa  per  assurdo,  bisogna  considerare  il  moto  effettivo  del  sistema  ?  L'equazione  lineare 
(i8)  che,  in  virtù  dei  vincoli  imposti,  deve  sempre  sussistere  fra  le  velocità  dei  punti 
del  sistema,  ci  dice  che  nel  caso  di  una  configurazione  di  equilibrio,  quell'equazione 
vale  per  tutti  i  sistemi  di  velocità  che,  in  quella  configurazione,  i  pimti  potrebbero  a- 
vere,  e  quindi  le  forze  debbono  essere  suscettibili  delle  espressioni  (17).  Onde,  come 
osserva  il  PorNsoT,  vi  è  perfetta  equivalenza  fra  il  principio  delle  velocità  virtuali  e  il 
teorema  che  egli  enuncia  nella  sua  celebratissima  Memoria. 

ag.  Termineremo  l'esame  dei  metodi  indiretti  mostrando  come  il  sig.  C.  Neu- 
mann *)  abbia  stabilito  elegantemente  il  teorema  del  PomsoT,  per  quanto  per  via  più 
ricercata. 


*)  C  Neumann,  Ueher  eine  einfache  Methode  xur  Begründung  des  Princips  der  vòrtuetten  yèrrûchm- 
gen  [Matìiematìsche  Annalen,  t  XXVII  (1886),  pp.  502-505]. 
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Si  considera,  come  dì  solito,  un  sistema  di  n  punti  materiali  in  equilibrio  M,, 
M , ,  . . .  9  soggetti  al  vincolo  rappresenuto  dall'equazione 

O9)  /(^i,  Ji,  0  =  0  (»  =  i,  2,  ...,«) 

fra  le  coordinate  dei  punti.  L'equilibrio  non  sarà  turbato  se  immaginiamo  di  fissare 
tiìtd  Î  punti  meno  uno,  ad  esempio  il  punto  M,(jc, ,  ^,,  :(,),  il  quale  si  troverà  in 
equilibrio  sopra  una  superficie,  l'equazione  della  quale  si  ha  dalla  (19)  riguardando  co- 
me costanti  tutte  le  coordinate  meno  quelle  di  M, .  Ma  allora  la  forza  P, ,  che  può 
mantenere  in  equilibrio  il  punto  su  questa  superficie,  avrà  le  sue  componenti  sugli  assi 
coA  espresse 

Ragionando  in  modo  analogo  per  gli  altri  punti,  potremo  dire  che,  in  virtù  del 
vincolo  (19),  l'equilibrio  del  punto  M^  sarà  assicurato  da  una  forza  P.  di  componenti 

Si  tratta  di  provare  che  X,  =  >^  =  ...  =  >, . 

Perciò  concepiamo,  per  un  momento,  che  n  —  2  punti  siano  fissi,  tranne  M,  e 
M^\  allora,  fra  gli  spostamenti  virtuali  possibili  di  questi  due  punti,  in  virtù  dell'equa- 
zione /(x, ,  )?, ,  ;(,  ;  x^ ,  ^^ ,  x,^  =  o,  noi  potremo  considerare  quelli  che  avvengono  su 
due  archetti  infinitesimi  M,  Af,  =^5^  e  MjAf^  =  Sj^,  assimilabili  a  due  ^wide  rettilinee 
rigide  e  che  abbiano  una  stessa  direzione,  individuata  dai  coseni  a,  fi,  y.  Dovrà  perciò 
essere  soddisfatta  la  condizione 

Supporremo  altresì  ^5,  =  Sj^;  i  punti  M,  e  M^  si  muoveranno  dunque  contem- 
poraneamente sulle  due  guide  parallele  rettilinee  M,  M[  e  M ^  Af^ ,  restando  invariato  la 
distania  di  essi,  se  si  ha 

Anzi  la  mobilità  dei  due  punti  non  soffrirà  limitazione  in  questo  spostamento,  se 
immaginiamo  congiunti  M,  e  Af^  con  una  retta  rigida.  Ma  per  l'equilibrio  del  sistema 
costituito  da  questa  retta  rigida  della  quale  gli  estremi,  sollecitati  dalle  forze  P^  q  P^j 
sono  mobili  nel  modo  anzidetto,  deve  esser  nulla  la  somma  delle  componenti  delle 
forze  sulla  comune  direzione  delle  due  guide,  cioè  deve  aversi 

che  può  scriversi,  per  le  (20), 


no  LUCIO    SILLA. 


ossia,  per  la  (21),  si  conclude 


\  =  \. 


In  modo  analogo  si  proverebbe  che  >^  =  X^,  X,  =  a^ ,  . . .  ,  X,  =  X^ ;  cioè  tutte 
le  X  sono  eguali  fra  loro. 

Osserverò  che  nella  dimostrazione  del  Poinsot  T^uagiianza  delle  X  dipendeva  da 
ciò  che,  ammesso  l'equilibrio  del  sistema,  soggetto  al  vincolo  /  =  o,  V eguale  propor» 
[ionalità  delle  forze  si  trasmeueva,  per  cosi  dire,  a  tutti  i  punti  attraverso  la  comune 
base  del  noto  gruppo  di  piramidi  triangolari.  E,  nella  dimostrazione  del  Lagrange,  ^^ 
guaglianza  delle  X  si  rendeva  evidente  dalla  uniforme  tensione  di  un  filo  che  passava 
sui  polispasti  producenti  le  forze  di  equilibrio  nei  punti  del  sistema.  Nel  metodo  del 
sig.  Neumann  il  fauo  meccanico  dell'eguaglianza  delle  X  non  risulta  cosi  limpidamente 
messo  in  luce. 

IV. 

3o.  Nella  prima  parte  di  questa  Memoria  sì  è  riconosciuto  qual  sia  l'indole  delk 
difficoltà  che  occorre  di  affrontare  se  si  vuol  stabilire  una  dimostrazione  generale  dd 
principio  delle  velocità  virtuali,  per  il  caso  dei  sistemi  vincolati. 

Si  può  dire  che,  volendo  fare  una  trattazione  completa  delle  condizioni  di  equili- 
brio d'un  sistema  di  punti  materiali,  quelle  difficoltà  si  presentano  in  due  tempL  Dap- 
prima è  necessario  di  riconoscere  in  qual  modo  si  esercitano  le  reazioni  mutue  o,  al- 
meno, come  possiamo  inmiaginare  che  reagiscano  fra  loro  i  punti,  in  virtù  dei  vincoli 
che  ne  limitano  la  mobilità.  Per  esempio,  se  si  tratta  dei  liquidi,  noi  concepiamo  che 
fra  le  particelle  del  fluido  si  producono  delle  forze  che  si  oppongono  al  vicendevole  rav- 
vicinamento; quindi  una  configurazione  del  liquido  conciliabile  con  la  natura  del  vincolo, 
cioè  con  la  incompressibilità,  deve  conservare  necessariamente  invariato  il  volume  del 
corpo.  Nel  caso  d'un  filo  flessibile  ed  inestendibile  noi  ammettiamo  che  le  reazioni  agi- 
scano in  guisa  da  opporsi  ad  un  aumento  di  lunghezza,  anche  nelle  parti  infinitesime 
del  filo,  mentre  nei  corpi  rigidi  le  reazioni  devono  opporsi  tanto  all'aUontanamento 
quanto  all'avvicinamento  di  due  particelle  qualsiasi.  E  bisognerebbe  anche  accennare  ad 
altre  condizioni  geometriche  che  si  devono  supporre  essenzialmente  verificate  per  la  va- 
lidità dei  nostri  ragionamenti,  per  esempio  quella  d'un  reale  contatto  fra  due  corpi  rigidi 
l'uno  appoggiato  all'altro.  Nel  caso  dei  liquidi  in  equilibrio,  è  noto  che  noi  non  possiamo 
assimilare  un  tal  sistema  ad  un  aggregato  di  particelle  che  reagiscono  in  guisa  da  im- 
pedire la  compressione,  precisamente  come  per  effetto  del  contatto  reagiscono  un  insi^ 
me  di  particelle  rigide,  perchè  le  ipotesi  che  facciamo  sulla  costituzione  dei  liquidi  d 
conducono  invece  ad  ammettere  che  non  esiste  un  contatto  geometrico  fra  le  particelle 
del  fluido. 

Ma  supposto  di  avere  o  con  i  risultati  dell'esperienza,  o  con  ipotesi  altrettanto 
giustificabili,  stabilito  esattamente  la  natura  dei  vincoli  d'un  certo  sistema,  rimangono 
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dcfiznm  it  ràsLncan  ira  k  coixqioncnti  dcHo  sj\VîtAnicnn>  |^ù^  >^"ìw.1K^  \\\A  \>m  jv  osn^ 
aiflnle  can  i  snoî  'tgfgTny  àopo  dì  che  si  sä  coiììc  hÌN\y«A  piwwUix^   |Vi   W  om^\^mìii^ 

d  rw^nmt^trn   dcBc  ioTTt  Aztt    È   COSÌ   chc   «Oì    riuSvÌ;^tì>0  ,in.lli\ÌvMniOìMV   M\   Oì^pviiìUMX*  l.i 

icompressibiHtà  dd  Hquidi  o  la  incstcnJiWHü  dei  lìH,  nì<sli.iiuv  ni^yioni  diflriv<^yi;ilì 
ra  k  vanaxàani  delle  coordinate  di  un  punto«  ìntt^no  ;^l  quello  m  iniin.i^^iu;^  \\'\  ,\\v\ 
nlau  ima  panìcdla  del  corpo  in  equilibrio. 

Però  si  è  gii  nouto  che,  con  tali  metodi  di  rìcoiviu  !<i  oticn^^no  \\v\\v  \\\\\\\\'^\\:\ 
âoni  per  tale  o  tale  altro  sistema;  ma  volendo  |H)Ì  applìr.nc  il  principio  \Mk*  yvWM 
rìrtuali  ad  una  nuova  categorìa  di  sistemi,  o  hìno^tiii   itinmrttnv  \\\\v\   piinilpio  xiwwv 
in  postulato  o  provvedersi  di  una  nuova  dimoHtni/.ionr.  (^\iollo  ili  mtMlniiti'  \\\\\\  \mv 
rhina  al  corpo,  rìducendosi  poi  alle  solite  propricti\   dclhi  Irvit,   inin   pniS  riiM<:ii|iM:Hnl 
xnne  un  metodo  che  esaurisca  tutti  i  casi  e,  d'altronde,  (Uulu*  tiri  nifil  più  qfinpDi)«  (mI 
sembra  il  meno  adatto  a  mettere  in  evidenza  le  proprietà  (l^l^((pllli^^lM,   (Ik*  «ihiim  ti 
poste  nel  princìpio  delle  velocità  virtuali.  La  via  tracci;Ua  M    Vnìt^f^m  ()é>tttli^;i  MtfrMM 
la  più  lumiiiosa,  sia  per  la  perfetu  equivalenza  di  quei  tnctodi  d)  tk^nn  vnì  pfJMr)pÌM 
fondamentale  dcH'eqnuìbrìo,  sa  perchè  œn  cani  ni  arriv;i  ;i  tcwUr^ì  \u\hiv.vnHi^h  f.-i^intt»- 
ddk  drooaame  ist  ^îrcù  deOe  quali  Tcquilthrio  $u<;AÌMCf  e  m  atiiumwih  nUrt^*^  ttitw 
qudle  drooaaaae  h  ôufmduino.  Ma  noi  abbiamo  riaftUìiK'wìfy  (h<^  i  wHfnh  tM  Vni^ivit 
a  ^pfBcMao>  sd  jbxsl  caaegoria  limitata,  per  quanto  import^intf,  di  <;ì<;f^rrM. 

3l.  Canut  ni  ci  osservato  dal  Lafiack,  nella  Mcanmat  reU-^tt,  ^  flì\  ì'ftr.pup, 
nella  MtsncxsL  filila.  Statica,  in  cuae  le  qui.^ryni  di  C(]n'ù\r*T'ut,  ''pMlurKpi^  svirr^r  ì  nnrfth 
±c  -«y^g^wiT  ainxa  tm  sisoema  di  punti,  si  pu4^>  lejcittimarrt^r»r/t  -»mm^fr^^-r^  rK/«  1^  r/urtù 
n  i  -pnxcL  ATcnipno  secondo  le  congiuniçenti  i  punti  '!'»c  ^  d*^  -'»,  '|iMor/r  ^a^n^'f,  --h^ 
pxse  jBÓm  sianD  iraiiime.  Ln  stesso  PotnVìT  non  rrov;>  nuiU  d^  oKS-.^t-rir^  .1  -l/f 
dae  dçt  jâKBixz.  jna  «de  ii  îXÇfiuma  e,  a  parre  i  ^?y/*,mi  -he  ^.çr\\  -j^à  -^»r.sl'ir^r»,  .;i  - 
râm..  Mdfc  Tenesse  kila  :»ua  Memoria,  v:he  e^ii  rrv/i  ir^n-c  v>ndi/ion^  aj^nor p*-  /^  n<^ 
r  .'.«nSbno  ii  m  àstema  qualunque,  la  p^A^wibiliu  li  ^€'A/^c^^frf''.  »f*  iV,r//* 
jimit  -a  ittre  iue  i  lue  eguali  ed  oppo««Ä,  lirerri^  vï^v-^ndo  ìp  in«^'^  1^11^ 
5  ;intcet)be  -xsacrvare  chc  «  due  p»mc  materiali  A  ^  Ä  v^.nry  -o-isrl  nti 
ik  nf  4»  ine-.  Ta»a  .^onra  ma  ;:)iiieggia  ri&sa  D.  i'lrinnc  r.vioror;i  l«»i  tu/»  ^inti  ;^.i/> 
mir.  enar  lixcna.  >cexmao  '.a  :ongiungente  AB.  M'a  <»ipoo«;tr>  !»  oi»Ìf»*>i^'f  ;'t\n*x*  ifi  m 
■').  i  luaie  rea^Lsca  su  -■/  e  Ä.  .^izione  :iiiu»w  li  iius^i  •  v*nM  rfi//- 
-  iwrene  .uni^  .e  iue  rene  AO  *  OH.  Moi  lorn^mn-jo  »Tiro/.  iuorK)-'" 
Baro  X  lapacuidacift  :u<  rorzc  eguali  ed  <")ooo"5te  iJle  3rc«ioni  :V  7<;v>  -,»iKi^v  y**- 
ifitSDL  :eàt.'\jrm  inpttcaie  :n  .:*  e  A  e  saremmo  ìemore  -ia-jnfioni    id  »-/ioni  -r^fìiin^/» 

râ  nr  imtem  :arKiue  luila  seguente  ipotesi,  Ula  luaie  u  -ir>rJrr«nno  -ni/n  tcrin 
nomai':  ..-v  .HA  in  ^u>roo  qualunque  in  »uiiibno,  ^  >in«ti*?rumo  !*»#»  vmtî  w<  - 
)S!  iet-  livna  •  d«ìmtk>  rïssf  trovirsi  separatamente  .n  :siuiiibno.  'i7ion#»  mitio  vi  ?•"* 
■Bac-  :flB«»ru   ..s»  '.antra  nartîcoiare  dei  sistema,   Muivaiga   i   m*^    or^^r  y   •,!  ,/'  -./ì  tu 
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ed  opposte,  agenti  sulla  congìungente  MM'  i  due  punti.  Si  vedrà  dal  s^uito  dd  ra- 
gionamento che  non  è  necessario  di  ricorrere  alla  considerazione  di  due  punti  qualun- 
que; basterà  supporre  che  si  possano  sempre  ammettere  esistenti  azioni  retiUinu  frai 
punti  del  sistema. 

Inoltre,  d'ora  innanzi,  parlando  di  spostamenti  virtuali  conciliabili  con  i  vincoli, 
io  non  seguirò  la  distinzione  ordinaria  di  spostamenti  invertibili  e  non  invertibili;  di- 
stinguerò soltanto  gli  spostamenti  virtuali  in  spostamenti  normali  alle  reazioni  dei  vin- 
coli e  in  spostamenti  non  normali.  Questa  distinzione,  comodissima  nei  ragionamenti 
che  seguono,  non  contraddice  ai  risultati  già  noti  e  non  toglie  generalità  alle  nostre 
conclusioni. 

Tornando  ai  nostri  punti  M  ed  M\  che  consideriamo  isolatamente  nell'equilibrio 
del  corpo,  se  P  è  la  risultante  delle  forze  applicate  in  Af,  e  P'  la  risultante  delle  forze 
applicate  in  M',  le  forze  P  e  P'  devono  necessariamente  essere  ^uali  ed  opposte  e 
dirette  secondo  la  MM';  dippiù  se,  per  la  natura  dei  vincoli,  le  R  td  R'  tendono  a 
far  allontanare  M  da  M ',  cioè  tendono  ad  aumentare  la  distanza  M  M'y  le  forze  P  e  P 
devono  tendere  ad  avvicinare  M  ed  M',  cioè  a  diminuire  la  distanza  MM',  e  viceversa. 
Dunque  condizione  necessaria  di  equilibrio  è  che  se  le  forze  R  ed  R'  tendono  ad  au- 
mentare MM'j  qualunque  sia  lo  spostamento  virtuale  impresso  al  sistema,  MAT  non 
diminuisca  mentre  le  forze  P  e  F  tendono  precisamente  a  far  diminuire  quella  distanza. 
In  tal  caso  quindi,  per  uno  spostamento  conciliabile  con  i  vincoli,  MM'  o  non  cambia 
di  lunghezza  o  cresce,  epperò  il  momento  delle  R  e  R'  non  può  essere  n^ativo,  e  il 
momento  delle  P,  P'  non  può  essere  positivo  *).  Cosi,  a  proposito  dei  liquidi  in  equi- 
librio, il  Fourier  osservò  che  qualunque  sia  lo  spostamento  virtuale  impresso  al  fluido, 
la  distanza  di  due  particelle  M  ed  Af'  non  deve  diminuire,  per  l'incompressibilità  pre- 
supposta; d'altronde  le  forze  che  si  oppongono  alla  compressione  tendono  ad  aumen- 
tare la  distanza  MM'  ;  segue  che  la  somma  dei  momenti  delle  sole  forze  di  resistenza 
non  può  essere  in  nessun  caso  negativa. 

In  modo  del  tutto  analogo  si  riconosce  che  st  R  td  R'  agiscono  in  modo  che  la 
distanza  MM'  tende  a  diminuire,  gli  spostamenti  conciliabili  con  i  vincoli  sono  quelli 
per  i  quali  MM'  non  varia  o  diminuisce,  cioè  il  momento  di  R  ed  R'  non  può  nep- 
pure in  questo  caso  essere  negativo  e  di  conseguenza  il  momento  delle  forze  P  e  P 
non  può  esser  mai  positivo. 

E  se  ripetiamo  questo  ragionamento  per  tutti  i  punti  del  sistema,  indicando  con 
^P^p  il  momento  totale  delle  forze  applicate  e  con  ^Ä^r  il  momento  totale  ddle 
reazioni,  concluderemo  che,  supposto  V equilibrio,  ^P^P  ^^n  può  esser  mai  positiva  e 
^R^r  mai  negativa.  ^ 


*)  Noi  facciamo  la  seguente  convenzione:  se  due  forze  eguali  ed  opposte  agiscono  sulla  stessa 

retta,  considerata  in  valore  assoluto  la  comune  intensità  di  esse,  attribuiremo  alle  due  forze  il  segno  -^ 
se  esse  tendono  a  stirare  la  retta,  e  il  segno  —  nel  caso  opposto. 
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Ora  riflettiamo  che,  nell'equilibrio  generale  del  sistema,  ogni  singolo  punto  è  in 
iquilibrìo  sotto  l'azione  delle  forze  date  e  dei  vincoli;  deve  perciò  sussistere  l'equazione 

jualunque  siano  gli  spostamenti  virtuali  impressi  al  sistema. 

Ma  per  spostamenti  normali  è  ^J?Xr  =  o,  quindi  sarà  ^PX/>  =  o.  Per  spo- 
stamenti non  normali,  conciliabili  con  i  vincoli,  si  è  visto  che  y^i?Xr>o,  in  quanto 
^gni  elemento  della  sommatoria  è  positivo;  quindi  ^P^p  <Co. 

U  primo  teorema  fondamentale  è  cosi  dimostrato. 

32.  Dimostreremo  il  secondo  teorema  fondamentale,  fondandoci  sopra  un  principio 
ovvio  di  movimento  e  cioè:  Se  un  corpo  attualmente  in  quiete,  comunque  vincolato, 
prende  a  muoversi  sotto  l'azione  di  date  forze,  una  sola  parte  del  lavoro  delle  forze 
serve  a  distruggere  le  resistenze  dei  vincoli,  mentre  l'altra  parte  è  spesa  a  produrre  il 
movimento  del  sistema. 

Supponiamo  dunque  che  certe  forze  P,  per  le  quali  ^P^p  ^  o  producano,  se 
pure  è  possibile,  il  moto  del  corpo,  e  lo  spostamento  subito  dai  punti  sia  uno  di  quelli 
permessi  dai  vincoli.  Per  tale  spostamento  effettivo  dovrà  aversi 

XPdp  +  XRdr>o. 
Ora  si  tratti  di  spostamenti  normali:   ma  m  tal  caso  ^Rdr  =  o^  quindi  si  avrebbe 
^Pd/>  >  o,  contrariamente  all'ipotesi  fatta. 

Se  si  tratta  di  spostamenti  non  normali  distingueremo  due  casi:  oè  ^Rdr  <^o 
o  è  J_Rdr>o. 

Se  è  ^Rdr  <COj  dovrà  risultare  ^Pdp^  o^  ciò  che  è  ancora  contrario  all'i- 
potesi ammessa.  Vediamo  dunque  se  può  essere  ^i?tir  >  o.  In  tal  caso,  essendo 
però  X  Pdp  <;  o,  dovrà  aversi 

\TRdr\>\^Pdp\', 

cioè  a  dire  tutto  il  lavoro  delle  forze  sarebbe  distrutto  dalle  reazioni  dei  vincoli  e  il 
moto  del  corpo  non  avverrebbe  per  effetto  delle  forze  date;  ciò  che  è  in  opposizione 
al  principio  da  noi  ammesso. 

33.  Credo  utile  di  aggiungere  ancora  un'osservazione  in  riguardo  al  principio  da 
me  invocato  per  dimostrare  il  secondo  teorema,  ossia  quello  che,  ordinariamente,  è  detto 
teorema  reciproco.  Quel  teorema  si  dimostra  o  per  assurdo  o,  come  ha  fatto  il  Fourier, 
provando  direttamente,  con  una  certa  macchina,  che,  per  effetto  delle  sole  forze  date, 
il  sistema  non  può  subire  uno  spostamento  pel  quale  il  momento  delle  forze  sia  nullo 
o  negativo.  Ma  qualunque  via  si  segua  è  necessario  di  ricorrere  a  principi  di  movimento  ; 
negando  l'equilibrio  e  ammesso  il  moto,  l'assurdo  non  può  nascere  che  in  opposizione 
ad  un  principio  riconosciuto  di  Dinamica.  Quindi  e  che  se  si  vuol  restare  rigorosamente 
nel  dominio  della  Statica,  i  ragionamenti  che  si  fanno  riescono  sempre  piuttosto  oscur^ 

Rmi.  Circ.  MtUtm.  Fmletmo,  tomo  XXI  (1906).  —  Stampato  l'ii  dicembre  1905.  ** 
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e,  d'altra  parte,  una  ciitìca  accurata  di  quei  ragionamenti,  mostrerebbe  che  alla  fine  un 
principio  di  movimento  è  stato  invocato. 

Nel  Cours  de  Mécanique  del  Cellérier,  ad  esempio,  si  ofire  una  dimostrazknie 
del  secondo  teorema  nello  sviluppo  della  dinamica,  come  un  corollario  del  prìnd- 
pio  delle  forze  vive.  Immaginiamo  che  sia  ^^P^p  =  o  e,  tuttavia,  il  corpo  prenda 
a  muoversi  e  subisca  uno  spostamento  invertibile;  il  punto  Af  del  corpo  percorra,  nel 
primo  tempuscolo,  lo  spazio  MM\  Supponiamo  ora  di  far  agire  sul  corpo,  okre  aDa 
forza  P,  una  forza  addizionale  F,  applicata  in  M  e  direttamente  opposu  ad  Af  Af  ;  se 
F  è  abbastanza  piccola,  il  moto  continuerà  a  verificarsi  ndk  condiâoni  presupposte, 
differendo  solo  di  tanto  poco  quanto  ne  piace  dal  moto  primitivo.  Lo  spostamento 
Af  Af"  di  Af  diflferirà  quindi  di  poco  da  Af  Af'  e  farà  un  angcdo  ottuso  con  la  forza 
Fy  il  lavoro  della  quale  sarà  perciò  negativo.  Si  conclude  che  il  lavoro  totale  defie 
forze  P  e  della  forza  F  sard>be  n^atìvo  e  dovrebbe  eguagliare  l'incremento  ddla  fona 
viva;  ciò  che  è  assurdo. 

NeUa  mia  dimostrazione,  io  mi  sono  contentato  di  invocare  un  prìndpio  di  nKXo 
abbastanza  intuitivo,  senza  ricorrere  ad  una  parte  più  rìposu  della  dinamira,  qual  è 
quella  nella  quale  d  tratta  del  principio  delle  forze  vive. 

Roma,  3  Agosto  1905. 

L.    SlLLA. 


DIFFERENTIAL  LNTARUXTS  OF  A  PLANE  AND  OF  CUKXES 
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I.  In  a  ooupk  of  memoirs  published  elsewhere  *),  I  have  discussed  the  differen- 
dal  invariants,  (i)  of  a  surface  and  of  curves  upon  the  surface,  and  (ii)  of  ordinary 
space  and  of  surfaces  and  curves  in  that  space.  The  method  adopted  is  an  application 
of  Lie's  theory  of  continuous  groups  and  is  a  modification  of  a  development  **)  due 
to  Professor  Zorawski.  The  objea  of  the  present  note  is  to  illustrate  the  method,  by 
using  it  to  obtain  the  differential  invariants  of  a  plane  and  of  curves  in  the  plane. 

The  coordinates  of  a  point  are  denoted  by  -v  and  y  ;  and  we  take  two  indepen- 
dent variables  u  and  r,  being  functions  of  x  and  y.  Conversely,  x  and  y  are  two  in- 
dependent (unctions  of  u  and  v.  It  is  not  assumed  that  the  curves  u  =:  constant, 
V  =  constant,  are  orthogonal  to  one  another. 

The  only  fundamental  magnimdes  that  are  intrinsic  to  the  plane  are  a,  hy  by 
where 

dudv  ^^  dudv* 
evidently  the  element  of  arc  in  the  plane  is  given  by 

ds"  =  dx'  +  dy'  =  adu'  +  ihdtidv  +  bdv\ 


We  also  have 


Ld(tt,  t')  J 


using  /  to  denote  the  Jacobian  of  x  and  y. 

We  are  to  be  concerned  with  curves  in  the  plane  :   any  such  curve  will  be  de- 
noted by 

f  (uy  v)  =  constant, 

where  the  value  of  the  constant  is  immaterial. 


•)  Phil.  Trans.,  voL  CCI  (1903),  pp.  J29-402;  ib.,  vol.  CCI!  (190J),  pp.  277-33}. 
•^  Acu  Math.,  voL  XVI  (1893),  pp.  1-64. 
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2.  A  quantity  /  is  defined  to  be  a  differential  invariant  when,  if  the  same  func- 
tion /'  of  new  independent  variables  u'  and  v'  is  formed,  the  relation 

is  satisfied  identically,  where  (for  our  purposes)  (a  is  a  positive  whole  number  inclu- 
ding zero,  and  where 

d(«,  v) 
When  ft  is  different  from  zero,  /  is  a  relative  invariant  ;  when  j*  is  zero,  /  is  an  ab- 
solute invariant.  Obviously  /  is  a  relative  invariant  :  we  have 

/  =  "/'. 

The  arguments  that  can  occur  in  a  differential  invariant  are,  firstly,  a,  /?,  i,  and 
their  derivatives  with  regard  to  u  and  v  up  to  any  order,  say  p —  i;  and,  secondly, 
the  derivatives  of  9  with  regard  to  ü  and  v  (but  not  9  itself)  up  to  order  p.  In  order 
to  express  the  derivatives  of  any  quantity  0,  we  write 

_  y-^e 

{òr  all  valued  of  \l  and  v. 

3.  The  process  of  obtaining  invariants  is  as  follows.  By  a  theorem  due  to  Lie, 
we  know  that  the  infinitesimal  transformations  of  a  continuous  group  suflSce  to  deter- 
mine the  group,  and  therefore  we  take  account  only  of  the  increments  of  the  argu- 
ments due  to  these  infinitesimal  variations.  We  take  these  variations  in  the  form 

u'  =  u-^ldtj        t;'  =  V  +  ti^^, 
where  Ç  and  tq  are  independent  arbitrary  functions  of  u  and  Vj  and  rfMs  an  arbitrary 
infinitesimal  that  does  not  involve  u  or  v:  and  then,  retaining  only  the  first   powers 
of  dt  as  usual,  we  have 

Proceeding  to  obtain  the  increments  of  the  quantities  that  can  occur  in  a  diffe- 
rential invariant,  we  find  the  following: 

If-  =  ZZ'(  T  )  (  "  )  [*-— '.-'^"  +  "—',.+.-. ^"] 

+  2  ZZ  (  7  )  (  I  )  [*«-'.— ^'^■.'  +  *— r.-.^'r-^.,.]» 

-%"  =  ZZ'(  7  )  (  "  ) [K.,.r,.-X.  +  h .-.'.J 

+  2  ZZ  (  7  )  (    "   )  t*-^-.  ^'..-  +  K.r.n-.-^r,..^ 
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holding  for  all  values  of  m  and  n.  The  summation  2[X'  ^  f*^^  ^  values  of  r  from 
o  to  m  and  of  5  from  o  to  n,  excluding  simultaneous  zero  values;  the  summation  XX 
is  for  the  same  values  of  r  and  of  j,  including  simultaneous  zero  values. 
4.  These  increments  are  substituted  in  the  equation 

which  defines  the  invariants  :  the  quantities  are  expanded  in  powers  of  d  /,  and  only 
the  first  power  of  dt  is  retained,  so  that 

where  the  summation  extends  over  all  the  arguments  ;^  that  occur  in/.  This  equation 
is  to  be  satisfied  for  all  values  of  the  arbitrary  quantities  ^  and  y);  and  therefore  the 
aggr^ate  coefficients  of  each  of  the  derivatives  of  these  two  quantities  must  vanish. 
We  thus  obtain  a  series  of  partial  differential  equations.  Two  of  these  have  the  form 

./=ii[(».+^)«„^.+(«.+.)»..^+«»„^+».„^j. 
./=ii[»«..^+(«+.)*..^+(»+^)»„^+».„^], 

where  the  summation  is  for  all  values  of  m  and  of  n,  including  simultaneous  zeros; 
and  the  rest  are 

^df    d    id7i\ 


for  all  values  of  f  and  s  except  r,  5  =  o,  o;  i,  o;  o,  i.  The  first  two  of  these  equa- 
tions we  replace  by  the  equivalent  equations 

(o  =  ZZr(^  — «  +  2)a^.-^  +  (m  — n)/;^.-^+(m  — n  — 2)i^, 

ATTN  Ì  L»  Mil  MM  Iflfl 

(nD.,/=ll[(»+,+4..£+*„3|-+»..5|-)+(»+,>„4y. 

From  the  general  theory  of  continuous  groups  we  know  that  any  function  /,  which 
satisfies  these  equations,  possesses  the  property  represented  by  the  definition 

The  equations,  included  in  the  aggregate  (I)  and  (II),  are  homogeneous  and  linear 
in  the  derivatives  of/;  and  they  arc  a  complete  Jacobian  system.  The  equation  (IH) 
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is  a  quasi-homogeneous  equation  ;  when  an  integral  of  (I)  and  (H)  of  appropriate  t)rpe 
is  chosen,  the  equation  (III)  determines  the  value  of  [l  to  be  associated  with  that  in- 
tegral. 

5.  To  render  the  equations  more  precise,  let  it  be  required  to  obtain  die  number 
of  invariants,  algebraically  independent  of  one  another,  which  involve  derivatives  of 
up  to  order  p  and  derivatives  of  a,  Ä,  i,  up  to  order  p — i.  The  number  of  deriva- 
tives of  (f  (excluding  <p  itself)  which  can  occur  is 

2  +  3+  •••  +(P  +  i) 

=  tP(P  +  3); 

the  number  of  derivatives  of  a,  h,  b  (including  a,  h,  b,  themselves)  which  can  occur  is 

3(i+2-j !-/>) 

and  therefore  the  total  number  of  arguments  which  can  occur  in  the  invariant  /  is 

t/>0>  + 3) +  !/>(/>  + 1) 
=  2p'  +  3^ 

The  total  number  of  equations  in  the  complete  Jacobian  system  made  up  of  (I)  and 
(H)  is  less,  by  unity,  than  the  total  number  of  derivatives  of  $  and  n  (excluding  I 
and  71  themselves)  up  to  order  p  :  hence  it  is 

2[2  +  3+---.+  (P+l)]-I 

Consequently,  there  are 

2p'  +  3p  —  \P(P  +  3)—il 
that  IS, 

invariants  algebraically  independent  of  one  another.  Each  of  these  has  its  appropriate 
value  of  [l;  and  /  is  one  of  them,  its  value  of  (i.  being  unity.  Hence 

is  an  absolute  invariant  ;  and  therefore  there  are  />'  absolute  invariants  which  involve 
derivatives  of  (f  up  to  order  p  and  are  algebraically  independent  of  one  another. 

6.  We  next  have  to  consider  what  are  the  geometrical  quantities  available  for  the 
expression  of  absolute  invariants.  Dealing  first  with  only  a  single  curve 

<f(Uy  v)  =  constant, 

let  dn  denote  an  element  of  direction  along  the  normal  at  any  point,  and  write 

Then  the  simplest  geometrical  quantities  of  an  invariantive  kind  are  C  and  p,  the 
radius  of  curvature:  in  addition  to  these,  there  will  be  their  derivatives.  We  shall  as- 
sume these  derivatives  taken  along  the  tangent  and  along  the  normal. 
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Now  C  is  a  differential  quantity  of  the  first  order,  and  p  is  a  differential  quan- 
tity of  the  second  order;  in  connection  with  the  preceding  absolute  invariants,  we  take 
derivatives  of  C  of  all  orders  up  to  p  —  i,  and  derivatives  of  p  of  all  orders  up  to 
p  —  2;  and  the  total  number  of  quantities  thus  available  is 

=  P% 
being  exactly  the  same  in  number  as  the  aggregate  of  algebraically  independent  abso- 
lute invariants  up  to  the  same  order.  Hence  aU  the  geometrical  quantities  are  indepen- 
dent of  one  another  :  and  therefore  there  are  no  relations  among  the  geometrical  ma- 
gnitude among  the  quantities  C,  p,  and  their  derivatives,  common  to  all  curves  in  the 
plane. 

This  result  differs  from  the  geometry  of  curves  upon  a  curved  surface  and  from 
the  geometry  of  surfaces  in  space  *). 

7.  The  actual  calculation  of  the  absolute  invariants  from  the  partial  differential 
equations  which  they  satisfy  can  be  considerably  abbreviated  at  a  particular  stage. 

Dealing,  for  example,  with  the  case  in  which  />  =  2,  so  that  we  have  derivatives 
of  f  of  the  second  order,  we  have  eight  equations  in  the  set  (I).  Six  of  these  arise 
through  the  vanishing  of  Ç,^,  $„,  Ç^,,  tq^^,  y)„,  y)^,  in  §  4:  they  are 

V  "•lo  ^  "10  ^  Tao 

v*oi  ^"10  ^  'ox  ^10  *^Tii 

^  "01  ^  *^oi  ^  Yoa 

.  8/    .   .  d/    ,        df 

^     10  ^  "10  ^  Tao 

V  '•01  ^     10  ^  ''01  ^  *^io  ^  Tii 

These  six  equations  are  satisfied  by 

f=a,h,  b,    9„,,  9,„,    A,  H,  B, 
where 


*)  See  the  two  memoirs  quoted  at  the  beginning  of  this  Note. 
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any  function  of  these  eight  quantities  will  satisfy  the  foregoing  six  equations.  We  re- 
quire such  combinations  of  them  as  will  satisfy  the  remaining  equations. 

The  two  remaining  equations  in  (I)  arise  out  of  the  coefficients  of  ^^^  and  '/\^^: 
they  are  respectively 

Now  /  is  to  be  a  function  of  a,  h,  h,  9^,,  9,^,  A,  H,  B:  hence,  as 

A,  a  =  o,  \a  =  2h, 

à,b  =  2hf  A,*  =  o, 

A,^  =  o,  \^A  =  2H, 

ä,H^A,  à,H=B, 

X,B  =  2H,         4,B  =  o, 

the  two  equations  become 

and  equation  (II),  similarly  transformed»  becomes 

These  three  equations  are  characteristic  of  the  invariants  and    covariants  of  the  two 
binary  forms 

(«,  ^  H  ?o. ,  -  9J%        (A  H,  5  U  9„ ,  -^  <f,y  : 
and  therefore  the  required  solutions  of  the  equations  are  provided  by  any  algebraically 
complete  aggregate  of  those  invariants  and  covariants.  Such  an  aggregate  can  be  taken 
in  the  form  : 
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P  =  ab-b% 

A  =(«>*.*  5  ?o.. —?,.)'. 

I^  =  iaH-hA,   aB-bA,   hB-bH\ii,^,   -O', 
J^  =  aB-^2bH-\'bA. 
Another  invariant  is  given  by  AB  —  W:  but  as 

iM-p,-rn  =  px^B-H'), 

it  is  ex{»re$sible  in  terms  of  the  others.  It  is  better,  for  the  sake  of  geometrical  inter- 
pretation, to  selea  invariants  and  covariants  which  do  not  involve  Aj  if,  £  to  a  degree 
higher  than  the  first. 

8.  The  equation  (III)  for  the  determination  of  \jl  must  be  similarly  modified:  it 
becomes 

When  we  take  the  quantities  in  the  succession 

J  y    ^i>     ^29    ^}y    \i 

and  substitute  in  this  modified  equation,  we  find  the  respective  values  of  (a  to  be 

2,     2,    4,     5,    4. 
Hence  ^fce  absolute  invariants  are  the  four  quantities 

7*  '    /*  '    y  '   7"  ' 

being  the  correa  number,  for  p  =  2. 

g.  The  geometrical  significance  of  these  invariants  can  be  obtained  in  several  ways  : 
one  of  the  simplest  is  the  following.  The  invariants  remain  absolutely  unaltered  in 
value  whatever  changes  be  made  in  the  variable^:  thus  their  values  with  u  and  v  as 
variables  are  the  same  as  their  values  with  x  and  y  as  variables.  When  x  and  y  are 
variables  let 

f(xy  y)  =  constaitt 

be  the  curve  ç(a,  v)  =  constant,  so  that 

9(^>  v)  =/(x,  yy 

For  this  selection  of  variables,  we  have 

fl  =  I,         Ä  =  o,         ft«=i,        7=1, 

^    =    2/„,  H   =    Zf^yJ  B    =    2fyy. 

Kmtd.  Circ,  Mmtem,  di  FàUrwi;  tomo  XXI  (1906).  —  SumpAto  il  16  geniujo  1906.  16 


122  A.    R.    FORSYTH. 

Thus 

^  =  2  Ca«  -  fyyVJy  "  C/î  "  /J)/.,], 

^  =  2(/«+/„). 

Let  /,  m  denote  the  direction-cosines  of  the  tangent  to  the  curve  at  any  point;   and 
let  /',  w'  denote  the  direction-cosines  of  the  normal  to  the  curve  at  the  same  point. 
Then 

/  m  I 


f    —  -f  -               J.» 
V          m'                 I 

But 

^"          ^'         œ+y^f 

and  therefore 

^  =  JÏÏ=''^'  +  '«%  =  <^+^.: 

/--^/,,         "»-        c^" 

/'-c/.'      -'-c/,- 

Also 

1^  =  ^'Tx  +  '»'^)(^  +^)'^  =  h^^^-  +M/-.  +/^/Jî 

and,  as  usual, 

O 

Q  ''JxxJy  ""~  ^J xyJ *J y  "iJyyJx' 

These  results  at  once  give  the  following  geometrical  interpretations  : 

^4  dC    .     2  ^ 
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where 


the  rate  of  expansion  along  the  normal  to  the  curve. 

IO.  Corresponding  results  up  to  the  same  order  are  similarly  obtainable  when 
two  curves  are  given  in  the  plane  in  a  form 

ç(tt,  t;)  =  constant,        9'(wj  v)  =  constant; 

it  is  unnecessary  to  consider  the  case  of  three  curves 

ç(tt,  v)  =  constant,        ç'(f*,  v)  =  constant,        ?"(<*,  v)  =  constant, 

for  an  identical  relation  connects  ç,  9',  9".  It  wiU  be  sufficient  to  state  the  results  for 
two  curves.  Let 

H'  =  2/^9;.  -  (*^o,  -  ÄU?;o  -  a^K  -  *o?;., 

B'  =  2/^?;,  -  [K2Ä0.  -  *  J  -  hhMo  -  {^K  -  H2*o,  -  *J]?;.; 

and  let 

/;  =  iaH'  ~hA',aB'-  bJ',  hB'  -  bH'  IJ  ?;. ,  -  9'.  J, 
I\  =  aB'  —  2hH'  +  bA', 

F  =  (fl,  Ä,  *  5  9;,,  -  9;„  5  9„,,  -  9,J. 
Then  the  absolute  invariants  for  the  two  curves  can  be  represented  by 

K_ 
/' 

JL      L. 

A      i      iL      i 
/♦'      /♦'      /*'     /*' 


A       ^, 


7"       /" 

or  they  can  be  represented  by  any  similar  (and  equivalent)  aggregate.  Thus  F  could 
be  replaced  by  F^^  where 

owing  to  the  relation 

or  it  could  be  replaced  by 
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owing  to  the  relation 

and  so  for  other  possibilities. 

II.  As  r^ards  the  geometrical  interpretation,  we  retain  the  former  notation  for 
qtiantities  connected  with  the  curve  ff(uj  v)  ^^  constant;  and  we  use  corresponding 
S3m[ibols  for  quantities  connected  with  the  curve  ^'(^  t/)  :^  constant.  Let  ds'  and  dn' 
denote  elements  of  length  in  the  direction  of  the  tangent  and  the  normal  of  the  latter 
curve  respectively;  let 

and  )et  p*  denote  the  tädius  of  ctirvature  of  f'^tonstaut  at  the  point;  and  let  u  de- 
note the  angle  at  which  the  curves  intersect.  Then 

L.      A       A       ^, 
/"     7"'     T'      P 

have  their  former  vtduei;  also 


Ü=2C^'S. 


K 


p 

-»r  =  C  C  cos  «. 

In  terms  of  these  nine  absolute  invariants,  all  other  invariants,  of  the  same  order 
and  belonging  to  the  two  curves,  can  be  expressed. 

Cambridge  (Engl.),  July  t6,  1905. 

A.  R.  Forsyth. 


A  NOTE  ON  SETS  OF  OVERLAPPING  INTERVALS. 
By  W.  H.  Young  (Cambridge,  Engl.)* 


AdilMUIta  4fel  14  novèmbre  i^of. 


A  new  method  of  proving  a  set  to  be  countable  when  each  of  Its  points  is  of 
countable  order  *),  has  lately  been  conmiunicated  by  letter  to  my  wife  by  Dr.  Felix 
BeHnstein;  the  proof  is  being  published  in  the  «  Acta  Mathematica».  This  has  suggested 
to  me  that  the  same  method  may  be  applied  to  prove  a  theorem  with  respect  to  sets 
of  intervak  given  by  me  in  a  former  paper  **).  Bernstein's  method  consists  in  the 
application  of  the  foUowiug  simple  Lemma  and  Corollary  : 

Lemma.  —  If  G  he  a  countable  sei,  any  set  of  intervals  whose  end-points  are  points 
of  G,  is  countable. 

For,  denoting  the  end-points  by  P, ,  P^ ,  ...  and  the  interval  whose  end  points 
are  P,  and  P,  by  (i,  2),  we  may  arrange  these  brackets  in  the  customary  form  of 
a  wedge, 

ih  2)  (I,  3)  (I,  4)  (ï,  5)  . . . 

(2,  3)  (2,  4)  (2,  5)  . . . 

(5,  4)  (3,  5)  . . . 

(4,  5)  . . . 

and  «  count  »  them  in  columns  in  order. 

Corollary.  —  Any  set  of  intervals  whose  end-points  are  rational  is  countable. 

The  following  is  the  proof  of  my  theorem  above  referred  to. 

Theorem.  —  Given  any  set  of  intervals,  overlapping  in  any  manner,  on  a  straight 
line,  a  countable  set  from  among  them  may  be  found  having  the  same  internal  points  ***). 

If  P  be  any  point  of  one  oi  the  intervals  (-4,  5),  there  is  a  rational  point  R 
between  A  and  P,  and  one  R'  between  P  and  B.  Thus  there  is  an  interval  (J?,  U'), 
with  rational  end-points,  containing  P,  and  lying  inside  (-4,  By, 

Hence  the  intervals^  each  of  which  has  rational  end-points  and  is  internal  to  one 


*)  Thsft  is  to  ^y  an  liiDervâl  c«i  be  fouod  contâming  the  point  and  only  a  countable  set  of 
points  of  the  given  set. 

•*)  Overlapping  Intervals  [[Proceed.  London  Mathem.  Society,  XXXV  (1902-1903),  p.  384]. 
***)  An  internal  point  of  a  set  of  inter««IU  is  a  point  kauauk  tt>  at  lettK  one  of  the  intervals. 
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of  the  given  intervals,  contain  as  internal  points  every  point  internal  to  the  given  in- 
tervals. By  the  preceding  corollary  these  intervals  are  countable,  and  may  therefore 
be  denoted  by 

S,,    S^,    Xj,     ... 

Take  an  interval  of  the  given  set  containing  X^ ,  and  denote  it  by  d^ ,  Let  the 
first  of  the  S's  not  contained  in  d^  be  S..  Take  an  interval  of  the  given  set  containing 
ii.  and  denote  it  by  d^;  and  so  on.  We  thus  get  a  countable  set  of  the  given  inter- 
vals, containing  every  internal  point  of  the  S's,  and  therefore  of  the  given  set,  as  in- 
ternal points.  On  the  other  hand  the  ^Ts  being  intervals  of  the  given  set,  every  point 
internal  to  them  is  internal  to  the  given  set.  Thus  the  intervals  i^ ,  J, ,  ...  satisfy 
the  requirements.  q.  e.  d. 

It  may  be  remarked  that  the  following  has  been  incidentally  proved  : 

Given  any  set  of  intervals,  a  countable  set  of  intervals  with  the  same  internal  points 
can  be  found,  the  end-points  of  these  intervals  being  rational  (or  belonging  to  any  con- 
venient set  dense  everywhere). 

The  proof  above  given  is  considerably  shorter  than  that  originally  given.  The 
method  too,  as  Dr.  Bernstein  points  out,  possesses  the  further  advantage  that  it  can 
be  extended  to  prove  the  generalised  theorem  in  which  r^ons  in  space  of  any  num- 
ber of  dimensions  take  the  place  of  the  intervals.  It  is  only  necessary  to  take,  instead 
of  intervals,  triangles  in  the  plane,  or  (n  -j-  i)-hedra  in  space  of  n-dimensions.  By  in- 
duction it  follows  that  the  number  of  such  triangles,  or  (n  -}-  i)-hedra,  with  rational 
vertices  is  countable,  and  the  whole  argument  applies. 

This  extended  theorem  was  enunciated  in  my  paper  on  R^ons  and  Sets  of 
Regions  *);  the  proof  there  given  for  the  plane,  with  an  indication  of  its  extensabi- 
lity  to  higher  space,  was  of  the  same  character  as  the  proof  given  below,  but  not  so 
concise. 

Alternative  proof  of  the  above  Theorem. 

Assume  first  that  the  set  of  intervals  lies  in  a  finite  fundamental  segment. 

Let  ^j ,  e^j  ...  be  a  sequence  of  constantly  decreasing  positive  quantities,  having 
zero  as  limit. 

Take  any  one  of  the  intervals,  and  let  its  length  be  greater  than  ^.. 

If  there  is  another  of  the  intervals  having  a  part  of  length  greater  than  «.  exter- 
nal to  the  first  interval,  we  take  this  as  second  interval;  and  so  on. 

Determine  n  so  that  the  length  of  the  fundamental  segment  is  less  than  n^.,  then 
there  cannot  be  as  many  as  n  non-overlapping  intervals  of  length  greater  than  e-  in 
the  fundamental  segment.  We  must  then,  after  a  finite  number  «  «)  of  the  intervals 


•)  Quarterly  Jovimal  of  Mathematics,  No.  145  (1905). 
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have  been  determined  in  the  manner  indicated,  find  that  there  are   no   more   to   be 
obtained.  We  then  go  on  to  e,.^, ,  e^_^^J  and  so  on. 

When  we  have  exhausted  the  sequence  of  e's,  we  shall  have  determined  a  coun- 
table set  of  the  given  intervals,  since  corresponding  to  each  e  there  are  a  finite  number 
only.  Let  these  be  ti, ,  d, ,  . . .  . 

If  P  be  a  point  which  is  not  internal  to  at  least  one  of  the  d's,  there  is,  by  the 
principle  of  the  determination,  no  value  of  r  such  that  we  can  draw  an  interval  of 
length  e^  with  P  as  middle  point,  lying  entirely  in  one  of  the  given  intervals.  Thus 
P  is  not  internal  to  any  one  of  the  given  intervals.  On  the  other  hand,  the  (Ts  being 
intervals  of  the  given  set,  every  point  internal  to  them  is  internal  to  the  given  set. 
Thus  the  intervals  d^ ,  d^ ,  ...  satisfy  the  requirements. 

If  the  fundamental  segment  is  infinite,  it  can  be  divided  into  a  countable  number 
of  finite  segments,  in  each  of  which  the  theorem  holds.  Thus  a  countable  number  of 
countable  sets  of  the  intervals  suflSce  to  cover  every  internal  point.  But  a  countable 
number  of  countable  sets  contain  only  a  countable  number  of  intervals.  Thus  the 
theorem  is  true  in  the  infinite,  as  in  the  finite  fundamental  segment.  a,  e.  d. 

The  following  is  an  alternative  proof  of  the  generalised  Heine-Borel  Theorem, 
following  immediately  from  the  theorem  just  proved. 

The  generalised  Heine-Borel  Theorem.  —  Given  a  set  of  intervals  containing  as 
internal  points  all  the  points  of  a  closed  set  G,  a  finite  number  of  the  intervals  can  be 
chosen,  so  as  to  enclose  every  point  of  G. 

For,  by  the  preceding  theorem,  a  countable  set  of  the  given  intervals  may  be 
found  having  the  same  internal  points  as  the  given  set.  Take  these  in  countable  order 
and  omit  any  which  has  not  as  internal  point  at  least  one  point  of  G  not  internal 
to  one  of  the  preceding  intervals.  Let  the  intervals  so  determined  be  d, ,  d^ ,  ...  and 
let  P,.  be  a  point  of  G  not  contained  in  d^ ,  d^ ,  . . .  d.^^ . 

Then,  if  there  are  a  countably  infinite  number  of  the  points  P.,  they  have  at 
least  one  limiting  point  L,  which  cannot  be  internal  to  d, ,  since  at  most  two  of  the 
points  Pj ,  Pj ,  ...  can  be  end-points  of  d^ ,  and  the  rest  are  external  to  d, ,  and  can- 
not therefore  have  a  limiting  point  internal  to  d, .  Similarly  L  would  not  be  internal 
to  d^  for  any  value  of  i,  and  therefore  L  could  not  be  a  point  of  G,  which  is  im- 
possible since  G  is  closed.  Thus  the  points  P, ,  P^ ,  . . .  are  finite  in  number,  and  the 
same  is  therefore  true  of  the  intervals  d, ,  d^ ,  ...  which  contain  every  point  of  G. 

a.  E.  D. 

Göttingen,  November,  1905. 

W.  H.  Young. 
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ESTRATTI  DAI  VERBALI  DELLE  ADUNANZE*) 

(7  gemuto  iQo6). 


ADUNANZA  STRAORDINARIA  DEL  7  GENNAJO  1906.  [440^]. 

(Presidenia  del  Presidente  AlbeggUuii). 

La  seduta  è  aperta  alle  ore  15.  —  Sono  presenti  i  soci  residenti:  Akgna,  Albeggiani,  Angeiitti, 
Calapso,  Di  Simone,  Gebbia,  Guerra,  Cuccia,  La  Manna,  Mignosi,  Ovazza,  Pepoli,  Porcelli  (S.),  Setti- 
mo di  Fitalia,  Zona. 

Corrispondenza.  ^  I  nuovi  soci  sigg.  Barton,  Di  Dia,  Ludwig»  Miller,  Ovazza,  Shaw, 
Stäckel,  StoIanovich  ringraziano  per  le  loro  nomine.— Con  lettera  del  28  dicembre  1905,  il  Dr.  Ce- 
sare Garibaldi  si  dimette  da  socio  del  Circolo.  —  Il  Presidente  presenta  due  opuscoli  del  socio 
StoIanovich  sulla  vita  e  i  lavori  del  P.  Ruggiero  Boscovich. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Charles  Tweedie,  B.  Se.  (Edinburgh) 
[458]  ;  Dr.  Filippo  Mancinelli  (Pavia)  [459]  ;  Dr.  Arturo  Maroni  (Gubbio)  I460]  ;  Prof.  Dr.  Eu- 
gène Brand  (Bruxelles)  U^O  ;  ^'  Alfred  Denizot  (Berlin-Charlottenburg)  [462];  Prof.  Dr.  Wil- 
liam Henri  Metzler  (Syracuse,  N.Y.,  U.SA.)  (463]  ;  Prof.  Dr.  Florian  Cajori  (Colorado  Springs, 
Colo.,  U.S.A.)  [464];  Prof.  Dr.  Edward  Drake  Roe,  Jr.  (Syracuse,  N.Y.,  U.S.A.)  [465];  Prof.  Dr. 
Lauro  Clariana  y  Ricart  (Barcelona,  Espana)  [466J  ;  Dr.  Francesco  Stasi  (Lucerà)  [467]  ;  Prof. 
Dr.  Onorato  Niccoletti  (Pisa)  [46SÌ  ;  Dr.  Guido  Bocchetta  (Tempio  Pausania)  [469]  ;  Dr.  Paolo 
Michel  (Grosseto)  [470];  Prof.  Dr.  Francisco  Gomes  Teixeira  (Porto)  [471];  Dr.  Giuseppe  Vas- 
suRA  (Forlì)  [472];  Dr.  Pietro  Teofilato  (Roma)  [473 1;  Alfred  Barnard  Basset,  M. A.  (Holy- 
port,  Berks,  England)  [474J. 

Memorie  e  ComunicazionL 

SEVERI  :  Intorno  al  teorema  J'Abel  suüe  superficie  algebriche  ed  alla  ridu^iione  a  forma  normale  de- 
gl'integrali di  Picard. 

Elezione  deirUfficio  di  Presidenza  pel  biennio  1906-1907.  —  Il  Presidente  legge  gli 
Art«.  14  e  15  dello  Statuto  relativi  all'elezione  e  alle  funzioni  dell'Ufficio  di  Presidenza.  Si  procede 
quindi  alla  votazione  a  scrutinio  segreto,  con  unica  scheda,  per  le  cariche  dell'Ufficio  di  Presidenza 
pel  biennio  1906- 1907.  Votanti  15.  Risultano  eletti: 

Presidente:  Albeggiani 

Vice  Presidente  :  Gebbia 

e  .    i  DI  Simone 

^«''♦^M  Guerra 

ir-      e     ^   •    S  La  Mensa 
Vice  Segreta«:  jp^^^^^ 

Tesoriere  :  Porcelli  (S.) 
Alagna 
Pepoli 


Bibliotecari:  < 
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»       » 
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Dt  SmOHi,   £.  p.  WERHA. 
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SUR  LA  DYNAMIQUE  DE  L'ÉLECTRON; 
Par  M.  H.  Poinoaré  (Paris). 


Aduiunza  del  ly  luglio  1905. 


Introduction. 


D  semble  au  premier  abord  que  l'aberration  de  la  lumière  et  les  phénomènes 
optiques  et  électriques  qui  s'y  rattachent  vont  nous  fournir  un  moyen  de  déterminer 
le  mouvement  absolu  de  la  Terre,  ou  plutôt  son  mouvement,  non  par  rapport  aux 
autres  astres,  mais  par  rapport  à  l'éther.  Fresnel  l'avait  déjà  tenté,  mais  il  reconnut 
bientôt  que  le  mouvement  de  la  Terre  n'altère  pas  les  lois  de  la  réfraaion  et  de  la 
réflexion.  Les  expériences  analogues,  comme  celle  de  la  lunette  pleine  d'eau  et  toutes 
celles  où  on  ne  tient  compte  que  des  termes  du  i"^'  ordre  par  rapport  à  l'aberration, 
ne  donnèrent  non  plus  que  des  résultats  négatifs;  on  en  découvrit  bientôt  l'explication; 
mais  MiCHELSON,  ayant  imaginé  une  expérience  où  les  termes  dépendant  du  carré  de 
l'aberration  devenaient  sensibles,  échoua  à  son  tour. 

D  semble  que  cette  impossibilité  de  mettre  en  évidence  expérimentalement  le  mou- 
vement absolu  de  la  Terre  soit  une  loi  générale  de  la  Nature  ;  nous  sommes  naturel- 
lement portés  à  admettre  cette  loi,  que  nous  appellerons  le  Postulat  de  Relativité  et  à 
l'admettre  sans  restriction.  Que  ce  postubt,  jusqu'ici  d'accord  avec  l'expérience,  doive 
être  confirmé  ou  infirmé  plus  tard  par  des  expériences  plus  précises,  il  est  en  tout 
cas  intéressant  de  voir  quelles  en  peuvent  être  les  conséquences. 

Une  explication  a  été  proposée  par  Lorentz  et  Fitz  Gerald,  qui  ont  introduit 
l'hypothèse  d'une  contraction  subie  par  tous  les  corps  dans  le  sens  du  mouvement  de 
la  Terre  et  proportionnelle  au  carré  de  l'aberration  ;  cette  contraction,  que  nous  appel- 
lerons la  contraction  lorent:^ienne,  rendrait  compte  de  l'expérience  de  Michelson  et  de 
toutes  celles  qui  ont  été  réalisées  jusqu'ici.  L'hypothèse  deviendrait  insuflSsante,  toutefois, 
si  on  voulait  admettre  dans  toute  sa  généralité  le  postulat  de  relativité. 

Lorentz  a  cherché  alors  à  la  compléter  et  à  la  modifier  de  façon  à  la  mettre  en 
concordance  parfaite  avec  ce  postulat.  C'est  ce  qu'il  a  réussi  à  faire  dans  son  article 
intitulé  Electromagnetic  phenomena  in  a  system  moving  with  any  velocity  smaller  than 
that  of  light  {Prouedings  de  l'Académie  d'Amsterdam,  27  mai  1904). 

L'importance  de  la  question   m'a   déterminé  à  la  reprendre;  les  résultats  que  j'ai 

Rmi,  Cire.  Mmttm.  FmUrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  14  dicembre  190$.  17 
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obtenus  sont  d'accord  avec  ceux  de  M.  Lorentz  sur  tous  les  points  importants;  j'ai 
été  seulement  conduit  à  les  modifier  et  à  les  compléter  dans  quelques  points  de  détail; 
on  verra  plus  loin  les  différences  qui  sont  d'une  importance  secondaire. 

L'idée  de  Lorentz  peut  se  résumer  ainsi:  si  on  peut,  sans  qu'aucun  des  phéno- 
mènes apparents  soit  modifié,  imprimer  à  tout  le  système  une  translation  commune, 
c'est  que  les  équations  d'un  milieu  électromagnétique  ne  sont  pas  altérées  par  certaines 
transformations,  que  nous  appellerons  transformations  de  Lorentz;  deux  systèmes,  l'un 
immobile,  l'autre  en  translation,  deviennent  ainsi  l'image  exacte  l'un  de  l'autre. 

Langevin  *)  avait  cherché  à  modifier  l'idée  de  Lorentz  ;  pour  les  deux  auteurs,  l'é- 
lectron en  mouvement  prend  la  forme  d'un  ellipsoïde  aplati,  mais  pour  Lorentz  deux 
des  axes  de  l'ellipsoïde  demeurent  constants,  pour  Langevin  au  contraire  c'est  le  volume 
de  l'ellipsoïde  qui  demeure  constant.  Les  deux  savants  ont  d'ailleurs  montré  que  ces 
deux  hypothèses  s'accordent  avec  les  expériences  de  Kaufmann,  aussi  bien  que  l'hypo- 
thèse primitive  d' Abraham  (électron  sphérique  indéformable). 

L'avantage  de  la  théorie  de  Langevin,  c'est  qu'elle  ne  fait  intervenir  que  les  forces 
électromagnétiques  et  les  forces  de  liaison;  mais  elle  est  incompatible  avec  le  postulat 
de  relativité  ;  c'est  ce  que  Lorentz  avait  montré,  c'est  ce  que  je  retrouve  à  mon  tour 
par  une  autre  voie  en  faisant  appel  aux  principes  de  la  théorie  des  groupes. 

Il  faut  donc  en  revenir  à  la  théorie  de  Lorentz;  mais  si  Ton  veut  la  conserver 
et  éviter  d'intolérables  contradictions,  il  faut  supposer  une  force  spéciale  qui  explique 
à  la  fois  la  contraction  et  la  constance  de  deux  des  axes.  J'ai  cherché  à  déterminer 
cette  force,  j'ai  trouvé  qu^elle  peut  être  assimilée  à  une  pression  extérieure  constante, 
agissant  sur  Y  électron  déformable  et  compressible,  et  dont  le  travail  est  proportionnel  aux 
variations  du  volume  de  ut  électron. 

Si  alors  l'inertie  de  la  matière  était  exclusivement  d'origine  électromagnétique,  comme 
on  l'admet  généralement  depuis  l'expérience  de  Kaufmann,  et  qu'à  part  cette  pression 
constante  dont  je  viens  de  parler,  toutes  les  forces  soient  d'origine  électromagnétique, 
le  postulat  de  relativité  peut  être  établi  en  toute  rigueur.  C'est  ce  que  je  montre  par 
un  calcul  très  simple  fondé  sur  le  principe  de  moindre  action. 

Mais  ce  n'est  pas  tout.  Lorentz,  dans  l'ouvrage  cité,  a  jugé  nécessaire  de  com- 
pléter son  hypothèse  de  façon  à  ce  que  le  postulat  subsiste  quand  il  y  a  d'autres  forces 
que  les  forces  électromagnétiques.  D'après  lui,  toutes  les  forces,  quelle  qu'en  soit  Tori- 
gine,  sont  affectées  par  la  transformation  de  Lorentz  (et  par  conséquent  par  une  trans- 
lation) de  la  même  manière  que  les  forces  électromagnétiques. 

Il  importait  d'examiner  cette  hypothèse  de  plus  près  et  en  particulier  de  rechercher 
quelles  modifications  elle  nous  obligerait  à  apporter  aux  lois  de  la  gravitation. 

On  trouve  d'abord  qu'elle  nous  force  à  supposer  que  la  propagation  de  la  gravi- 


*)  Langevin  avait  été  devancé  par  M.  Bucherer  de  Bonn,  qui  a  émis  avant  lui  la  même  idée. 
(Voir:  Bucherer,  Mathematische  Einführung  in  àie  Elektronentheorie;  août  1904.  Teubner,  Leipzig). 
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tation  n'est  pas  instantanée,  mais  se  fait  avec  la  vitesse  de  la  lumière.  On  pourrait 
croire  que  c'est  une  raison  suffisante  pour  rejeter  l'hypothèse,  Laplace  ayant  démontré 
qu'il  ne  peut  en  être  ainsi.  Mais  en  réalité,  l'effet  de  cette  propagation  est  compensé, 
en  grande  partie,  par  une  cause  différente,  de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  contradiction  entre 
la  loi  proposée  et  les  observations  astronomiques. 

Était-il  possible  de  trouver  une  loi,  qui  satisfit  à  la  condition  imposée  par  Lorentz, 
et  qui  en  même  temps  se  réduisit  à  la  loi  de  Newton  toutes  les  fois  que  les  vitesses 
des  astres  sont  assez  petites  pour  qu'on  puisse  négliger  leurs  carrés  (ainsi  que  le  pro- 
duit des  accélérations  par  les  distances)  devant  le  carré  de  la  vitesse  de  la  Lumière? 

A  cette  question,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin,  on  doit  répondre  affirmativement. 

La  loi  ainsi  modifiée  est-elle  compatible  avec  les  observations  astronomiques? 

A  première  vue,  il  semble  que  oui,  mais  la  question  ne  pourra  être  tranchée  que 
par  une  discussion  approfondie. 

Mais  en  admettant  même  que  cette  discussion  tourne  à  l'avantage  de  la  nouvelle 
hypothèse,  que  devrons-nous  conclure  ?  Si  la  propagation  de  l'attraction  se  fait  avec  la 
vitesse  de  la  lumière,  cela  ne  peut  être  par  une  rencontre  fortuite,  cela  doit  être  parce 
que  c'est  une  fonction  de  l'éther;  et  alors  il  faudra  chercher  à  pénétrer  la  nature  de 
cette  fonction,  et  la  rattacher  aux  autres  fonctions  du  fluide. 

Nous  ne  pouvons  nous  contenter  de  formules  simplement  juxuposées  et  qui  ne 
s'accorderaient  que  par  un  hasard  heureux;  il  faut  que  ces  formules  arrivent  pour 
ainsi  dire  à  se  pénétrer  mutuellement.  L'esprit  ne  sera  satisfait  que  quand  il  croira 
apercevoir  la  raison  de  cet  accord,  au  point  d'avoir  l'illusion  qu'il  aurait  pu  le  prévoir. 

Mais  la  question  peut  encore  se  présenter  à  un  autre  point  de  vue,  qu'une  com- 
paraison fera  mieux  comprendre.  Supposons  un  astronome  antérieur  i  Copernic  et  ré- 
fléchissant sur  le  système  de  Ptolémée;  il  remarquera  que  pour  toutes  les  planètes, 
un  des  deux  cercles,  epicycle  ou  déférent,  est  parcouru  dans  le  même  temps.  Cela  ne 
peut  être  par  hasard,  il  y  a  donc  entre  toutes  les  planètes  je  ne  sais  quel  lien  mysté- 
rieux. 

Mais  Copernic,  en  changeant  simplement  les  axes  de  coordonnées  regardés  comme 
fixes,  fait  évanouir  cette  apparence;  chaque  planète  ne  décrit  plus  qu'un  seul  cercle  et 
les  durées  des  révolutions  deviennent  indépendantes  (jusqu'à  ce  que  Kepler  rétablisse 
entre  elles  le  lien  qu'on  avait  cru  détruit). 

Ici  il  est  possible  qu'il  y  ait  quelque  chose  d'analogue;  si  nous  admettions  le  po- 
stulat de  relativité,  nous  trouverions  dans  la  loi  de  gravitation  et  dans  les  lois  électro- 
magnétiques un  nombre  commun  qui  serait  la  vitesse  de  la  lumière;  et  nous  le  re- 
trouverions encore  dans  toutes  les  autres  forces  d'origine  quelconque,  ce  qui  ne  pourrait 
s'expliquer  que  de  deux  manières: 

Ou  bien  il  n'y  aurait  rien  au  monde  qui  ne  fût  d'origine  électromagnétique. 

Ou  bien  cette  partie  qui  serait  pour  ainsi  dire  commune  à  tous  les  phénomènes 
physiques  ne  serait  qu'une  apparence,  quelque  chose  qui   tiendrait  i  nos  méthodes  de 
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mesure.  Comment  faisons-nous  nos  mesures?  En  trasportante  les  uns  sur  les  autres, 
des  objets  regardés  comme  des  solides  invariables,  répondra-t-on  d'abord;  mais  cela 
n'est  plus  vrai  dans  la  théorie  actuelle,  si  Ton  admet  la  contraction  lorentzienne.  Dans 
cette  théorie,  deux  longueurs  égales,  ce  sont,  par  définition,  deux  longueurs  que  la 
lumière  met  le  même  temps  à  parcourir. 

Peut-être  suffirait-il  de  renoncer  à  cette  définition,  pour  que  la  théorie  de  Lorentz 
fût  aussi  complètement  bouleversée  que  Ta  été  le  système  de  Ptolémée  par  l'inter- 
vention de  Copernic.  Si  cela  arrive  un  jour,  cela  ne  prouvera  pas  que  l'effort  fait  par 
Lorentz  ait  été  inutile;  car  Ptolémée,  quoi  qu'on  en  pense,  n'a  pas  été  inutile  à 
Copernic. 

Aussi  n'ai-je  pas  hésité  à  publier  ces  quelques  résultats  partiels,  bien  qu'en  ce  mo- 
ment même  la  théorie  entière  puisse  sembler  mise  en  danger  par  la  découverte  des 
rayons  magnétocathodiques. 

§  I.  — Transformation  de  Lorentz. 

Lorentz  a  adopté  un  système  particulier  d'unités,  de  façon  à  faire  disparaître 
les  facteurs  4  tc  dans  les  formules.  Je  ferai  de  même,  et  de  plus  je  choisirai  les  unités 
de  longueur  et  de  temps  de  telle  façon  que  la  vitesse  de  la  lumière  soit  égale  à  i. 
Dans  ces  conditions  les  formules  fondamentales  deviennent,  en  appelant  /,  g^  h  le  dé- 
placement électrique,  a,  p,  y  1^  force  magnétique,  F,  G,  H  le  potentiel  veaeur,  ^  le 
potentiel  scalaire,  p  la  densité  électrique,  S,  n,  C  la  vitesse  de  l'électron,  «,  v,  w  le 
courant: 

^~dt'^^^~dy        dx^'     '^~  dy         dz^'^~        dt        dx' 
^^^      \lt-d^~d^'    Ji'^  ^dx  -""'     ^Tx-^'     JH-TZ^J^-O, 

Un  élément  de  matière  de  volume  dxdyd^i^  subit  une  force  mécanique  dont  les 
composantes  Xdxdyd^iy  Ydxdyd^j  Zdxdyd^i  se  déduisent  de  la  formule: 

(2)  X  =  p/-fp(„Y-2:p). 

Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  transformation  remarquable  découverte  par  Lo- 
rentz et  qui  doit  son  intérêt  à  ce  qu'elle  explique  pourquoi  aucune  expérience  n'est 
susceptible  de  nous  faire  connaître  le  mouvement  absolu  de  l'univers.  Posons  : 

(3)  x'  =  H(x  +  eO,        t'  =  kl(it  +  zx),        y'  =  ly,        :C  =  h, 
l  et  s  étant  deux  constantes  quelconques,  et  étant 


SUR  LA  DYNAMiaUE  DE  l'ÉLBCTRON.  l$$ 

Si  alors  nous  posons  : 

il  viendra: 

Considérons  une  sphère  entraînée  avec  Télearon   dans   un   mouvement  de  translation 
uniforme  et  soit  : 

l'équation  de  cette  sphère  mobile  dont  le  volume  sera  ywr'. 

La  transformation  la  changera  en  un   ellipsoïde,  dont   il  est  aisé   de  trouver  l'é- 
quation. On  déduit  aisément  en  effet  des  équations  (3)  : 

(3"")     x  =  \{x'-tf),        t  =  \{t'-tx'\        y=y^,        ;c=X-. 

L'équadon  de  l'ellipsoïde  devient  ainsi: 

jfe>(;c'-«f-çr+sÇx'y+(/-^*^'+^*s^'y+(î'— ^*^'+^*e^'y='*^'• 
cet  ellipsoïde  se  déplace  avec  un  mouvement  uniforme;  pour  t'  =  o,  il  se  réduit  à 

k'x'\i  +  $ey  +  (/  +  nÄex'y  +  (X  +  Ueyy  =  /V' 

et  a  pour  volume  : 

4       3         ^' 


3       Hi+Ç«)- 

Si  l'on  veut  que  la  charge  d'un  électron  ne  soit  pas  altérée  par  la  transformation 
et  si  l'on  appelle  p'  la  nouvelle  densité  électrique,  il  viendra: 

(4)  p'=4(p+*p^> 

Que  seront  maintenant  les  nouvelles  vitesses  $',  n',  C;  on  devra  avoir: 

\,_dx'  _i(x  +  eO_    g  +  ' 
"•  -  dt'  -dO  +  ex)-i_|.er 

d'où: 

(4-'-)  p'Ç'  =  -^(pÇ  +  .p),        p'V  =  -i-pv,,        p'2:'  =  -^pC 

C'est  ici  que  je  dois  signaler  pour  la  première  fois  une  divergence  avec  Lorentz. 
LoRENTz  pose  (à  la   différence   des    notations   près)   (loco  citato,  page  813,  for- 
mules 7  et  8): 

p'  =  ]^p,      Ç'  =  t'(5  +  «),      V  =  H      Ç'  =  K. 
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On  retrouve  ainsi  les  formules  : 

p'Ç'  =  -^(p;  +  «p),      p'V  =  -^p»,      ?'^'  =  jrf^; 

mais  la  valeur  de  p'  diffère. 

U  importe  de  remarquer  que  les  formules  (4)  et  (4^**)  satisfont  à  la  condition  de 
continuité 


dt'^  ^  d 


X 


Soit  en  effet  X  une  quantité  indéterminée  et  D  le  déterminant  fonctionnel  de 

(5)  ^  +  >^p,      x  +  \fi,      y  +  ^y>,      î  +  ^pî^ 

par  rapport  à  t,  x,  y,  ;(.  On  aura: 

D  =  D,-\-D,\  +  D,r  H-  D,V  +  D^X*. 

avecD„=:,Z).='^  +  Z'i|  =  o. 

Soit  y  =  /*X,  nous  voyons  que  les  4  fonctions 

(i"")        f-\-y?',     x'  +  vp'Ç',     y  +  vp'v,     ;c'  +  x'p'C' 

sont  liées  aux  fonctions  (5)  par  les  mêmes  relations  linéaires  que  les  variables  anciennes 
aux  variables  nouvelles.  Si  donc  on  désigne  par  D'  le  déterminant  fonctionnel  des 
fonctions  (j"""*)  par  rapport  aux  variables  nouvelles,  on  aura: 

D'  =  D,     D'  =  Z);  +  Z);x'H |--d;x'S 

d'où: 

d:  =  d^  =  i,      i);  =  /-»i).  =  o  =  ^;  +  2:^.     c.  a  F.  D. 

Avec  l'hypothèse  de  Lorentz,  cette  condition  ne  serait  pas  remplie,  puisque  p'  n'a 
pas  la  même  valeur. 

Nous  définirons  les  nouveaux  potentiels,  vecteur  et  scalaire,  de  façon  à  satisfaire 
aux  conditions 

(6)  n^'  =  -?\    ci'F'  =  -f'i'- 

Nous  tirerons  ensuite  de  là: 

(7)    r=-^(.^-{-^n       F' =  ^(F -{- ^^),        G'  =  ±-G,       H'  =  ±-H. 

Ces  formules  diffèrent  notablement  de  celles  de  Lorentz,  mais  la  divergence  ne 
porte  en  dernière  analyse  que  sur  les  définitions. 

Nous  choisirons  les  nouveaux  champs  électrique  et  magnétique  de  façon  à  sati- 
sfaire aux  équations: 

^^^  ^  ~        dt'        dx"  ^  dy'  ~~d^' 
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d\      J__J_d_      J__J__d_ 
dy'~    l  dy'    di'~    l  d^ 


Il  est  aisé  de  voir  que: 

d_±_(à__     d_\      _à__Jt_(J__    A\ 
dt'~    l\dt       ^dx)'    dx'~    l\dx       ^  dt}' 

et  on  en  conclut: 

(/  =  -^/,         ?'  =  -4(?  +  er),         Ä'  =  ^(/>-eß), 

Ces  formules  sont  identiques  à  celles  de  Lorentz. 

Notre  transformation  n'altère  pas  les  équations  (i).  En  effet,  la  condition  de  con- 
tinuité, ainsi  que  les  équations  (6)  et  (8),  nous  fournissent  déjà  quelques-unes  des  équa- 
tions (i)  (sauf  Taccentuation  des  lettres). 

Les  équations  (6)  rapprochées  de  la  condition  de  continuité  donnent: 

Il  reste  à  éublir  que: 

dt''^^''~dy       di''         dr  ~  d:^       df        ^dx'~^ 
et  Ton  voit  aisément  que  ce  sont  des  conséquences  nécessaires  des  équations  (6),  (8) 
et  (lo). 

Nous  devons  maintenant  comparer  les  forces  avant  et  après  la  transformation. 

Soient  A',  F,  Z  la  force  avant,  et  X\  Y\  Z'  la  force  après  la  transformation, 
toutes  deux  rapportées  à  l'unité  de  volume.  Pour  que  X'  satisfasse  aux  mêmes  équa- 
tions qu'avant  la  transformation,  on  doit  avoir  : 

Y'  =  9'g'-\-f'(j:'*'-i'n 

Z'=p'A'+p'(Ç'{4'-»)'a'), 
ou,  en  remplaçant  toutes  les  quantités  par  leurs  valeurs  (4),  (4''")  et  (9)  et   tenant 
compte  des  équations  (2): 

(")  {  Y'  =  jrY^ 

Z'=±rZ. 

Si  nous  représentions  par  A', ,  Y^^  Z^  les  composantes  de  la  force  rapportée,  non 
plus  à  l'unité  de  volume,  mais  à  l'unité  de  charge  électrique  de  l'électron,  et  par  X\ , 
Y\ ,  Z\  les  mêmes  quantités  après  la  transformation,  nous  aurions  : 

^.=/+n-^^  x:=/'  +  Vy'-Ç'P',  x  =  px.,  x'  =  p'x; 
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et  nous  aurions  les  équations  : 


LoRENTZ  avait  trouvé  [à  la  différence  des  notations  près,  page  815,  formule  (10)]: 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  importe  de  rechercher  la  cause  de  cette  importante  di- 
vergence. Elle  tient  évidemment  à  ce  que  les  formules  pour  Ç',  y)',  C  ne  sont  pas 
les  mêmes,  tandis  que  les  formules  pour  les  champs  électriques  et  magnétiques  sont 
les  mêmes. 

Si  Vinertü  des  électrons  est  exclusivement  aborigine  électromagnétique,  si  de  plus  ils 
ne  sont  soumis  qu'à  des  forces  d'origine  électromagnétique,  la  condition  d'équilibre  exige 
que  Von  ait  à  l'intérieur  des  électrons: 

X=Y=Z  =  o. 

Or  en  vertu  des  équations  (ii)  ces  relations  équivalent  à 

X'  =  F  =  Z'  =  o. 

Les  conditions  d'équilibre  des  électrons  ne  sont  donc  pas  altérées  par  la  transformation. 

Malheureusement  une  hypothèse  aussi  simple  est  inadmissible.  Si,  en  effet,  on  sup- 
pose Ç  =  y)  =  C  =  o,  les  conditions  X  =  y  =  Z  =  o  entraîneraient  /  =  ^  =  /?  =  o, 

et  par  conséquent  X  J^  ^^  ^>  c'est-à-dire  p  =  o.  On  arriverait  à  des  résultats  analo- 
gues dans  le  cas  le  plus  général.  U  faut  donc  bien  admettre  qu'il  y  a  outre  les  forces 
électromagnétiques,  soit  d'autres  forces,  soit  des  liaisons.  Il  faut  alors  chercher  à  quelles 
conditions  doivent  satisfaire  ces  forces  ou  ces  liaisons,  pour  que  l'équilibre  des  électrons 
ne  soit  pas    troublé  par  la  transformation.  Ce  sera  l'objet  d'un  paragraphe  ultérieur. 

§  2.  —  Principe  de  moindre  action. 

On  sait  comment  Lorentz  a  déduit  ses  équations  du  principe  de  moindre  action. 
Je  reviendrai  cependant  sur  la  question,  bien  que  je  n'aie  rien  d'essentiel  à  ajouter  à 
l'analyse  de  Lorentz,  parce  que  je  préfère  la  présenter  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente qui  me  sera  utile  pour  mon  objet.  Je  poserai: 


(0 


=/-4¥-h¥-24 
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en  supposant  que  /,  a,  F,  Uj  etc.  sont   assujetties  aux  conditions  suivantes  et  à  celles 
qu*on  en  déduirait  par  symétrie  : 

/  N  ^df  dH       dG  àf    ,     ^ 

Quant  à  l'intégrale  /  elle  doit  être  étendue  : 

I®  par  rapport  à  l'élément  de  volume  dr  =i  dxdydTij  à  l'espace  tout  entier; 
2^  par  rapport  au  temps  /,  à  l'intervalle  compris  entre  les  limites  f  =  t^j  ^  =  ^  • 
D'après  le  principe  de  moindre  action,  l'intégrale  /  doit  être  un  minimum,  si  l'on 
assujettit  les  diverses  quantités  qui  y  figurent  : 
1°  aux  conditions  (2); 
2^  à  la  condition  que  l'état  du  système  soit  déterminé  aux  deux   époques  limites 

Cette  dernière  condition  nous  permet  de  transformer   nos  intégrales  par  intégra- 
tion par  parties  par  rapport  au  temps.    Si   nous   avons  en  effet  une  intégrale   de  la 

forme 

,dB^C 


I 


dtdrA- 


dt     ' 

où  C  est  une  des  quantités  qui  définissent  l'état  du  système  et  S  C  sa  variation,  elle 
sera  égale  (en  intégrant  par  parties  par  rapport  au  temps)  : 


CdTlAB^Crzll"-  fdtdr^-^dB^C. 


Comme  l'état  du  système  est  déterminé  aux  deux  époques  limites,  on  a  S  C  =  o 
pour  t  =1  t^^  ^  =  ^>  ^Oï^c  1^  I*"  intégrale  qui  se  rapporte  à  ces  deux  époques  est 
nulle,  et  la  2**'  subsiste  seule. 

Nous  pouvons  de  même  intégrer  par  parties  par  rapport  à  jc,  y  ou  ;(;  nous  avons 
en  effet 

fA^dxdydidt=  f  ABdydz^dt-    C B^Jxdyi^dt. 

Nos  intégrations  s'étendant  jusqu'à  l'infini,  il  faut  faire  jc  =  i  00  dans  la  i*" 
intégrale  du  2***  membre  ;  donc,  comme  nous  supposons  toujours  que  toutes  nos  fonc- 
tions s'annulent  à  l'infini,  cette  intégrale  sera  nulle  et  il  viendra 


/^"^'^•  =  -/*"x^'^'- 


Si  le  système  était  supposé  soumis  à  des  liaisons,  il  faudrait  adjoindre  ces  con- 
ditions de  liaison  aux  conditions  imposées  aux  diverses  quantités  qui  figurent  dans  l'in- 
tégrale /. 

Donnons  d'abord  i  F^  Gy  H  des  accroissements  Sf,  S  G,  iH;  d'où  : 

^^^d^H       d^G 
dy  d^i    ' 

Rtmd.  Cire.  Mmtem.  Pmlirmo,  tomo  XXI  (1906).  ~  Sumpato  il  14  dicembre  190$.  18 
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On  devra  avoir 
OU,  en  intrant  par  parties, 

d'où,  en  égalant  à  zéro  le  coe£5cient  de  l'arbitraire  S  F, 

Cette  relation  nous  donne  (avec  une  int^ation  par  parties): 

/Z-=M^M>=/l(^-rf)-/l.(f-fh 


OU 


d'où  enfin  : 

Désormais,  et  grâce  à  la  relation  (3),  X/  est  indépendant  de  X  F  et  par  conséquent 
de  $a;  faisons  varier  maintenant  les  autres  variables. 
H  vient,  en  revenant  à  l'expression  (i)  de  /, 

ij=   fdtdr{Xf^f—XF^^y 
Mais  Jj  gj  h  sont  assujettb  à  la  i*»^  des  conditions  (2),  de  sorte  que 

et  qu'il  convient  d'écrire  : 

(6)       Jî/=/d*dT[2:/d/-XFS«-+(z^-«p)]. 

Les  principes  du  calcul  des  variations  nous  apprennent  que  Ton  doit  faire  le  calcul 
comme  si,  ^  étant  une  fonction  arbitraire,  ij  était  représenté  par  l'expression  (6)  et 
si  les  variations  n'étaient  plus  assujetties  à  la  condition  (5). 

Nous  avons  d'autre  part 


d 
d'où,  après  int^ation  par  parties. 


j«=i^+xp$. 


(7)  iJ  =  fdtd.X^f(^f+^^-i-^)+fd*àr{^h-TFhi)- 

Si  nous   supposons   d'abord   que   les   électrons   ne   subissent  pas   de   variation, 
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Sp  =  XpÇz=:o  et  la  seconde  intégrale  est  nulle.  Comme  S/  doit  s'annuler,  on  doit 
avoir  : 

U  reste  donc  dans  le  cas  général: 

(9)  ^J  =  JdtdT{^^f-XF^fO. 

u  reste  à  déterminer  les  forces  qui  agissent  sur  les  élearons.  Pour  cela  nous  de- 
vons supposer  qu'on  applique  à  chaque  élément  d'électron  une  force  complémentaire 
—  Xdxy  —  Ydxy  —  Zdr  et  écrire  que  cette  force  fait  équilibre  aux  forces  d'origine 
électromagnétique.  Soit  f7,  T,  tV  les  composantes  du  déplacement  de  l'élément  dx 
d'électron,  déplacement  compté  à  partir  d'une  position  initiale  quelconque.  Soient  Sf7, 
Sr,  S^  les  variations  de  ce  déplacement;  le  travail  virtuel  correspondant  de  la  force 
complémentaire  sera: 

de  sorte  que  la  condition  d'équilibre  dont  nous  venons  de  parler  s'écrira: 


(10)  tj=-  Jl^ 


X^UdrdU 


U  s'agit  de  transformer  S/.  Pour  cela  commençons   par   chercher   l'équation  de 
continuité  exprimant  que  la  charge  d'un  électron  se  conserve  par  la  variation. 
Soient  x^y  y^j  :^  h  position  initiale  d'un  élearon.  Sa  position  actuelle  sera: 

^  =  *o  +  t/,      y=yo  +  f',      t  =  ^+ff- 

Nous  introduirons  en  outre  une  variable  auxiliaire  e,  qui  produira  les  variations 
de  nos  diverses  fonctions,  de  sorte  que,  pour  une  fonction  A  quelconque,  on  ait: 

dt 

Il  me  sera  conunode  en  effet  de  pouvoir  passer  de  la  notation  du  calcul  des  va- 
riations, à  celle  du  calcul  différentiel  ordinaire,  ou  inversement. 

Nos  fonctions  pourront  être  regardées:  i*'  soit  comme  dépendant  des  cinq  varia- 
bles X,  y,  ;(,  f,  e,  de  telle  sorte  qu'on  reste  toujours  à  la  même  place  quand  /  et  e  varient 
seuls  :  nous  désignerons  alors  leurs  dérivées  par  des  d  ordinaires  ;  2^  soit  comme  dépen- 
dant des  cinq  variables  x^,,  y^y  ;(q,  /,  e,  de  telle  sorte  qu'on  suive  toujours  un  même 
électron  quand  f  et  e  varient  seuls:  nous  désignerons  alors  leurs  dérivées  par  des  d 
ronds.  On  aura  alors: 

.     .  .       dU       dU  .    rdU    ,      dU    ,   ydU       dx 

(")  ^=87  =  ^  +  ^77+^^  +  ^7^  =  87- 

Désignons  maintenant  per  À  le  déterminant  fonctionnel  de  x,  y,  [  par  rapport  à 
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*o>  Joy  ^'  _ ,  ^ 

Si  6)  ^o'  J'oJ  ^o  restant  constants  nous  donnons  à  t  un  accroissement  dt,  il  en 
résultera  pour  x,  y^  :(  des  accroissements  dx,  d^,  d;(,  et  pour  A  un  accroissement 
dA,  et  on  aura: 

dou 

On  en  déduit: 

La  masse  de  chaque  électron  étant  invariable,  on  aura: 

(13)  -|r  =  °' 

d'où: 

Telles  sont  les  différentes  formes  de  l'équadon  de  continuité  en  ce  qui  concerne 
la  variable  t  Nous  trouvons  des  formes  analogues  en  ce  qui  concerne  la  variable  t. 
Soit: 

dt  dt      ^  dt        ' 

il  viendra: 

^       ''  as         '  flx    '  d)-    '  d^' 

V  ^    /        d«    '    ^-^   dx  de         as    '    ^-  Xg  dx  '  ^    '      dx 

On   remarquera   la  différence  entre   la   définition   de  S  t/  =  -^—  X  e  et  celle  de 

X  p  =  ^  X  e  ;  on  remarquera  que  c'est  bien  cette  définition  de  X  17  qui  convient  à   la 
formule  (lo). 

Cette  dernière  équation  va  nous  permettre  de  trasformer  le  i*'  terme  de  (9);  nous 
trouvons  en  eflfet: 


Jdtd-^itlf  =  -   fdtdr^^^î^. 
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OU,  en  intégrant  par  parties, 

(14)  fdtdT^Îif=  fdtdT'^f^hU. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer 

Observons  que  p  A  ne  peut  dépendre  que  de  x^,  ^^,  ^^;  en  effet,  si  Ton  considère 
un  élément  d'électron  dont  la  position  initiale  est  un  parallélipipède  rectangle  dont  les 
arêtes  sont  dx^y  dy^j  d^i^^  la  charge  de  cet  élément  est 

et,  cette  charge  devant  demeurer  constante,  on  a: 
On  en  déduit: 

Or  on  sait  que  pour  une  fonction  A  quelconque  on  a,  par  Téquadon  de  continuité, 
A     dt    ~  dt  "^  ^  dx 


et  de  même 

On  a  donc 
.    .     I     â 


T~dT~  ~  dt  '^  ^     dx 


.  dU       ./  dUdU\        ./  dUdF\        ./  dUdW\ 
ydt)-~dr~'^  a  •■         dy  '^  ài         ' 

'^  7    ^A   dty     de}~      dt     '^  dx  ~^  dy  '^  d:(_  • 

Les  a***  membres  de  (17)  et  (17*"')  doivent  être  égaux  et,  si  l'on  se  souvient  que 

il  vient: 

Transformons  maintenant  le  2**  terme  de  (9);  il  vient: 

fdtdTj_Fhfl 
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Le  second  membre  devient,  par  Tint^rarion  par  parties: 
Remarquons  maintenant  que: 

Si,  en  effet,  dans  les  deux  membres  de  ces  relations,  on  développe  les  ^ ,  elles  de- 
viennent des  identités;  et  souvenons-nous  que 

ÌH_dF__  dG      dF  _ 

dx       di  ~       ^'  dx       dy  ~^' 

le  second  membre  en  question  deviendra: 
de  sorte  que  finalement: 

En  égalant  le  coefficient  de  S 17  dans  les  deux  membres  de  (lo)  il  vient: 

C'est  l'équation  (2)  du  §  précédent. 

§  3.  —  La  transformation  de  Lorentz  et  le  principe  de  moindre  action. 

Voyons  si  le  principe  de  moindre  action  nous  donne  la  raison  du  succès  de  la 
transformation  de  Lorentz.  D  faut  d'abord  voir  ce  que  cette  transformation  fait  de 
l'intégrale  : 

(formule  4  du  §  2). 

Nous  trouvons  d'abord 

dt'dr'  =  lUtdT, 

car  x',  y\  ;(',  /'  sont  liés  à  x,  y^  [^  t  par  des  relations  linéaires  dont  le  déterminant 
est  égal  à  /*;  il  vient  ensuite: 

{    l*lr  =f  +  k'if  +  h')  +  k't'C^'  +  f)  +  2*'e(^y  -  fcß) 

(  /*Xa"=«' +  *'(!»' +  Y')+*'«'(^  +  *0  +  2*'e(^Y-*W 
(fonnules  9  du  §  i),  d'où: 
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de  sorte  que  si  Ton  pose: 
il  vient: 

/'  =  /. 

D  faut  toutefois,  pour  que  cette  égalité  soit  justifiée,  que  les  limites  d'intégration 
soient  les  mêmes;  jusqu'ici  nous  avons  admis  que  /  variait  depuis  t^  jusqu'à  Z^,  et  x, 
yy  X.  depuis  —  oo  jusqu'à  -}-  ^-  A.  ce  compte  les  limites  d'intégration  seraient  altérées 
par  la  transformation  de  Lorentz;  mais  rien  ne  nous  empêche  de  supposer /^  =  —  oo, 
/j  =  -|-  00  ;  avec  ces  conditions  les  limites  sont  les  mêmes  pour  /  et  pour  /'. 

Nous  avons  alors  à  comparer  les  deux  équations  suivantes  analogues  à  l'équation 
(lo)  du  S  2: 

(    X/=-   f^XlUdxdt 

(2)  \ 

I^J'  =  —       ^X'iU'dr'dr. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  comparer  S  t/'  à  S  C7. 

Considérons  un  électron  dont  les  coordonnées  initiales  sont  x^,  y^j  :(^^;  ses  coor- 
données à  l'instant  ty  seront 

Si  on  considère  l'électron  correspondant  après  la  transformation  de  Lorentz,  il 
aura  pour  coordonnées 

où 

mais  il  n'atteindra  ces  coordonnées  qu'à  l'instant 

t'  =  kl(t-{-tx). 
Si  nous  faisons  subir  à  nos  variables  des  variations  ìi  U,  ^  F,  h  W  et  que  nous 
donnions  en  même  temps  à  /  un  accroissement  S(,   les  coordonnées  x,  y  y  x.  subiront 
un  accroissement  total 

Sjc  =  Xt7  +  ÇS^        Îiy  =  lV-\-AU,        S;^  =  Sfr+CSt. 
Nous  aurons  de  même: 
%x'  =  %ü'  ^V^t',        Îiy'  =  IV  -{-x'U',        Ix!  =  '^W' -\-r,'%t' 
et  en  vertu  de  la  transformation  de  Lorentz  : 

lx'  =  kl(lx  +  tli),         ly'  =  lly,         %z:  =  lH,         %t'  =  kt(tt-\-ttx'), 
d'où,  en  supposant  S  f  =  o,  les  relations  : 

%x'  =  %U'  -\-i'lr  =  kitu, 
W  =zkUiU. 
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Remarquons  que 

:,_«  +  « 


5'=^^^;-,    v= 


il  viendra,  en  remplaçant  ^t'  par  sa  valeur, 

jki(i  +  Çe)S  t7  =  S£7'(i  +  Ce)  +  (Ç  +  e)ife/eS  £7, 
/(i  +  $e)Sr=Xr'(i  +;e)  +  ï)/e55f7. 
Si  nous  nous  rappelons  la  définition  de  k,  nous  tirerons  de  là  : 


et  de  même 


Sp^_J^ï)8t;', 


d'où 

(3)  X^^^=t(*^^^'+  I'^^'  +  '^^^O  +  ^SC/'^IXC. 

Or,  en  vertu  des  équations  (2)  on  d<Mt  avoir: 

f^X'iU'dt'dr'=   f^XiUdtdT^-^C^XhUdt'dr'. 

En  remplaçant  ^XiU  pax  sa  valeur  (5)  et  identifiant,  il  vient: 

x'  =  ±x-\-^;^xi,     r  =  -^Y,     z'  =  ^z. 

Ce  sont  les  équations  (ii)du§i.Le  principe  de  moindre  action  nous  conduit 
donc  au  même  résultat  que  l'analyse  du  §  i. 

Si  nous  nous  reportons  aux  formules  (i),  nous  voyons  que  ^/*  —  ^a*  n'est 
pas  altérée  par  la  transformation  de  Lorentz,  sauf  un  facteur  constant;  il  n'en  est  pas 
de  même  de  l'expression  X/*  4"  X*^  4^^  figure  dans  l'énergie.  Si  nous  nous  bor- 
nons au  cas  où  e  est  assez  petit  pour  qu'on  en  puisse  négliger  le  carré  de  sorte  que 
it  ==  I  et  si  nous  supposons  aussi  /  =  i,  nous  trouvons: 

OU,  par  addition, 

§  4.  —  Le  Groupe  de  Loreatz. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  transformations  de  Lorentz  forment  un  groupe. 
Si  l'on  pose  en  effet: 

x'  =  klix-^ti),      y'=ly,       fC  =  li,       t'  =  klÇt-\-tx), 
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et  d'autre  part 

x"  =  ife'/'(x'  +  e'O,        f  =  l'y  y        k!'  =  IW        t"  =  *'/'(/'  +  e'  x'), 
avec 

*-*=!-  e^        k'-'  =  I  -  e'^ 
il  viendra: 

x"  =  jfe"  /"  (x  +  e"  0,        J'"  =  /")',        :c"  =  ^"  ly        ^"  =  *"  '"  0  +  e"  ^)j 


avec 


e"  =   ^t^^y         r  =  //',         k"  =  kk'(i  +  es')  =         ^ 

i  +  se"  '  ^      '        '^       </i  _  e"' 


1/î 
Si  nous  donnons  à  /  la  valeur  i,  que  nous  supposions  e  infiniment  petit, 

x'  =  x-{-^X,         y'=y  +  ^y,         ^' =  ^  +  X^,  t'  =  t-[.^t, 

il  viendra: 

ix  =  tty  S)P=:S:(^=0,  ^t  =  tx. 

C'est  là  la  transformation  infinitésimale  génératrice  du  groupe,  que  j'appellerai  la 
transformation  T,  et  qui  d'après  la  notation  de  Lie  peut  s'écrire: 

Ux^""  dt  ~  ^'• 

Si  nous  supposons  e  =  oet/=i-}-S/,  nous  trouverions  au  contraire 

Sx  =  xS/,         ty=y^l,         S:(  =  :c^^         ^t=tU 

et  nous  aurions  une  autre  transformation  infinitésimale  T^  du  groupe  (à  supposer  que 
/  et  e  soient  regardés  comme  des  variables  indépendantes)  et  on  aurait  avec  la  nota- 
tion de  Lie: 


T  —  v^?  -L.1^^  -i-^^?  JLt^^ 


Mais  on  pourrait  faire  jouer  à  l'axe  des  ^  ou  à  celui  des  :^  le  rôle  particulier  que 
nous  avons  fait  jouer  à  l'axe  des  x;  on  aurait  ainsi  deux  autres  transformations  infi- 
nitésimales : 


T  -f^  +  v^t 


qui  n'altéreraient  pas  non  plus  les  équations  de  Lorentz. 

On  peut  former  les  combinaisons  imaginées  par  Lie,  telles  que 

l-    "  ^'^-     dy       ^dx' 

mais  il  est  aisé  de  voir  que  cette  transformation  équivaut  à  un  changement  d'axes  de 
coordonnées,  les  axes  tournant  d'un  angle  très  petit  autour  de  l'axe  des  :^.   Nous  ne 

XoU,  Cire.  Ultm.  PtUrm»,  tomo  XXI  (190Ì).  —  Sumptto  il  14  dicembre  ijoj.  1; 
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ns  donc  pas  nous  étonner  si  un  pareil  changement  n'altère  pas  la  forme  des  équa- 
de  LoRENTZ,  évidemment  indépendantes  du  choix  des  axes. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  envisager  un  groupe  continu  que  nous  appellerons 
oupe  de  Lorentz  et  qui  admettra  comme  transformations  infinitésimales: 
1°  la  transformation  T^  qui  sera  permutable  à  toutes  les  autres; 
2®  les  trois  transformations  T, ,  T^ ,  T^; 
3«  les  trois  rotations  [T,,  TJ,  [T,,  TJ,  [T,,  T,]. 

Une  transformation  quelconque  de  ce  groupe  pourra  toujours  se  décomposer  en 
transformation  de  la  forme: 

ne  transformation  linéaire  qui  n'altère  pas  la  forme  quadratique 

Nous  pouvons  encore  engendrer  notre  groupe  d'une  autre  manière.  Toute  trans- 
lation du  groupe  pourra  être  regardée  comme  une  transformation  de  la  forme: 

X'  =  kl(x  +  eO,        /  =  ly,        x!  =  h,        r  =  klO  +  ex) 

édée  et  suivie  d'une  rotation  convenable. 

Mais  pour  notre  objet,  nous  ne  devons  considérer  qu'une  partie  des  transformations 
Ä  groupe;  nous  devons  supposer  que  /  est  une  fonaion  de  e,  et  il  s'agit  de  choisir 
I  fonction,  de  façon  que  cette  partie  du  groupe,  que  j'appellerai  P  forme  encore 
groupe. 

Faisons  tourner  le  système  de  i8o°  autour  de  Taxe  des  y  y  nous  devrons  retrouver 

transformation  qui  devra  encore  appartenir  à  P.  Or  cela  revient  à  changer  le  signe 
c,  x',  :(  et  ;{^';  on  trouve  ainsi: 

X'  =  H(x  -  eO,        /  =  h,        z:  =  k,        t'  =  klO-  ex). 

Donc  /  ne  change  pas  quand  on  change  e  en  —  e. 

D'autre  part,  si  P  est  un  groupe,  la  substitution  inverse  de  (i),  qui  s'écrit: 

ra  également  appartenir  à  P;  elle  devra  donc  être  identique  à  (2),  c'est-à-dire  que 

'=-r- 

On  devra  donc  avoir  I  =  i. 

§  5.  —  Ondes  de  Langevin. 

M.  Langevin  a  mis  sous  une  forme  particulièrement  élégante  les  formules  qui 
nissent  le  champ  élearomagnétique  produit  par  le  mouvement  d'un  électron  unique. 
Reprenons  les  équations 
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On  sait  qu'on  peut  les  intégrer  par  les  potentiels  retardés  et  qu'on  a: 

^  "^  ^       4'^J       r     '  4tqJ        r 

Dans  ces  formules  on  a: 

dr,  =  dx,dyM..        r'  =  (x-xy-\-(j-yy  +  (^-:^,y, 
tandis  que  p,  et  $,  sont  les  valeurs  de  p  et  de  Ç  au  point  x, ,  j^, ,  [^  et  à  l'instant 

t^  =  t-r. 
Soient:  x^,  y^^  :^^  les  coordonnées  d'une  molécule  d'électron  à  l'instant  t; 

ses  coordonnées  à  l'instant  /, . 

Uy  r,  ^  sont  des  fonctions  de  x^ ,  )^^ ,  ;^^ ,  de  sorte  que  nous  pourrons  écrire  : 

et  si  l'on  suppose  t  constant,  ainsi  que  x,  ^^  et  :^: 

dK  =  -\-J^^'dx,. 
Nous  pouvons  donc  écrire: 

avec  les  deux  autres  équations  qu'on  peut  en  déduire  par  permutation  circulaire. 
Nous  avons  donc: 

y, -y      p  ^,-;(        ,     _    ,  dU      dU      dU 


^+rfx,'    dy,'    d^ 


(3)     dr,i-\.l,^^,     l/-^,     Ç.iL^<=dr, 
en  posant 

Étudions  les  déterminants  qui  figurent  dans  les  deux  membres  de  (3)  et  d'abord 
dans  le  i*'  membre;  si  on  cherche  à  le  développer,  on  voit  que  les  termes  du  2^  et 
du  3*  degré  par  rapport  à  S, j  >),,  C,  disparaissent  et  que  le  déterminant  est  égal  à 

(Ü  désignant  la  composante  radiale  de  la  vitesse  Ç^,  yi^,  C,,  c'est-à-dire  la  composante 
dirigée  suivant  le  rayon  veaeur  qui  va  du  point  x,  y^  :(  au  point  x, ,  y^j  :^^. 

Pour  obtenir  le  2^  déterminant,  j'envisage  les  coordonnées  des  différentes  molécules 
de  l'électron  à  un  instant  t[  qui  est  le  même  pour  toutes  les  molécules,  mais  de  telle 
façon  que  pour  la  molécule  que  j'envisage  on  ait  /,  =  t\ .  Les  coordonnées  d'une  mo- 
lécule seront  alors: 
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U',  V\  W  étant  ce  que  deviennent  t/,  T,  W  quand  on  y  remplace  t.  par  T  ;  comme 
/^  est  le  même  pour  tomes  les  molécules,  on  aura: 

et  par  conséquent 

.  ,        .     \     .dU'    dU'     dU'\ 

en  posant 

d^[  =  ix,dj[d^[. 

Mais  l'élénient  de  charge  électrique  est 

j      ,  I         w    I         .      .  .  ,  dU'       dU 

et  de  plus  />(wr  te  molécule  envisagée,  on  a  /,  =  /,  et  par  conséquent  -^ —  =  -^ — ,  etc.; 

nous  pouvons  donc  écrire: 

,  j    \     ,    dU    dU    dU 

de  sorte  que  l'équation  (3)  deviendra: 
et  les  équations  (2): 

Si  nous  avons  affaire  à  un  électron  unique,  nos  intégrales  se  réduiront  à  un  seul 
élément,  pourvu  que  Ton  ne  considère  que  des  points  x,  y^  x^  suffisamment  éloignés 
pour  que  r  et  co  aient  sensiblement  la  même  valeur  pour  tous  les  points  de  rélectron. 
Les  potentiels  •]/,  F,  G,  H  dépendront  de  la  position  de  cet  électron,  et  aussi  de  sa 
vitesse,  car  non  seulement  ^,,  »,,  2^^  figurent  au  numérateur  dans  F,  G,  //,  mais  la 
composante  radiale  co  figure  au  dénominateur.  D  s'agit  bien  entendu  de  sa  position  et 
de  sa  vitesse  à  l'instant  /, . 

Les  dérivées  partielles  de  ^,  F,  G,  H  par  rapport  à  ^,  x,  }•,  x,  (et  par  conséquent 
les  champs  électrique  et  magnétique)  dépendront  en  outre  de  son  accélération.  De  plus, 
elles  en  dépendront  linéairement,  puisque  dans  ces  dérivées  cette  accélération  s'introduit 
par  suite  d'une  differentiation  unique. 

Langevin  a  été  ainsi  conduit  à  distinguer  dans  les  champs  électrique  et  magné- 
tique les  termes  qui  ne  dépendent  pas  de  l'accélération  (c'est  ce  qu'il  appelle  l'onde  de 
vitesse)  et  ceux  qui  sont  proportionnels  à  l'accélération  (c'est  ce  qu'il  appelle  l'onde 
d'accélération). 

Le  calcul  de  ces  deux  ondes  est  facilité  par  la  transformation  de  Lorentz.  Nous 
pouvons  en  effet  appliquer  cette  transformation  au  système,  de  façon  que  la  vitesse  de 
l'électron  unique  envisagé  devienne  nulle.  Nous  prendrons  pour  l'axe  des  x  la  direction 
de  cette  vitesse  avant  la  transformation,  de  sorte  que,  à  l'instant  ^,, 
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et  nous  prendrons  e  =  —  Ç^ ,  de  telle  façon  que 

Nous  pouvons  donc  ramener  le  calcul  des  deux  ondes  au  cas  où  la  vitesse  de 
l'électron  est  nulle.  Commençons  par  l'onde  de  vitesse  ;  nous  pouvons  remarquer  d'abord 
que  cette  onde  est  la  même  que  si  le  mouvement  de  l'électron  était  uniforme. 

Si  la  vitesse  de  l'électron  est  nulle,  on  a: 

fiij  étant  la  charge  électrique  de  l'électron.  La  vitesse  ayant  été  ramenée  à  zéro  par  la 
transformation  de  Lorentz,  nous  avons  donc: 

F'  =  G'  =  H'  =  o,        '1''=-^, 

r'  étant  la  distance  du  point  x',  y\  x!  ^^  point  x[y  y[j  :(^[,  et  par  conséquent: 

a'  =  P'  =  Y'  =  o, 

P-l^X^'-O  ->_^(/-y.)  .,_V:0C-O 

■'   ~       4irr''       '        «  ~       47cr''      '  ~       4«/»      ' 

Faisons  maintenant  la  transformation  inverse  de  celle  de  Lorentz  pour  trouver 
le  champ  véritable  correspondant  â  une  vitesse  —  e,  o,  o.  Nous  trouvons,  en  nous 
reportant  aux  équations  (9)  et  (5)  du  §  i  : 

/  a  =  0,  P  =  efc,         y  =  — t^, 

On  voit  que  le  champ  magnétique  est  perpendiculaire  â  l'axe  des  x  (direction  de 
la  vitesse)  et  au  champ  électrique,  et  que  le  champ  électrique  est  dirigé  vers  le  point  : 

(5)  *.  +  eO.-0,     >.,     i,- 

Si  l'électron  continuait  à  se  mouvoir  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  avec 
la  vitesse  qu'il  avait  à  l'instant  t^ ,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse  —  s,  o,  o,  ce  point  (5) 
serait  celui  qu'il  occuperait  à  l'instant  /. 

Passons  à  l'onde  d'accélération;  nous  pouvons,  grâce  à  la  transformation  de  Lo- 
rentz, ramener  sa  détermination  au  cas  où  la  vitesse  est  nulle.  C'est  le  cas  qui  est 
réalisé  si  on  imagine  un  électron  qui  exécute  des  oscillations  d'amplitude  très  petites, 
mais  très  rapides,  de  façon  que  les  déplacements  et  les  vitesses  soient  infiniment  petits, 
mais  que  les  accélérations  soient  finies.  On  retombe  ainsi  sur  le  champ  qui  a  été  étudié 
dans  le  célèbre  Mémoire  de  Hertz  intitulé  Die  Kräfte  elektrischer  Schwingungen  nach 
der  MAxwEufschen  Theorie  et  cela  pour  un  point  très  éloigné.  Dans  ces  conditions  : 

I**  Les  deux  champs  électrique  et  magnétique  sont  égaux  entre  eux. 

2°  Us  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

3°  Ils  sont  perpendiculaires  à  la  normale  à  la  sphère  d'onde,  c'est-à-dire  à  la 
sphère  dont  le  centre  est  le  point  x,,  y^j  ;^,. 
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Je  dis  que  ces  trois  propriétés  subsisteront  encore  quand  la  vitesse  ne  sera  pai 
nulle,  et  pour  cela,  il  me  suflSt  de  montrer  qu'elles  ne  sont  pas  altérées  par  la  trans 
formation  de  Lorentz. 

Soit  en  effet  A  l'intensité  commune  des  deux  champs,  soit 

(x  —  X,)  =  f  A,        (j  —  y^  =  r^        (k.  —  O  =  ^^        V  +  (A»  +  v'  =  I. 
Ces  propriétés  s'exprimeront  par  les  égalités  : 

ce  qui  veut  dire  encore  que 

_*.  X  _*. 

A'         A'         A 

_ÎL        _L        X 
A'        A'        A 

X,  I*,  V 

sont  les  cosinus  directeurs  de  trois  directions  recungukires,  et  on  en  déduit  les  relations  : 

/=pv  — Y|i,        a  =  Ä|i— ^v, 
ou 
(6)  /r  =  {i(^_;^,)  — Y  (>  —  >.),        «r  =  fcO'  — )r,)— ^(î  — O, 

avec  les  équations  que  l'on  en  peut  déduire  par  symétrie. 

Si  nous  reprenons  les  équations  (3)  du  §  i,  nous  trouvons: 

/x'-x:=*/[(x-x.)  +  eO-g]  =  H[(x-x,)  +  6r], 

(7)  \y'-y\  =  Ky-y^ 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  au  §  3  : 

^^(Zr-Z«'0=Zf-Z«'. 

Donc  Z/  =  Z«'  entraîne  Z/"  =  Z«"- 

D'autre  part,  en  partant  des  équations  (9)  du  §  1,  on  trouve: 

ce  qui  montre  que  X/*  =  ^  entraine  X/*'  =  ^• 
Je  dis  maintenant  que 

(8)  Z/(^'-*:)=o,    z«'(^'-*;)=o. 

En  effet,  en  vertu  des  équations  (7)  (ainsi  que  des  équations  9  du  §  i)  les  pre- 
miers membres  des  deux  équations  (8)  s'écrivent  respectivement: 

^l.K^-^ò  +  ^Ur  +  tiy-yò-^ix.-Ol 

_  2; a(x  —  X,)  +  -i-[af  —  h{y  —  y,)  +  gQç^  —  O]- 
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Ils  s'annulent  donc  en  vertu  des  équations  X/(-^'  —  ^i)=  X*(^  —  ^i)  =  ^ 
et  en  vertu  des  équations  (6).  Or  c'est  là  précisément  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  peut  d'ailleurs  arriver  au  même  résultat  par  de  simples  considérations  d'ho- 
mogénéité. 

En  effet, ^,  F,  G,  H  sont  des  fonctions  de  x  —  x, ,  y  —  y^y  t^  —  :(, ,  Ç,  =  -j-^ , 

Y),  =  -^,  C,  =  -j^  homogènes  de  degré  —  i  par  rapport  à  x,  y,  i,  t,  x. ,  )f. ,  :(, ,  /, 

et  à  leurs  différentielles. 

Donc  les  dérivées  de  ^,  F,  G,  H  par  rapport  à  x,  y^  :(,  /  (et  par  conséquent 
aussi  les  deux  champs  fjgj  h;  a,  ß,  y)  seront  homogènes  de  degré  —  2  par  rapport 
aux  mêmes  quantités,  si  nous  nous  rappelons  d'ailleurs  que  la  relation 

est  homogène  par  rapport  à  ces  quantités. 

Or  ces  dérivées  ou  ces  champs  dépendent   des  x  —  x, ,   des  vitesses  -j-^  et  des 

d^x 
accélérations  -rrrl  ^  se  composent  d'un  terme  indépendant   des  accélérations  (onde 

de  vitesse)  et  d'un  terme  linéaire  par  rapport  aux  accélérations  (onde   d'accélération). 

Or  -j—^  est  homogène  de  degré  o  et  -j-^  homogène  de  degré  —  i  ;  d'où  il  suit  que 

l'onde  de  vitesse  est  homogène  de  degré  —  2  par  rapport  à  x  —  x^,  y  —  y^j  :(  —  x.^ 
et  l'onde  d'accélération  homogène  de  degré  —  i .  Donc,  en  un  point  très  éloigné  l'onde 
d'accélération  est  prépondérante  et  peut  par  conséquent  être  regardée  comme  se  con- 
fondant avec  l'onde  totale.  De  plus,  la  loi  d'homogénéité  nous  montre  que  l'onde  d'ac- 
célération est  semblable  à  elle-même  en  un  point  éloigné  et  en  un  point  quelconque. 
Elle  est  donc,  en  un  point  quelconque,  semblable  à  l'onde  totale  en  un  point  éloigné. 
Or  en  un  point  éloigné  la  perturbation  ne  peut  se  propager  que  par  ondes  planes,  de 
sorte  que  les  deux  champs  doivent  être  égaux,  perpendiculaires  entre  eux  et  perpendi- 
culaires à  la  direction  de  propagation. 

Je  me  bornerai  à  renvoyer  pour  plus  de  détails  au  Mémoire  de  M.  Langevin  dans 
le  Journal  de  Physique  (Année  1905). 

§  6.  —  Contraction  des  Électrons. 

Supposons  un  électron  unique  animé  d'un  mouvement  de  translation  recdligne  et 
uniforme.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  on  peut,  grâce  à  la  transformation  de 
LoRENTz,  ramener  l'étude  du  champ  déterminé  par  cet  électron  au  cas  où  l'électron 
serait  immobile;  la  transformation  de  Lorentz  remplace  donc  l'électron  réel  en  mou- 
vement par  un  électron  idéal  immobile. 

Soit  a,  ß,  y;/,  l',  Ä  le  champ  réel;  soit  a',  P',  y';/*,  g'j  h'  ce  que  devient  le 
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champ  après  la  transformarion  de  Lorentz,  de  sorte  que  le  champ  idéal  a',  f  corre- 
spond au  cas  d'un  électron  immobile;  on  a: 

a_p_Y_o,        f--j^.,        g---dy^        *--7?' 


et  pour  le  champ  réel  (en  vertu  des  formules  9  du  §  i): 

«  =  o,  P  =  eA,  y  =  —  zg, 


^'^  (f=ir,    i=ki'g',    h=kvh'. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  l'énergie  totale  due  au  mouvement  de  l'électron, 
l'action  correspondante  et  la  quantité  de  mouvement  électromagnétique,  afin  de  pouvoir 
calculer  les  masses  électromagnétiques  de  l'élearon.  Pour  un  point  éloigné,  il  suffit  de 
considérer  l'électron  comme  réduit  à  un  point  unique  ;  on  est  ainsi  ramené  aux  formules 
(4)  du  §  précédent  qui  généralement  peuvent  convenir.  Mais  ici  elles  ne  sauraient  suf- 
fire, parce  que  l'énergie  est  principalement  localisée  dans  les  parties  de  l'éther  les  plus 
voisines  de  l'élearon. 

On  peut  faire  à  ce  sujet  plusieurs  hypothèses. 

D'après  celle  d'ABRAHAM,  les  électrons  seraient  sphériques  et  indéformables. 

Alors,  quand  on  appliquerait  la  transformation  de  Lorentz,  comme  l'électron  réel 

serait  sphérique,  l'électron  idéal  deviendrait  un  ellipsoïde.  L'équation   de  cet  ellipsoïde 

serait  d'après  le  §  i  : 

jt»(jc'  —  zt'  —ir  +  eÇx'y  +  (y  —  nkf  +  nktxj 

+  (:C  —  C*/'  +  KkzxJ  =  l'r\ 
Mais  ici  l'on  a: 

Ç4.e  =  yi=C  =  o,  i4-eÇ=i— e'  =  ^, 

de  sorte  que  l'équation  de  l'ellipsoïde  devient: 

Si  le  rayon  de  l'électron  réel  est  r,  les  axes  de  l'électron  idéal  seraient  donc: 

kir,        Ir,        Ir. 
Dans  l'hypothèse  de  Lorentz,  au  contraire,  les  électrons  en  mouvement  seraient 
déformés,  de  telle  façon  que  ce  serait  l'électron  réel  qui  deviendrait  un  ellipsoïde,  tandis 
que  l'électron  idéal  immobile  serait  toujours  une  sphère  de  rayon  r;  les  axes   de  l'é- 
lectron réel  seront  alors  : 

r  r  r 

ik'       i  '       r 

Désignons  par 
V énergie  électrique  longitudinale;  par 


B  =^ -^  f(g' +  h^)dr 
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V énergie  électrique  transversale;  par 

V énergie  magnétique  transversale.  Il  n'y  a  pas  d'énergie  magnétique  longitudinale,  puis- 
que a  =  a'  =  o.  Désignons  par  A\  5',  O  les  quantités  correspondantes  dans  le 
système  idéal.  On  trouve  d'abord: 

C  =  o,        C  =  eB. 

D'autre  part,  nous  pouvons  observer  que  le  champ  réel  dépend  seulement  de  jc-}-c/, 

y  tt  Xji  ^  écrire: 

dr  =  d{x  -|-  ^t)dyd7iy 

dr'^dx'dydr'zzzkVdr; 
d'où 

A'  =  kl"A,  B'  =  k-'l-'B,  ^=^1  B::r:klB\ 

Dans  l'hypothèse  de  Lorentz  on  a  5'  =  2  A'^  et  A\  inversement  proportionnel 
au  rayon  de  l'électron,  est  une  constante  indépendante  de  la  vitesse  de  l'électron  réel; 
on  trouve  ainsi  pour  l'énergie  totale: 

et  pour  l'action  (par  unité  de  temps): 

A^B—C—^^. 

Calculons  maintenant  la  quantité  de  mouvement  électromagnétique;  nous  trouverons: 

D=   r(gy  —  h^)dr  =  —  t  f(g'-^h')dr  =  —  2tB  =  —4tklA'. 

Mais  on  doit  avoir  certaines  relations  entre  l'énergie  £  =  -4  -|-  5  -j-  C,  l'action 
par  unité  de  temps  H  =z  A  -^  B  —  C,  et  la  quantité  de  mouvement  D.  La  première 


de  ces  relations 

est: 

E-H      J^ 

la  seconde  est 

dD             I  dE 
dt  -        tli' 

d'où: 

(2) 

D  = 

-^"         E-H 

tD. 

La  seconde  des  équations  (2)  est   toujours  satisfaite;  mais  la  première  ne  Test 
que  si 

c'est-à-dire  si  le  volume  de  l'élearon  idéal  est   égal  à  celui  de  l'électron  réd,  ou  en- 
core si  le  volume  de  l'électron  est  constant;  c'est  rh]rpothèse  de  Langevin. 
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Cela  est  en  contradiction  avec  le  résultat  du  §  4  et  avec  le  résultat  obtenu  par 
LoRENTZ  par  une  autre  voie.  C*est  cette  contradiction  qu'il  s'agit  d'expliquer. 

Avant  d'aborder  cette  explication,  j'observe  que,  quelle  que  soit  l'hypothèse  adoptée 
nous  aurons 

ou,  à  cause  de  Ç'  =  o, 

0)  ^  =  -F^- 

Nous  pouvons  rapprocher  ce  résultat  de  l'équation  J  =^  J'  obtenue  au  §  3. 
Nous  avons  en  eflfet: 


J=   Cndt,        r=fH'df. 


Nous  observerons  que  l'état  du  système  dépend  seulement  de  x  -|-  e  ^,  y  et  ;^, 
c'est-à-dire  de  x',  y' y  x!^  ^  V^^  ^^^^  avons: 

(4)  dt'  =  -Ldt. 

En  rapprochant  les  équations  (3)  et  (4)  on  trouve  /  =  /'. 

Plaçons-nous  dans  une  hypothèse  quelconque,  qui  pourra  être,  soit  celle   de   Lo- 

RENTZ  soit  celle  d' Abraham,  soit  celle  de  Langevin,  soit  une  hypothèse  intermédiaire. 

Soient 

r,        er,        er 

les  trois  axes  de  l'électron  réel;  ceux  de  l'électron  idéal  seront: 

kir,        e/r,        e/r. 

Alors  A'  -|-  B'  sera  l'énergie  électrostatique  due  à  un  ellipsoïde  ayant  pour  axes 
kir,  e/r,  e/r. 

Que  l'on  suppose  l'électricité  répandue  à  la  surface  de  l'électron  comme  à  celle  d'un 
conducteur,  ou  uniformément  répandue  à  l'intérieur  de  cet  électron;  cette  énergie  sera 
de  la  forme: 

<t) 

où  f  est  une  fonction  connue. 

L'h)rpothèse  d' Abraham  consiste  à  supposer  : 

r  =  const,        e  =  I. 
Celle  de  Lorentz: 

i  =  I,        Jkr  =  const.|        e  =  i. 
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Celle  de  Langevin: 

i_ 

l  =z  k    ^  y        *  =  6,        kir  =  const. 

On  trouve  ensuite: 


Abraham  trouve,  à  la  différence  des  notations  près  (Göttinger  Nachrichten,  1902, 
p.  37): 

r        t         ^  I  — e  * 
a  étant  une  constante.  Or,  dans  l'hypothèse  d'ABRAHAM,  on  a  6  =  i;  donc: 

(5)  ç^_)  =  a^«__log-^  =  _iog^, 

ce  qui  définit  la  fonction  f . 

Cela  posé,  imaginons  que  l'électron  soit  soumis  à  une  liaison,  de  telle  façon  qu'il 
y  ait  une  relation  entre  r  et  6;  dans  l'hypothèse  de  Lorentz  cette  relation  serait 
6  r  =  const.,  dans  celle  de  Langevin  6*  r ^  =  const.  Nous  supposerons  d'une  façon 
plus  générale 

b  étant  une  constante  ;  d'où  : 


''=w^-Ìt) 


Quelle  sera  la  forme  que  prendra  l'électron  quand  la  vitesse  deviendra  — e^,  si 
Von  ne  suppose  pas  l'intervention  d'autres  jorus  que  ulks  de  liaison  Ì  Cette  forme  sera 
définie  par  l'égalité  : 

(6)  -^  =  0, 

ou 

—  me-^'9  +  e-**-'9'  =  o, 

ou 

9'  mk 

y  —  !"• 

Si  nous  voulons  que  l'équilibre  ait  lieu  de  telle  façon  que  6  =  i,  il  faut  que  pour 
-y-  z=  I,  la  dérivée  logarithmique  de  ç  soit  égale  à  m. 

Si  nous  développons  -r-  et  le  2^  membre  de  (5)  suivant  les  puissances  de  e,  l'é- 
quation (5)  devient: 

en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  s. 
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En  difièrentiant,  il  vient: 

Pour  e  =  o,  c'est-à-dire  quand  ^argument    de  f  est  égal  à  i,  ces   équations  de- 
viennent: 

(7)  9  =  ^        ?=-y^         9^~T' 

On  doit  donc  avoir  m  =  —  j  conformément  à  Thypothèse  de  Langevin. 
Ce  résultat  doit  être  rapproché  de  celui  qui  est  relatif  à  la  i*"  équation  (2)  et 
dont  en  réalité  il  ne  diffère  pas.  En  effet,  supposons  que  tout  élément  tir  de  l'électron 
soit  soumis  à  une  force  Xdr  parallèle  à  l'axe  des  x,  X  étant  le  même  pour  tous 
les  éléments;  nous  aurons  alors,  conformément  à  la  définition  de  la  quantité  de  mou- 
vement: 

D'autre  part,  le  principe  de  moindre  action  nous  donne: 

X/=   CxiUdrdt,        J=  fudt,        X/=   foiUdt, 

iU  étant  le  déplacement  du  centre  de  gravité  de  l'électron;  H  dépend  de  6  et  de  c, 
si  l'on  admet  que  r  est  lié  à  6  par  l'équation  de  liaison;  on  a  alors: 


»^=/(l?*' +!?»•)''■ 


_,  .         diu   „  ,      .  . 

Ixautre  part  «e  = j—;  doù,  en  intégrant  par  parties: 


ou 


d'où 


fDUdt=  fDiUdt, 


d  M 
Mais  la  dérivée  -7— ,  qui  figure  dans  le  2*  membre  de  la  i*'*  équation  (2),  c'est  la 

àénvéêt  prise  en  supposant  0  exprimé  en  fonction  de  c,  de  sorte  que 

dH  _dH      dHd^ 
TT"  d«  "^  d«  i«' 

L'équation  (2)  équivaut  donc  à  l'équation  (6). 

La  conclusion  est  que  si  l'électron  est  soumis  à  qm  Hmob  entre  ses  trois  axes, 
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et  si  aucune  autre  foru  n'intervient  en  dehors  des  forces  de  liaison,  la  forme  que  prendra 
cet  électron,  quand  il  sera  animé  d'une  vitesse  uniforme,  ne  pourra  être  telle  que 
l'électron  idéal  correspondant  soit  une  sphère,  que  dans  le  cas  où  la  liaison  sera  que 
le  volume  soit  constant,  conformément  à  l'hypothèse  de  Langevin. 

Nous  sonmies  amenés  de  la  sorte  à  nous  poser  le  problème  suivant  :  queUes  for- 
ces supplémentaires,  autres  que  les  forces  de  liaison,  serait-il  nécessaire  de  faire  inter- 
venir pour  rendre  compte  de  la  loi  de  Lorentz  ou,  plus  généralement,  de  toute  loi 
autre  que  celle  de  Langevin? 

L'hypothèse  la  plus  simple,  et  la  première  que  nous  devions  examiner,  c'est  que 
ces  forces  supplémentaires  dérivent  d'un  potentiel  spécial  dérivant  des  trois  axes  de 
Tellipsoide,  et  par  conséquent  de  6  et  de  r;  soit  F (6,  r)  ce  potentiel;  dans  ce  cas 
l'action  aura  pour  expression: 


J  =  f[H+Fi%r)]dt 


et  les  conditions  d'équilibre  s'écriront: 

,0V  dH   ,dF  dH   .   dF 

(^)  7ë-  +  ^  =  °'      77  +  î7  =  °- 

Si  nous  supposons  r  et  6  liés  par  la  liaison  r  =:  i  6" ,  nous  pourrons  regarder  r 
comme  fonction  de  6,  envisager  F  comme  ne  dépendant  que  de  6  et  conserver  seu- 
lement la  1'"  équation  (8)  avec: 

rr_      9  àH  _   —m(f  y' 

H*e-'      db  ~  bk'H'*'~^  bk'b'' 

Il  faut  que,  pour  k  :=■%  l'équation  (8)  soit  satisfaite  ;  ce  qui  donne,  en  tenant  compte 

des  équations  (7): 

dF ma     .     2       a 

d'où: 

-g  m  +  7 
~  *e-*'  m  -j-  2 

et  dans  l'hypothèse  de  Lorektz,  où  m  =  —  1  : 

Supposons  maintenant  qu'il  n'y  ait  aucune  liaison  et,  considérant  r  et  0  comme 
deux  variables  indépendantes,  conservons  les  deux  équations  (8);  il  viendra: 

w__i.  ^  —  iL  dH  _  —  <f 

Ä'r'         de  —jk'r'         dr  ~  *V 

Les  èquadona  (8)  doivest  être  satisfaites  pour  Jli  =  0,  r  =:  iO";  ce  qui  donne: 

dF  a  dF       i      a 


0)  </f~**Ô-**'        Ih 


*«-*»• 
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Une  des  manières  de  satisfaire  à  ces  conditions  est  de  poser: 

(10)  F  =  Af^^^, 

Aj  X  et  ^  étant  des  constantes;  les  équations  (9)  doivent  être  satisfaites  pour  Jt  =  Ö, 
r  =  bh'^y  ce  qui  donne: 


^a**-'6-**--^P  =  -r5^^  ^(4*-6-^^'  = 


En  identifiant  on  trouve 
(II)  «  =  5Tr,        p  =  2Y,        Y  =  -^^,        A  =  ^^,. 

Mais  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  proportionnel  à  r'6*,  de  sorte  que  le  potentiel 
supplémentaire  est  proportionnel  à  la  puissance  y  du  volume  de  l'électron. 

Dans  l'hypothèse  de  Lorentz,  on  a  m  =  —  i,  y  =  i. 

On  retrouve  donc  Vhypothhe  de  Lorentz  à  la  condition  d^ ajouter  un  potentiel  sup- 
plétnentaire  proportionnel  au  volume  de  Vélectron. 

L'hypothèse  de  Langevin  correspond  à  y  =  00. 

S  7.  —  Mouvement  quasi-stationnaire. 

D  reste  à  voir  si  cette  hypothèse  sur  la  contraction  des  électrons  rend  compte  de 
l'impossibilité  de  mettre  en  évidence  le  mouvement  absolu,  et  je  commencerai  par  étu- 
dier le  mouvement  quasi-stationnaire  d'un  électron  isolé,  ou  soumis  seulement  à  l'ac- 
tion d'autres  électrons  éloignés. 

On  sait  qu'on  appelle  mouvement  quasi-stationnaire  un  mouvement  où  les  varia- 
tions de  la  vitesse  sont  assez  lentes  pour  que  les  énergies  magnétique  et  électrique  dues 
au  mouvement  de  l'électron  difièrent  peu  de  ce  qu'elles  seraient  dans  le  mouvement 
uniforme;  on  sait  également  que  c'est  en  partant  de  cette  notion  du  mouvement  quasi- 
sutionnaire  qu'AsRAHAM  est  arrivé  à  celle  des  masses  électromagnétiques  transversale 
et  longitudinale. 

Je  crois  devoir  préciser.  Soit  H  notre  action  par  unité  de  temps  : 


H  =  i-/(Iy-Za-)rfT, 


où  nous  ne  considérons  pour  le  moment  que  les  champs  électrique  et  magnétique  dus 
au  mouvement  d'un  électron  isolé.  Au  §  précédent,  considérant  le  mouvement  comme 
uniforme,  nous  regardions  H  comme  dépendant  de  la  vitesse  $,  n,  Ç  du  centre  de 
gravité  de  l'élearon  (ces  trois  composantes,  dans  le  Ç  précédent,  avaient  pour  valeurs 
—  e,  o,  o)  et  des  paramètres  r  et  6  qui  définissent  la  forme  de  l'électron. 

Mais  si  le  mouvement  n'est  plus  uniforme,  H  dépendra  non  seulement  des  valeurs 
de  Ç,  Y),  !^,  r,  9  à  l'instant  considéré,  mais  des  valeurs  de  ces  mêmes  quantités  à  d'au- 
tres instants  qui  pourront  en  àiSRrer  de  quantités  de  même  ordre  que  le  temps  mis 
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par  la  lumière  pour  aller  d'un  point  à  l'autre  de  l'électron;  en  d'autres  termes,  H  dé- 
pendra non  seulement  de  Ç,  yi,  C,  ^,  Ö,  niais  de  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres  par 
rapport  au  temps. 

Eh  bien,  le  mouvement  sera  dit  quasi-stationnaire  quand  les  dérivées  partielles  de 
H  par  rapport  aux  dérivées  successives  de  H,  yi,  ^,  r,  0  seront  négligeables  devant  les 
dérivées  partielles  de  H  par  rapport  aux  quantités  Ç,  y),  C,  r,  6  elles-mêmes. 

Les  équations  d'un  pareil  mouvement  pourront  s'écrire: 


(0 


àH_,dF_dIIdF_ 


I  d  dH  /»„  .  d  dH  /•„  .  d  dH  /-„  . 


Dans  ces  équations,  F  a  la  même  signification  que  dans  le  §  précédent;  X,  F,  Z 
sont  les  composantes  de  la  force  qui  agit  sur  l'électron  :  cette  force  étant  due  unique- 
ment aux  champs  électrique  et  magnétique  produits  par  les  autres  électrons. 

Observons  que  H  ne  dépend  de  Ç,  »,  ^  que  par  l'intermédiaire  de  la  combinaison 


c'est-à-dire  de  la  grandeur  de  la  vitesse  ;  on  a  donc,  en  appelant  encore  D  la  quantité 
de  mouvement: 

dfl^  _  dH  _Ç^  _  _  J_ 

di~  dV  F  ~  F' 


d'où: 

r     \ 

d  dH 

Ddl            i    dV      dD   l  dV 

(2) 

dt  dl  = 

V  dt           P    dt  '^  dV  V  dt' 

d  dH 

D  dm            y,    dr       dD   Yi   dV 

(a'") 

dt  dm 

V  dt       ^  r  dt  ^  dF  F  dt' 

avec 

(3) 

*^  dt  -  ^^  dt' 

Si  nous  prenons  la  direction  actuelle  de  la  vitesse  pour  axe  des  jc,  il  vient: 
Ç  =  F,       T,=:  =  o,        -ïi  =  Tt' 


équations  (2)  et  (a'")  deviennent: 

d  dH       dD  dl 
dt  di  ~  dF  dt' 

d  dH 

dt  dm  ~ 

D  dm 
F  dt 

et  les  trois  dernières  équations  (i)  : 

,.  dDdl         /•„.  D  dm         r„,  D  dl         r„. 

(4)  dF7t=J^'^^'      Tdr  =  J^'^^'      TJt-j^^' 
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dD 


au  ,  ■ — - 

C'est   pourquoi   Abraham  a  donné  à  jy  le  nom  de  masse  hngitudinaU  et  â  i 

le  nom  de  masse  transversale  \  rappelons  que  u  —  jy. 
Dans  l'hypothèse  de  Lorentz,  on  a: 


dH___òH 


dH 

^^  représentant  la  dérivée  par  rapport  à  T,  après  que  r  et  8  ont  été  remol    è 

leurs  valeurs  en  fonctions  de  V  tirées  des  deux  premières  équations  fi^.  r.«  j,  ., 

.     .  \  J»  ^u.  a.ura  d  ail- 

leurs, après  cette  substitution, 


et 


H  =  +  AVi  —  F\ 

Nous  choisirons  les  unités  de  telle  façon  que  le  facteur  constant  ^  soit  é^  1 
je  pose  yi  —  P  =  hj  d'où  : 

H  =  +  h,         D--y,         jy-h    ,         ^  — __  =  ^-, 

Nous  poserons  encore: 

et  nous  trouverons  pour  l'équation  du  mouvement  quasi-stationnaire  : 

(5)  r'^  +  r'$M=x.. 

Voyons  ce  que  deviennent  cts  équations  par  la  transformation  de  Lorentz. 
Nous  poserons  :  i  -}-  Ç  e  =  (jl,  et  nous  aurons  d'abord  : 

d'où  l'on  tire  aisément 

^"         k' 
Nous  avons  également 

dt'  z=hv.dU 
d'où: 

àJi^dl_jL_       dr^_dji_i ^  _»ie_      ^' _  rfC     i  di    U 

dt'      dt  k'iL"    df-dtk'iL'      dt  k'^''   dt'  ~-  dtVY~7typ> 

d'où  encore: 

dt    k'iL*^  k*lLf 

et 
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(7)  h-^'f  +  Ä'-'VM'  =  (r'^  +  Ä-'i,  m)|a-'*-. 

Reportons-nous   maintenant  aux  équations  (ii****)   du   §    i;   on  peut  y   regarder 
X, ,  F, ,  Zj  comme  ayant  la  même  signification  que  dans  les  équations  (5).   D'autre 

part,  nous  avons   /=i  et  -^  =  ipi;  ces  équations  deviennent  donc  : 


(8) 

Calculons  ^X^l  i.  l'aide  des  équations  (5),  nous  trouverons  : 

d'où: 


En  comparant  les  équations  (5),  (6),  (7)  et  (9),  on  trouve  enfin: 

ce  qui  montre  que  les  équations  du  mouvement  quasi-stationnaire  ne  sont  pas  altérées 
par  la  transformation  de  Lorentz;  mais  cela  ne  prouve  pas  encore  que  l'hypothèse  de 
LoRENTz  est  la  seule  qui  conduise  à  ce  résultat. 

Pour  établir  ce  point,  nous  allons  nous  restreindre,  ainsi  que  Ta  fait  Lorentz,  à 
certains  cas  particuliers,  ce  qui  nous  suffira  évidemment  pour  déiçontrer  une  propo- 
sition négative. 

Comment  allons-nous  d'abord  étendre  les  hypothèses  sur  lesquelles  reposait  le 
calcul  précédent? 

1°  Au  lieu  de  supposer  /  =  i  dans  la  transformation  de  Lorentz,  nous  suppo- 
serons l  quelconque. 

2°  Au  lieu  de  supposer  que  F  est  proportionnel  au  volume,  et  par  conséquent 
que  H  est  proportionnel  à  a,  nous  supposerons  que  F  est  une  fonction  quelconque  de 
6  et  de  r,  de  telle  façon  que  [après  avoir  remplacé  0  et  r  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tions de  r,  tirées  des  deux  premières  équations  (i)]  -ff  soit  une  fonction  quelconque  de  F. 

J'observe  d'abord  que,  si  l'on  suppose  H  =  fc,  on  devra  avoir  /  =  i  ;  et  en  eflfet 
les  équations  (6)  et  (7)  subsisteront,  sauf  que  les  seconds  membres  seront  multipliés 

par  -j-  ;  les  équations  (9)  également,  sauf  que  les  seconds  membres  seront  multipliés  par 

-p-  ;  et  enfin  les  équations  (10),  sauf  que  les  seconds  membres  seront  multipliés  par  -p  .  Si 
l'on  veut  que  les  équations  du  mouvement  ne  soient  pas  altérées  par  la  transformation 
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de  LoRENTz,  c'est-à-dire  que  les  équations  (lo)  ne  diffèrent  des  équations  (5)  que  par 
l'accentuation  des  lettres,  il  faut  supposer: 

/=i. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  n  =:  J^  =  o,  d'où  Ç  =  T,  "tt  =  "TT  î  '^  équa- 
tions (5)  prendront  la  forme: 

^^   ^  dt  di~  dV  dt  —  ^«'  dt  dfi  ^  V  dt  ~  ^' 

Nous  pouvons  d'ailleurs  poser: 

Si  les  équations  du  mouvement  ne  sont  pas  altérées  par  la  transformation  de  Lo- 
RENTZ,  on  devra  avoir: 

f(i.')%  =  K  =  i-f-"ix.  +  'lx.()  =  i-f.-x,o  +  .0  =  fx,. 


et  par  conséquent: 

Mais  nous  avons: 
d'où: 


^  —  il  -L-  d-n' _dy,     i 

dt'~  dt  Jk>"        dt'  ~  dt  Jk>" 

.«•)  =  . (^)  =  H0^; 

d'où,  en  éliminant  /%  nous  trouvons  l'équation  fonctionnelle: 
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OU,  en  posant 

a  y 
celle-ci  : 

Vi  +  Çe/  (1  +  50 

équation  qui  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  S  et  de  e.  Pour  C  =  o  on 

trouve  : 

ü(e)  =  ü(0)(i-E'), 
d  ou  : 

V 


Vi  -  y) 


A  étant  une  constante,  et  où  j'ai  fait  ü(o)  =  — . 
On  trouve  alors: 


Or  (p(Ç')  =  9(;)-jr ;  donc  on  a: 

(Ç  +  e)"-(i  -  e')""^  =  -  Ç— (I  -  e)^l-\ 

Comme  /  ne  doit  dépendre  que  de  e  (puisque,  s'il  y  a  plusieurs  électrons,  /  doit 
être  le  même  pour  tous  les  électrons  dont  les  vitesses  Ç  peuvent  être  différentes),  cette 
identité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a: 

m  =  I,         /  =  I. 

Ainsi  l'hypothèse  de  Lorentz  est  la  seule  qui  soit  compatible  avec  l'impossibilité 
de  mettre  en  évidence  le  mouvement  absolu;  si  on  admet  cette  impossibilité,  il  faut 
admettre  que  les  électrons  en  mouvement  se  contractent  de  façon  à  devenir  des  ellips- 
oïdes de  révolution  dont  deux  des  axes  demeurent  constants;  il  faut  donc  admettre, 
comme  nous  l'avons  montré  au  §  précédent,  l'existence  d'un  potentiel  supplémentaire 
proportionnel  au  volume  de  l'électron. 

L'analyse  de  Lorentz  se  trouve  donc  pleinement  confirmée,  mais  nous  pouvons 
mieux  nous  rendre  compte  de  la  vraie  raison  du  fait  qui  nous  occupe;  cette  raison  doit 
être  cherchée  dans  les  considérations  du  §  4.  Les  transformations  qui  nalthrent  pas  les 
équations  du  mouvement  doivent  former  un  groupe,  et  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
1=1.  Comme  nous  ne  devons  pas  pouvoir  reconnaître  si  un  électron  est  en  repos 
ou  en  mouvement  absolu,  il  faut  que  quand  il  est  en  mouvement  il  subisse  une  dé- 
formation qui  doit  être  précisément  celle  que  lui  impose  la  transformation  correspon- 
dante du  groupe. 
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s  8.  —  Mouvement  quelconque. 

Les  résultats  précédents  ne  s'appliquent  qu'au  mouvement  quasi-stationnaire,  mais 
il  est  aisé  de  les  étendre  au  cas  général;  il  suffit  d'appliquer  les  principes  du  §  3,  c'est- 
à-dire  de  partir  du  principe  de  moindre  action. 

A  l'expression  de  l'action: 


/=/--(?-¥). 


il  convient  d'ajouter  un  terme,  représentant  le  potentiel  supplémentaire  F  du  §  6;  ce 
terme  prendra  évidemment  la  forme: 

où  XC-O  représente  la  somme  des  potentiels  supplémentaires  dus  aux  différents  élec- 
trons, chacun  d'eux  étant  proportionnel  au  volume  de  l'électron  correspondant. 

J'écris  (F)  entre  parenthèses  pour  ne  pas  confondre  avec  le  vecteur  F,  G,  H. 

L'action  totale  est  alors  J  -}-  J^*  Nous  avons  vu  au  §  3  que  /  n'est  pas  altéré 
par  la  transformation  de  Lorentz;  il  faut  montrer  maintenant  qu'il  en  est  de  même 
de/.. 

On  a,  pour  l'un  des  électrons, 

(F)  =  a>,T, 
«^  étant  un  coefficient  spécial  à  l'électron  et  t  son  volume;  je  puis  donc  écrire: 


l(iF)  =  f'^od% 


l'intégrale  devant  être  étendue  à  tout  l'espace,  mais  de  telle  façon  que  le  coefficient 
(ù^  soit  nul  en  dehors  des  électrons,  et  qu'à  l'intérieur  de  chaque  électron  il  soit  égal 
au  coefficient  spécial  à  cet  électron.  On  a  alors: 


/,=/.. 


drdt 


et  après  la  transformation  de  Lorentz: 

Or  on  a  fc)^  =  w^';  car  si  un  point  appartient  à  un  électron,  le  point  correspondant 
après  la  transformation  de  Lorentz  appartient  encore  au  mime  électron.  D'autre  part, 
nous  avons  trouvé  au  §  3  : 

dT'dr  =  lUrdt 

et,  puisque  nous  supposons  maintenant  /  =  i, 

dT'df  =  drdt. 
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On  a  donc 

/,  =  /,.  c.  Q.  F.  D. 

Le  théorème  est  donc  général,  il  nous  donne  en  même  temps  une  solution  de  la 
question  que  nous  nous  posions  à  la  fin  du  §  i  :  trouver  des  forces  complémentaires 
non  altérées  par  la  transformation  de  Lorentz.  Le  potentiel  supplémentaire  (F)  sati- 
fait  à  cette  condition. 

Nous  pouvons  donc  généraliser  le  résultat  énoncé  à  la  fin  du  §  i  et  écrire: 

Si  l'inertie  des  électrons  est  exclusivement  d'origine  électromagnétique,  s'ils  ne  sont 
soumis  qu'à  des  forces  d'origine  électromagnétique,  ou  aux  forus  qui  engendrent  le  poten- 
tiel supplémentaire  (F),  aucune  expérience  ne  pourra  mettre  en  évidenu  le  mouvement 
absolu. 

Quelles  sont  alors  ces  forces  qui  engendrent  le  potentiel  (F)?  Elles  peuvent  évi- 
demment être  assimilées  à  une  pression  qui  régnerait  à  l'intérieur  de  l'électron;  tout 
se  passe  comme  si  chaque  électron  était  une  capacité  creuse  soumise  à  une  pression 
interne  constante  (indépendante  du  volume);  le  .travail  d'une  pareille  pression  serait 
évidemment  proportionnel  aux  variations  du  volume. 

Je  dois  observer  toute  fois  que  cette  pression  est  négative.  Reprenons  l'équation 
(10)  du  §  6,  qui  dans  l'hypothèse  de  Lorentz  s'écrit: 

F  =  Ar'ò'\ 

les  équations  (ii)  du  §  6  nous  donneront: 

Notre  pression  est  égale  à  ^,  à  un  coefficient  constant  près,  qui  d'ailleurs  est 
négatif. 

Évaluons  maintenant  la  masse  de  l'électron,  je  veux  parler  de  la  «  masse  expéri- 
mentale »,  c'est-à-dire  de  la  masse  pour  des  vitesses  faibles;  on  a  (cf.  §  6)  : 


d'où 


Ir  =  *; 


''  =  iï  =  T^f^^- 


Pour  V  très  petit  je  puis  écrire: 

de  sorte  que  la  masse,  tant  longitudinale  que  transversale,  sera  -r- . 

Or  fl  est  une  constante  numérique,  ce  qui  montre  que:  la  pression  qui  engendre 
notre  potentiel  supplémentaire  est  proportionnelle  à  la  4*  puissance  de  la  masse  expéri- 
mentale de  l'électron. 
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Comme  l'attraction  newtonienne  est  proportionnelle  à  cette  masse  expérimentale, 
on  est  tenté  de  conclure  qu'il  y  a  quelque  relation  entre  la  cause  qui  engendre  la  gra- 
vitation et  celle  qui  engendre  ce  potentiel  supplémentaire. 

§  g.  —  Hypothèses  sur  la  Gravitation. 

Ainsi  la  théorie  de  Lorentz  expliquerait  complètement  l'impossibilité  de  mettre  en 
évidence  le  mouvement  absolu,  si  toutes  les  forces  étaient  d'origine  électromagnétique. 

Mais  il  y  a  des  forces  auxquelles  on  ne  peut  pas  attribuer  une  origine  électroma- 
gnétique comme  par  exemple  la  gravitation.  Il  peut  arriver,  en  effet,  que  deux  systèmes 
de  corps  produisent  des  champs  électromagnétiques  équivalents,  c'est-à-dire  exerçant  la 
même  action  sur  des  corps  electrises  et  sur  des  courants,  et  que  cependant  ces  deux 
systèmes  n'exercent  pas  la  même  action  gravifique  sur  les  masses  newtoniennes.  Le 
champ  gravifique  est  donc  distinct  du  champ  électromagnétique.  Lorentz  a  donc  été 
obligé  de  compléter  son  hypothèse  en  supposant  que  lesforus  de  toute  origine,  et  en  parti- 
culier la  gravitation,  sont  affectées  par  une  translation  (ou,  si  l'on  aime  mieux,  par  la  trans- 
formation de  Lorentz)  de  la  même  manière  que  les  forces  électromagnétiques. 

Il  convient  maintenant  d'entrer  dans  les  détails  et  d'examiner  de  plus  près  cette 
hypothèse.  Si  nous  voulons  que  la  force  newtonienne  soit  affectée  de  cette  façon  par 
la  transformation  de  Lorentz,  nous  ne  pouvons  plus  admettre  que  cette  force  dépend 
uniquement  de  la  position  relative  du  corps  attirant  et  du  corps  attiré  à  l'instant  con- 
sidéré. Elle  devra  dépendre  en  outre  des  vitesses  des  deux  corps.  Et  ce  n'est  pas  tout  : 
il  sera  naturel  de  supposer  que  la  force  qui  agit  à  l'instant  t  sur  le  corps  attiré,  dépend 
de  la  position  et  de  la  vitesse  de  ce  corps  à  ce  même  instant  t;  mais  elle  dépendra,  en 
outre,  de  la  position  et  de  la  vitesse  du  corps  attirant,  non  pas  à  l'instant  f,  mais  à 
un  instant  antérieur,  comme  si  la  gravitation  avait  mis  un  certain  temps  à  se  propager. 

Envisageons  donc  la  position  du  corps  attiré  à  l'instant  t^  et  soient,  à  cet  instant, 
Xq,  y^,  ;(^  ses  coordonnées,  ;,  yi,  C,  les  composantes  de  sa  vitesse;  considérons  d'autre 
part  le  corps  attirant  à  l'instant  correspondant  t^-^  t  ti  soient,  à  cet  instant,  x^-f-  x, 
>'o  "!">'>  ^  "h  t  ses  coordonnées,  S,,  vi^,  ^^  les  composantes  de  sa  vitesse. 

Nous  devrons  d'abord  avoir  une  relation 

(0  ?(^  X,  y,  ^  Ç,  Y),  C,  5,,  ÌQ,,  O  =  0 

pour  définir  le  temps  t.  Cette  relation  définira  la  loi  de  la  propagation  de  Taction 
gravifique  (je  ne  m'impose  nullement  la  condition  que  la  propagation  se  fasse  avec  la 
même  vitesse  dans  tous  les  sens). 

Soient  maintenant  X^ ,  F^ ,  Z,  les  3  composantes  de  l'action  exercée  à  l'instant  t 
sur  le  corps  attiré  ;  il  s'agit  d'exprimer  X^ ,  F^ ,  Z^  en  fonctions  de 

(2)  ^  X,  y,  ^  $,  Y),  j;,  $.,  Y),,  ?:,. 

Quelles  sont  les  conditions  à  remplir? 
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1°  La  condition  (i)  ne  devra  pas  être  altérée  par  les  transformations  du  groupe 

de  LORENTZ. 

2°  Les  composantes  X, ,  7, ,  Z,  devront  être  affectées  par  les  transformations  de 
LoRENTZ  de  la  même  manière  que  les  forces  électromagnétiques  désignées  par  les  mê- 
mes lettres,  c'est-à-dire  conformément  aux  équations  (ii**")  du  §  i. 

3°  Quand  les  deux  corps  seront  au  repos,  on  devra  retomber  sur  la  loi  ordinaire 
de  l'attraction. 

Il  importe  de  remarquer  que  dans  ce  dernier  cas,  la  relation  (i)  disparaît,  car  le 
temps  t  ne  joue  plus  aucun  rôle  si  les  deux  corps  sont  au  repos. 

Le  problème  ainsi  posé  est  évidemment  indéterminé.  Nous  chercherons  donc  à  sa- 
tisfaire autant  que  possible  à  d'autres  conditions  complémentaires  : 

4°  Les  observations  astronomiques  ne  semblant  pas  montrer  de  dérogation  sensible 
à  la  loi  de  Newton,  nous  choisirons  la  solution  qui  s'écarte  le  moins  de  cette  loi, 
pour  de  faibles  vitesses  des  deux  corps. 

5°  Nous  nous  efforcerons  de  nous  arranger  de  façon  que  t  soit  toujours  négatif  ; 
si  en  effet  on  conçoit  que  l'effet  de  la  gravitation  demande  un  certain  temps  pour  se 
propager,  il  serait  plus  difficile  de  comprendre  comment  cet  effet  pourrait  dépendre 
de  la  position  non  encore  atteinte  par  le  corps  attirant. 

Il  y  a  un  cas  où  l'indétermination  du  problème  disparait;  c'est  celui  où  les  deux 
corps  sont  en  repos  relatif  l'un  par  rapport  à  l'autre,  c'est-à-dire  où  : 

c'est  donc  le  cas  que  nous  allons  examiner  d'abord,  en  supposant  que  ces  vitesses  sont 
constantes,  de  telle  sorte  que  les  deux  corps  sont  entraînés  dans  un  mouvement  de 
translation  commun,  reailigne  et  uniforme. 

Nous  pourrons  supposer  que  l'axe  des  x  a  été  pris  parallèle  à  cette  translation,  de 
telle  façon  que  tq  =z  C  =  o,  et  nous  prendrons  e  =  —  Ç. 

Si  dans  ces  conditions  nous  appliquons  la  transformation  de  Lorentz,  après  la 
transformation  les  deux  corps  seront  au  repos  et  l'on  aura: 

$'  =  y,'  =  C'  =  o. 

Alors  les  composantes  X[y  F],  Z[  devront  être  conformes  à  la  loi  de  Newton 
et  on  aura,  à  un  facteur  constant  près  : 

/' =  y*  +  y*  +  :('\ 
Mais  on  a,  d'après  le  §  i  : 

X'  =  *(x  +  cO,       >'  =  :y,       <  =  ^,       r  =  kQ  +  ex). 
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X:  =  kjriX,  +  tXX,  i)  =  k'XXi  -  e')  =  X„ 

Y:  =  jrY,=kY„ 

Z[  =  kZ,. 

On  a  d'ailleurs: 

x  +  tt  =  x  —  ^t,         r''  =  k'(x  —  lty  +  y'  +  7C 
et 

rA^  X  —  —  ^(^  — ^0       Y —~y       7  — ~^. 

ce  qui  peut  s'écrire: 

Il  semble  d'abord  que  l'indétermination  subsiste,  puisque  nous  n'avons  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  valeur  de  t^  c'est-à-dire  sur  la  rapidité  de  la  transmission;  et  que 
d'ailleurs  x  est  fonction  de  t\  mais  il  est  aisé  de  voir  que  x  —  E^  >,  ^G  ^^î  figurent 
seuls  dans  nos  formules,  ne  dépendent  pas  de  t. 

On  voit  que  si  les  deux  corps  sont  simplement  animés  d'une  translation  commu- 
ne, la  force  qui  agit  sur  le  corps  attiré  est  normale  à  un  ellipsoïde  ayant  pour  centre 
le  corps  attirant. 

Pour  aller  plus  loin  il  faut  chercher  les  invariants  du  groupe  de  Lorentz. 

Nous  savons  que  les  substitutions  de  ce  groupe  (en  supposant  /  =  i)  sont  les 
substitutions  linéaires  qui  n'altèrent  pas  la  forme  quadratique 

Posons  d  autre  part  : 

^-TT'      '-Ì7'      ^-Yr 

nous  voyons  que  la  transformation  de  Lorentz  aura  pour  effet  de  faire  subir   à   Xx, 
Xy,  !i;(,  X(,  et  à  XjX,  X^y,  X^i^,  Îi^t  les  mêmes  substitutions  linéaires  qu'à  x,  y,  :(,  t. 
Regardons 

X,  y,  ^  tf^^, 


^x,  Sy,         S:(,         UV—'h 

Kx,         S,y,        S.:(,         ^.t)/::^, 

comme  les  coordonnées  de  3  points  P,  P',  P"  dans  l'espace  à  4  dimensions.  Nous 
voyons  que  la  transformation  de  Lorentz  n'est  qu'une  rotation  de  cet  espace  autour 
de  l'origine,  regardée  comme  fixe.  Nous  n'aurons  donc  pas  d'autres  invariants  distincts 
que  les  6  distances  des  3  points  P,  P',  P"  entre  eux  et  à  l'origine,  ou,  si  1*011  am^f 
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mieux,  que  les  2  expressions: 

OU  les  4  expressions  de  même  forme  qu'on  en  déduit    en  permutant  d'une  manière 
quelconque  les  3  points  P,  P',  P". 

Mais  ce  que  nous  cherchons  ce  sont  les  fonctions  des  10  variables  (2)  qui  sont 
des  invariants  ;  nous  devons  donc,  parmi  les  combinaisons  de  nos  6  invariants,  recher- 
cher celles  qui  ne  dépendent  que  de  ces  10  variables,  c'est-à-dire  celles  qui  sont  ho- 
mogènes de  degré  o  tant  par  rapport  à  Sjc,  Sj^,  S;(,  X^,  que  par  rapport  à  S^x,  ^^y^ 
^,^  X, f.  Il  nous  restera  ainsi  4  invariants  distincts,  qui  sont: 

Occupons-nous  maintenant  des  transformations  subies  par  les  composantes  de  la 
force;  reprenons  les  équations  (ii")  du  §  i,  qui  se  rapportent  non  à  la  force  X^,  F^, 
Z, ,  que  nous  considérons  ici,  mais  à  la  force  -X,  7,  Z  rapportée  à  l'unité  de  volume. 
Posons  d'ailleurs: 

r  =  ZxÇ; 

nous  verrons  que  ces  équations  (11)  peuvent  s'écrire  (/  =  i): 

X'  =  *(X  +  £  r),         r  =  k(T  +  eX), 


^^^  lr=Y,  Z'  =  Z; 

de  sorte  que  X,  F,  Z,  T  subissent  la  même  transformation  que  jc,  y,  7^  t.  Les  inva- 
riants du  groupe  seront  donc 

Mais  ce  n'est  pas  de  X,  F,  Z  que  nous  avons  besoin,  c'est  de  X, ,  Y^,  Z^j  avec 
Nous  voyons  que 

x~F""z~r~p* 

Donc  la  transformation  de  Lorentz  agira  sur  X^ ,  F, ,  Z, ,  T,  de  la  même  ma- 
nière que  sur  X,  F,  Z,  T,  avec  cette  différence  que  ces  expressions  seront  en  outre 

multipliées  par 

p   _  I  _  it 

P'  ~Jk(i+Çe)~Xr" 

De  même  elle  agira  sur  E,  v),  C>  I9  de  la  même  manière  que  sur  ixy  iyj  S:(,  ^t, 
avec  cette  différence  que  ces  expressions  seront  en  outre  multipliées  par  le  mime  facteur  : 

ii=—J— 

if     *(i+Ç0' 

Considérons  alors  X,  F,  Z,  TY—  1  comme  les  coordonnées  d'un  quatrième  point 

Or«.  lIsiMn.  Pmkrmc,  tomo  XXI  (1906).  —  Sumpâto  il  16  dicembre  190$.  aa 
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Q;  alors  les  invariants  seront  les  fonctions  des  distances  mutuelles  des  cinq  points 

o,    P,    F,    ?",     Q 

et  parmi  ces  fonctions  nous  devons  conserver  seulement  celles  qui  sont  homogènes  de 
degré  o,  d'une  part  par  rapport  à 

X,     r,    Z,     r,    Sx,    ^y,    i:^    it 

(variables  que  Ton  peut    remplacer    ensuite  par  X,,  F, ,  Z^,  T,,  Ç,  tî,  Ç,   i),  d'autre 
part  par  rapport  à 

^t^y    ^^yy    KK3     I 
(variables  que  l'on  peut  remplacer  ensuite  par  $,,  tq^,  Ç,,  i). 

Nous  trouvons  ainsi  outre  les  quatre  invariants  (5),  quatre  invariants   distincts 
nouveaux,  qui  sont: 

ix^-r,     Zx,x-T,t  Txx-T,  Zx.g-r. 


(7) 


I 


- 15'  '     V7::rYv  '   ^V^^T^W^^Tv/     '  -  ^^' 


Le  dernier  invariant  est  toujours  nul,  d'après  la  definition  de  T^. 

Cela  posé,  quelles  sont  les  conditions  à  remplir? 

ï°  Le  premier  membre  de  la  relation  (i),  qui  définit  la  vitesse  de  propagation,  doit 
être  une  fonction  des  4  invariants  (5). 

On  peut  faire  évidemment  une  foule  d'hypothèses;  nous  n'en  examinerons  que 
deux: 

A)  On  peut  avoir 

Xx'  —  t'  =  r'  —  f  =  o, 

d'où  t  =^  ±r,  et,  puisque  t  doit  être  négatif,  t  =  —  r.  Cela  veut  dire  que  la  vitesse 
de  propagation  est  égale  à  celle  de  la  lumière.  Il  semble  d'abord  que  cette  hypothèse 
doive  être  rejetée  sans  examen.  Laplace  a  montré  en  effet  que  la  propagation  est,  ou 
bien  instantanée,  ou  beaucoup  plus  rapide  que  celle  de  la  lumière.  Mais  Laplace  avait 
examiné  l'hypothèse  de  la  vitesse  finie  de  propagation,  ceteris  non  mutatis;  ici,  au  con- 
traire, cette  hypothèse  est  compliquée  de  beaucoup  d'autres,  et  il  peut  se  faire  qu'il  y 
ait  entre  elles  une  compensation  plus  ou  moins  parfaite,  comme  celles  dont  les  appli- 
cations de  la  transformation  de  Lorentz  nous  ont  déjà  donné  tant  d'exemples. 

B)  On  peut  avoir 

La  vitesse  de  propagation  est  alors  beaucoup  plus  rapide  que  celle  de  la  lumière;  mais 
dans  certains  cas  t  pourrait  être  négatif,  ce  qui,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  parait 
guère  admissible.  Nous  nous  en  tiendrons  donc  à  l'hypothlse  {A). 

2°  Les  quatre  invariants  (7)  doivent  être  des  fonctions  des  invariants  (5). 

3®  Quand  les  deux  corps  sont  en  repos  absolu,  X, ,  7, ,  Z,  doivent  avoir  la  va- 
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leur  déduite  de  la  loi  de  Newton,  et  quand  ils  sont  en  repos  relatif,  la  valeur  déduite 
des  équations  (4). 

Dans  rhypothèse  du  repos  absolu,  les  deux  premiers  invariants  (7)  doivent  se  ré- 
duire à 

Z^,     Zx.x, 

ou,  par  la  loi  de  Newton,  à 

I  I 

d'autre  part,  dans  Thypothèse  (-^),  le  2^  et  le  3*  des  invariants  (5)  deviennent: 

—  r  —  ^xl        —  r  —  X^^, 

c'est-à-dire,  pour  le  repos  absolu,  à 

—  r,        —  r. 

Nous  pouvons  donc  admettre  par  exemple  que  les  deux  premiers  invariants  (4)  se 
réduisent  à 


mais  d'autres  combinaisons  sont  possibles. 

Il  faut  faire  un  choix  entre  ces  combinaisons,  et,  d'autre  part,  pour  définir  X, , 
Fj ,  Z,  il  nous  faut  une  3'  équation.  Pour  un  pareil  choix,  nous  devons  nous  eflForcer 
de  nous  rapprocher  autant  que  possible  de  la  loi  de  Newton.  Voyons  donc  ce  qui  se 
passe  quand  (faisant  toujours  ^  =  —  r)  on  néglige  les  carrés  des  vitesses  Ç,  tq,  etc. 
Les  4  invariants  (5)  deviennent  alors: 

0,     —  r— X^Ç,     —r  —  J^xl^,     I 
et  les  4  invariants  (7): 

Z^!,     IXXx  +  lr),    lXX^,-l\    o. 
Mais  pour  pouvoir  comparer  avec  la  loi  de  Newton,  une  autre  transformation 
est  nécessaire;  ici  ^»^0  +  ^>  J'o  "h  y?  ^  +  ^  représentent  les  coordonnées  du  corps  atti- 
rant à  l'instant  ^^  4"  ^  ^  ^  =  V  X^*>  ^^^^  '^  ^^^  ^^  Newton  il  faut  envisager  les 
coordonnées  x^-^-  x^,  ^'o  "I"  ^i  >  ^  "h  îi  ^^  corps  attirant  i  l'instant  t^y  et  la  distance 

Nous  pouvons  négliger  le  carré  du  temps  t  nécessaire  à  la  propagation  et  par 
conséquent  faire  comme  si  le  mouvement  était  uniforme;  nous  avons  alors: 
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OU,  puisque  ^  =  —  r , 

de  sorte  que  nos  4  invariants  (5)  deviennent: 


o,        -r.  +  Z*(Ç.-Ç). 


—  r 


l9 


et  nos  4  invariants  (7): 

Z^î,     Z^.^.  +  cs-u»-.],     Z^.a.-Ç),     o. 

Dans  la  seconde  de  ces  expressions  j'ai  écrit  r,  au  lieu  de  r,  parce  que  r  est  multiplié 
par  Ç  —  Çj  et  que  je  néglige  le  carré  de  Ç. 

D'autre  part,  la  loi  de  Newton  nous  donnerait,  pour  ces  4  invariants  (7), 

Si  donc  nous  appelons  -4  et  5,  le  2^  et  le  3*  des  invariants  (5),  et  Af,  ^,  P 
les  3  premiers  invariants  (7),  nous  satisferons  à  la  loi  de  Newton,  aux  termes  près  de 
l'ordre  du  carré  des  vitesses,  en  faisant: 

(8)  M  =  ^,       N=y.,       P  =  ^. 

Cette  solution  n'est  pas  unique.  Soit  en  effet  C  le  4*  invariant  (5),  C —  i  est 
de  l'ordre  du  carré  de  Ç,  et  il  en  est  de  même  de  {A  —  5)' . 

Nous  pourrions  donc  ajouter  aux  2"**  membres  de  chacune  des  équations  (8)  un 
terme  formé  de  C  —  i  multiplié  par  une  fonction  arbitraire  de  -4,  5,  C  et  un  terme 
formé  de  (^A  —  By  multiplié  également  par  une  fonction  de  Aj  5,  C. 

Au  premier  abord,  la  solution  (8)  parait  la  plus  simple,  elle  ne  peut  néanmoins  être 
adoptée;  en  effet,  comme  M,  Ny  P  sont  des  fonctions  de  X,,  F,,  Z^  et  de  T,=:y^ Xjj^ 
on  peut  tirer  de  ces  trois  équations  (8)  les  valeurs  de  X, ,  F^ ,  Z,  ;  mais  dans  certains 
cas  ces  valeurs  deviendraient  imaginaires. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous  opérerons  d'une  autre  manière.  Posons: 


k  -     '  k  - 


ce  qui  est  justifié  par  l'analogie  avec  la  notation 


qui  figure  dans  la  substitution  de  Lorentz. 

Dans  ce  cas,  et  à  cause  de  la  condition  —  r  =  t,  les  invariants  (5)  deviennent  ; 
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D'autre  part,  nous  voyons  que  les  systèmes  suivants  de  quantités: 

Xj  y,  ^       —r  =  t 

01'  01'  01/  01 

K^y     *o^>     K^9       K 

subissent  les  mimes  substitutions  linéaires  quand  on  leur  applique  les  transformations 
du  groupe  de  Lorentz.  Nous  sommes  donc  conduits  à  poser: 

x.  =  *^  +  çp  +  ç.A-Y, 

o  o 

Y.^y-^  +  y^^  +  r^.^y, 

z.==cf +  2:p  +  2:.fY, 

^o  ^o 

\  '^o  '^o 

U  est  clair  que  si  a,  ß,  y  sont  des  invariants,  X,,  7,,  Z,,  T,  satisferont  à  la 
condition  fondamentale,  c'est-à-dire  subiront,  par  l'effet  de  transformations  de  Lorentz, 
une  substitution  linéaire  convenable. 

Mais  pour  que  les  équations  (9)  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ait: 

ce  qui,  en  remplaçant  À', ,  7, ,  Z, ,  T,  par  leurs  valeurs  (9)  et  en  multipliant  par  k^ , 

devient  : 

(10)  —AoL  —  ^—Cy  =  o. 

Ce  que  nous  voulons,  c'est  que  si  l'on  néglige,  devant  le  carré  de  la  vitesse  de  la 
lumière,  les  carrés  des  vitesses  Ç,  etc.,  ainsi  que  le  produit  des  accélérations  par  les  di- 
stances, comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  les  valeurs  de  X, ,  F, ,  Z,  restent  confor- 
mes à  la  loi  de  Newton. 

Nous  pourrons  prendre: 

ß  =  o,       Y  =  --c- 
Avec  l'ordre  d'approximation  adopté,  on  a: 

*,  =  *.  =  I,        C=i,        ^  =  -r.  +  Zx(Ç.-0,        5  =  -f., 

x  =  x,  4-Ç,^  =  x,  —  Ç,f. 
La  i*^«  équation  (9)  devient  alors: 

Mais  si  on  néglige  le  carré  de  Ç,  on  peut  remplacer  Ai^  par  — r^Ç,  ou  encore 
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par  — r;^,  ce  qui  donne: 

La  loi  de  Newton  donnerait 

X  -  —  A 

1 

Nous  devons  donc  choisir,  pour  Tinvariant  a,  celui  qui  se  réduit  à p  ä  l'ordre 

d'approximation  adopté,  c'est-à-dire  -^5-.  Les  équations  (9)  deviendront: 

y  ^£ r    ^,     -^ 


(II) 


r.  =  -^- 


*. 


Nous  voyons  d'abord  que  l'attraction  corrigée  se  compose  de  deux  composantes; 
l'une  parallèle  au  veaeur  qui  joint  les  positions  des  deux  corps,  l'autre  parallèle  i  la 
vitesse  du  corps  attirant. 

Rappelons  que  quand  nous  parlons  de  la  position  ou  de  la  vitesse  du  corps  atti- 
rant, il  s'agit  de  sa  position  ou  de  sa  vitesse  au  moment  où  l'onde  gravifique  le  quitte; 
pour  le  corps  attiré,  au  contraire,  il  s'agit  de  sa  position  ou  de  sa  vitesse  du  moment 
où  l'onde  gravifique  l'atteint,  cette  onde  étant  supposée  se  propager  avec  la  vitesse  de 
la  lumière. 

Je  crois  qu'il  serait  prématuré  de  vouloir  pousser  plus  loin  la  discussion  de  ces 
formules;  je  me  bornerai  donc  à  quelques  remarques. 

i**  Les  solutions  (11)  ne  sont  pas  uniques;  on  peut,  en  eflfet,  remplacer  -^,  qui 

entre  en  facteur  partout,  par 

;^  +  (C  -  i)fXA  B,  C)  +  (^  -  BYfXA  B,  C), 

/,  et  /,  étant  des  fonctions  arbitraires  de  Ay  B,  C,  ou  encore  ne  plus  prendre  ß  nul, 
mais  ajouter  à  a,  fi,  y  des  termes  complémentaires  quelconques,  pourvu  qu'ils  satisfas- 
sent à  la  condition  (10)  et  qu'ils  soient  du  2"*  ordre  par  rapport  aux  Ç,  en  ce  qui  con- 
cerne a,  et  du  I"  ordre  en  ce  qui  concerne  ß  et  y. 
2°  La  I*"  équation  (11)  peut  s'écrire: 

et  la  quantité  entre  crochets  peut,  elle-m&ne,  s'écrire: 

(12)  (*  +  rU  +  ''(U-*'».)  +  ?:(5.t-xC.), 
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de  sorte  que  la  force  totale  peut  être  partagée  en  trois  composantes  correspondant  aux 
trois  parenthèses  de  l'expression  (12);  la  première  composante  a  une  vague  analogie  avec 
la  force  mécanique  due  au  champ  électrique,  les  deux  autres  avec  la  force  mécanique 
due  au  champ  magnétique;  pour  compléter  l'analogie  je  puis,  en  vertu  de  la  i*"  re- 

marque,  remplacer  dans  les  équations  (11)  -^  par  -^  ,  de  façon  que  X,,  F^,  Z^  ne 

dépendent  plus  que  linéairement  de  la  vitesse  £,  n,  X^  du  corps  attiré,  puisque  C  a  di- 
sparu du  dénominateur  de  (11**"). 
Posons  alors: 


il  viendra,  C  ayant  disparu  du  dénominateur  de  (ii*"*): 

y  _   X     I    »y'  — ^P-' 
•  ~  5'   "*"         fi'         ' 


^.  —  53  -r       ß, 


et  on  aura  d'ailleurs: 

(15)  5'  =  1V-XX". 

Alors  X,  (X,  V,  ou  -^y ,  -^ ,  -H3-  j  est  une  espèce  de  champ  élearique,  tandis  que 

^'>  K-S  '^'j  o^  plutôt  -^,  -^,  -^y  est  une  espèce  de  champ  magnétique. 

5°  Le  postulat  de  relativité  nous  obligerait  à  adopter  la  solution  (11)  ou  la  solution 
(14)  ou  l'une  quelconque  des  solutions  qui  s'en  déduiraient  à  l'aide  de  la  i^"  remar- 
que; mais  la  première  question  qui  se  pose  est  celle  de  savoir  si  elles  sont  compatibles 
avec  les  observations  astronomiques;  la  divergence  avec  la  loi  de  Newton  est  de  l'ordre 
de  $*,  c'est-à-dire  loooo  fois  plus  petite  que  si  elle  était  de  l'ordre  de  Ç,  c'est-à-dire 
si  la  propagation  se  faisait  avec  la  vitesse  de  la  lumière,  ceteris  non  mutatis;  il  est  donc 
permis  d'espérer  qu'elle  ne  sera  pas  trop  grande.  Mais  une  discussion  approfondie 
pourra  seule  nous  l'apprendre. 

Paris,  juillet  1905. 

H.  Poincaré. 
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NUOVE  RICERCHE  INTORNO  AD  ALCUNE  CLASSI 
DI  GRUPPI  DISCONTINUI. 

Memoria  di  Guido   Rubini  (Catania). 


Adunanza  del  26  novembre  190$. 


I.  Il  riconoscere  se  un  dato  gruppo  G  di  trasformazioni  in  n  variabili  («  ^  i), 
non  contenente  operazioni  infinitesime  opera,  o  non  opera,  in  modo  propriamente  di- 
scontinuo sui  valori  reali  e  complessi  di  dette  variabili,  è  cosa  di  grande  importanza, 
non  soltanto  per  le  eventuali  applicazioni  aritmetiche,  ma  anche  per  la  teoria  delle  fun- 
zioni automorfe  ;  perchè,  mentre,  per  mezzo  delle  serie  di  Pofncare  e  loro  generalizza- 
zioni, noi  sappiamo  costruire  funzioni  invarianti  per  un  gruppo  propriamente  discon- 
tinuo, non  possediamo  invece  finora  alcun  metodo  per  costruire  funzioni  invarianti 
per  un  gruppo  impropriamente  discontinuo,  dato  che  tali  funzioni  esistano  (natural- 
mente solo  per  «  >  i).  Di  più,  la  discontinuità  deve  essere  propria,  se  si  vuole  che 
esistano  n  funzioni  indipendenti  invarianti  per  il  gruppo. 

In  alcuni  miei  lavori  *)  io  mi  sono  occupato  deUa  discontinuità  propria  dei  gruppi, 
e  delle  loro  applicazioni  aritmetiche  e  funzionali  ;  specialmente  in  ÇA)  io  ho  dimostrato 
la  discontinuità  propria  di  molte  classi  di  gruppi,  e  ho  dato  un  mezzo  per  riconoscere 
in  generale,  se  per  es.  un  gruppo  proiettivo  senza  trasformazioni  infinitesime  è,  o  non 
è,  propriamente  discontinuo.  Ho  usato  a  tal  fine  di  artifici  ;  e  noi  ci  proponiamo  di  far 
vedere  nelle  pagine  seguenti  che  proprio  la  natura  dei  nostri  gruppi  obbHga  '  a  ricor- 
rere, per  tali  questioni,  a  metodi  indiretti.  Oltre  a  questo,  gli  scopi  che  si  propone  il 
presente  lavoro  sono  i  seguenti: 

i**  Riconoscere  se  il  gruppo  delle  proiettività  unimodulari  a  coeflScienti  interi  in  n 
variabili  x  opera,  o  no,  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  punti  reali  e  complessi 


•)  Sulla  teoria  delle  forme  quadratiche  ed  Hermitiane,  e  dei  sistemi  di  tali  forme  [[Atti  dell' Accademia 
Gioenia  di  Catania,  s.  IV,  voi.  XVII  (1904)]  ;  Applicazioni  analitiche  dei  gruppi  di  proiettività,  ecc. 
ribid.,  id.]  ;  Sulle  metriche  Hermitiane  [Atti  dell'Istituto  Veneto,  tomo  LXIII  (1903-1904),  pag.  501];  Sulle 
fun^^ioni  automorfe  e  iperfuchsiane,  ecc.  [Annali  di  Matematica,  s.  III,  t.  X  (1904),  pag.  i]  ;  Una  que- 
stione fondamentale  per  la  teoria,  ecc.  [Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  s.  V,  voL  XIII  (1904), 
pag.  590];  Sulle  metriche  Hermitiane  [Bollettino  dell'Accademia  Gioenia  di  Catania,  1905];  SuUa  teoria 
dei  gruppi  discontinui  [Annali  di  Matematica,  s.  Ili,  tomo  XI  (1905),  pag.  159]. 

Io  dovrò  citare  spesso  questa  ultima  Memoria,  che  richiamerò  con  la  lettera  {A)  ;  la  prima  delle 
Memorie,  qui  ricordate,  sarà  citata  con  la  lettera  (B). 

Rmd,  Cirs.  M^ttm.  PaUrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  3  geimajo  1906.  33 
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dello  spazio  ambiente  (dove  cioè  le  x  sono  le  variabili  coordinate):  questione,  cui  già 
ha  accennato  il  Klein  nelle  sue  lezioni. 

2°  Studiare  alcuni  gruppi,  che,  o  non  rientrano  direttamente  tra  i  tipi  studiati 
nelle  mie  Memorie  citate,  o  sono  di  natura  affatto  distinta,  pur  avendo  una  grande 
importanza  per  alcuni  campi  dell'Analisi:  tali  sono  ad  es.  i  gruppi  iperabeliani  di  Pi- 
card, e  i  gruppi  che,  nella  teoria  delle  serie  6  in  /)  variabili,  hanno  l'ufficio  che  il 
gruppo  modulare  compie  per  la  teoria,  delle  funzioni  ellittiche  *).  Di  questi  gruppi  darò 
pure  alcune  notevoli  generalizzazioni. 

3°  Trattare,  almeno  nei  casi  particolari,  che  più  si  riconnettono  ai  precedenti,  la 
questione,  che  sorge  spontanea  dalle  seguenti  considerazioni,  e  che  ha  già  una  grande 
importanza  nella  teoria  dei  gruppi  Kleiniani.  Sia  dato  un  gruppo  r  continuo  (per  es. 
il  gruppo  proiettivo)  in  n  variabili  x^^,  x^,,  . . .  ,  .v,^.  Una  sua  trasformazione  gene- 
rica sia  individuata,  quando  si  diano  i  punti  trasformati  di  k  punti  generici.  Sia  G  un 
gruppo,  privo  di  trasformazioni  infinitesime,  contenuto  in  T;  e  siano  a.,,  x.^,  ...,x^ 
(i  =  2.  . . .  ,  h)  altri  h  —  i  sistemi  di  variabili.  Insieme  a  ogni  trasformazione  T^  di 
G  consideriamo  altre  h — i  trasformazioni  T^{2^iZ-h\  che  operino  suUe  x., ,  ...,x.^, 
appunto  come  T^  opera  sulle  jc,, ,  . . .  ,  x,^.  Sia  TU  prodotto  delle  T, ,  . . .  ,  r^.  È 
ben  evidente  che  le  T  generano  un  gruppo  i/,  il  quale  è  certo  propriamente  discon- 
tinuo, se  h^k.  Si  domanda  se,  e  quando,  avviene  che  il  gruppo  H  sia  propriamente 
discontinuo,  anche  se  h  <^k.  Per  es.,  siano 

X— r-r  (r  =  i,  2,  3,  ...) 

yrX  +  K 

le  trasformazioni  di  un  gruppo  (Kleiniano)  G  su  una  variabile  .r,  privo  di  trasformazioni 
infinitesime.  Il  gruppo  V  è,  nel  caso  attuale,  il  gruppo  proiettivo  a  tre  parametri  (com- 
plessi); ed  è  è  =  3.  Ne  deduciamo,  per  quanto  abbiamo  detto,  che  in  questo  caso  si 
può  porre  h'^^^  ossia  che  G  opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  sistemi  di 
tre  (o  più)  valori  della  a',  e  quindi  che  a  ogni  gruppo  Kleiniano  corrispondono  fun:(ioni 
automorfe  di  tre  (o  più)  variabili  indipendenti. 

Il  Klein  dice  che  si  può  porre,  in  tal  caso,  h  =  2;  ma  questa  asserzione  mi  sem- 
bra dubbia  **).    La   presente   questione    è    in    sostanza    una  generalizzazione  del  pro- 


*)  Troveremo  una  curiosa  corrispondenza  tra  questi  gruppi  (per  />  =  2)  e  i  gruppi  conformi  in 
una  metrica  euclidea  indefinita  :  anche  queste  metriche  compariscono  così  nella  teoria  delle  funzioni. 
Come  si  vede,  questi  gruppi  oflfrono  particolarità  ben  distinte  da  quelle  del  gruppo  modulare  :  forse 
per  questo  non  ne  è  stato  ancor  f;itto  uno  studio  geometrico. 

•*)  Osserviamo  infatti,  che,  com'è  ben  noto  dai  lavori  di  Poincaré,  un  tal  gruppo  Kleiniano  G 
dà  origine  a  un  gruppo  G  di  proiettività,  trasformante  in  sé  stessa  una  quadrica  del  tipo 

A  +  A  +  *j  —  *ì  =  o, 

e  propriamente  discontinuo  entro  la  quadrica.  Si  dovrebbe  dimostrare  che  G  opera  in  modo  propria- 
mente discontinuo  sulle  coppie  di  punti  reali  posti  sulla  quadrica  stessa  ossia  sulle  rette,  intersecanti 
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blema  di  riconoscere  se  un  dato  gruppo  h,  o  non  l,  propriamente  discontinuo:  il  che  av- 
viene allora,  e  allora  soltanto,  che  si  può  porre  h  =  i.  Per  quanto  questa  questione 
sia  qui  trattata  solo  in  casi  particolari,  mi  pare  opportuno  l'avervi  accennato  esplicita- 
mente in  generale,  sembrandomi  essa  di  importanza  fondamentale  per  la  teoria. 

2.  Ammessi  i  teoremi  dei  §§  2  e  5  di  (^A)  ridimostrerò  qui  il  primo  teorema 
del  §  5  di  (^),  sia  per  essere  più  chiaro  e  completo,  sia  perchè  sulla  dimostrazione 
di  questo  teorema  fondamentale  sono  modellate  in  parte  alcune  delle  seguenti  conside- 
razioni. 

Teorema.  —  Se  un  gruppo  G  di  proiettività  reali  unitnodulari,  privo  di  trasfor- 
ma:(ioni  infinitesime,  conserva  fisso  un  sistema  S  di  forme  definite  di  grado  qualunque^ 
ossia  muta  una  forma  di  S  in  un  altra  forma  di  S,  allora  esso  opera  in  modo  propria- 
mente discontinuo  sul  dato  sistema  S  di  forme.  (Ricordo  che  una  forma  si  dice  definita, 
quando  ha  sempre  lo  stesso  segno,  e  non  si  annulla  mai  per  valori  reali  non  contem- 
poraneamente nulli  delle  variabili,  da  cui  dipende). 

Pensiamo  le  forme  di  S  come  punti  di  uno  spazio  1,  in  cui  scegliamo  un  punto 
generico  A^  immagine  di  una  forma  a  di  S.  Poiché  le  trasformazioni  di  G  non  dipen- 
dono da  parametri  variabili  con  continuità,  nessuna  trasformazione  di  G  potrà  lasciar 
fisso  il  punto  generico  A.  Se  perciò  in  un  intorno  di  A  cadessero  infinite  coppie  di 
punti  equivalenti,  esisterebbero  in  G  infinite  proiettività,  che  trasformano  una  forma 
prossima  ad  a  in  un'altra  forma,  pure  prossima  ad  a.  In  G  esisterebbero  dunque 
[§§  2  e  5  di  {A)]  infinite  proiettività  unimodulari,  coi  coeflicienti  minori  di  una  stessa 
costante,  ossia  (loc.  cit.)  G  conterrebbe,  contro  il  supposto,  proiettività  infinitesime. 

3.  Il  Picard  dimostra  nel  Journal  de  Math.,  1885,  per  via  piuttosto  contorta  e 
complicata,  che  al  gruppo  aritmetico  riproduttore  di  una  forma  quadratica  del  tipo 
x^  -f-  Xj  —  x^  —  jc* ,  o  di  una  forma  riducibile  al  tipo  precedente  mediante  una  proiet- 
tività reale,  si  può  far  corrispondere  un  gruppo  di  trasformazioni  lineari  su  due  varia- 


la quadrica  in  punti  reali.  Non  si  può  già  concludere  di  sì,  dal  fatto  che  il  gruppo  opera  in  modo  pro- 
priamente discontinuo  sui  punti  interni  alla  quadrica,  perchè  lo  stesso  ragionamento,  applicato  a  una 
conica  x^  -j-  ^2  —  x^  =  o  dimostrerebbe  che  un  gruppo  fuchsiano,  e  in  particolare  il  gruppo  modu- 
lare, opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sulle  rette  intersecanti  la  conica  in  punti  reali.  E,  poiché 
queste  rette,  nella  teoria  di  Klein,  rappresentano  forme  di  Gauss  indefinite,  verrebbe  costruita  per 
queste  forme  una  teoria  della  riduzione  affatto  analoga  alla  teoria  della  riduzione  di  forme  di  Gauss 
definite  :  ciò,  che  si  sa  impossibile.  E  del  resto  si  osservi  che  il  gruppo  ciclico  generato  da  una  tra- 
sformazione lossodromica,  la  cui  componente  ellittica  è  una  rotazione  di  un  angolo  irrazionale  con 
2  TT,  o  anche  l'identità,  non  può  portare  un  punto  interno  alla  quadrica  in  un  punto  infinitamente  vi- 
cino, ma  può  bensì  portare  una  retta  in  una  retta  infinitamente  vicina  :  ciò  basta  per  escludere  che  le 
solite  dimostrazioni  permettano  di  asserire  che  il  nostro  gruppo  opera  sulle  rette  in  modo  propriamente 
discontinuo.  Si  può  dire  soltanto  che  esso  opera  su  tali  rette  in  modo  semipropriamente  discontinuo  [cfi-. 
(A),  pag.  167].  Né  é  lecito  quindi  fare  applicazioni  fimzionali  di  un  tal  gruppo  per  Ä  =  2,  perché,  come 
dicemmo,  le  serie  di  Poincaré  non  sono  applicabili  che  a  gruppi  propriamente  discontinm. 


/ 

■•■.-. 


/  //       *      /^     ..  ,, .    .,      _  ... «    . ^^^.  ...     .^. 

'  '/  ''    •        '-      ^'—      '     ■..'.-■■.'    :".;.^:  ^  Ttir— I  Z -el  ;  c  if^osn-a 

•"   '•  *'''    ''-*'     '  'r.t    fr,-,.  ,i.:>.r',  V.:;.-:;  jf*-:*:;:  ii     ;;::"';./':;:  in  una  me- 

'"  '    "      "  ' "'  '"    '    ^'"'-"'  -:.  ':.^  '..^-r.tr.ti  .:::ciri  pscuicsfend  a  variabili 

' '"'  I'"  "    '^',    I    ^       '/'.',///:    f   /      '/i-.  h  da  cio  sfpuò  -arre   un   nuovo 


'  "  ' "'"  '    '"'  ""'"     '•*•••  '»'""'"•   'i-^'.f'i  ^.i    U    jK:r    U    rappresentazione    proiettiva    del 

f.n(|<|..(  ih.mInI'im    »  ff    !♦».,  i,    I  |,f)Mf)  >rf|«)Mi|}  ffilli    Auìmmuf\>\H  l'unciionen  dì  Klein  e  Fricke. 
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metodo  per  costruirne  i  campi  fondamentali.  Tanto  questo  teorema,  quanto  il  teorema 
di  Hilbert-Blumenthal,  più  volte  citato  in  (-^),  si  possono  considerare  come  casi  par- 
ticolari del  teorema  generale  seguente,  la  cui  dimostrazione  si  compie  con  mezzi  ana- 
loghi : 

Teorema  H.  —  Un  gruppo  di  trasforma:i^ioni  del  tipo 

5:  =  ^^44f  (.=!,.,...«) 

(a.,  fi.,  y.,  S.  essendo  quantità  reali), 

privo  di  trasformaT^ioni  infinitesime,  l  sempre  propriamente  discontinuo,  e  pub  servire  alla 
costruiione  di  funzioni  automorfe  coi  metodi  noti.  Un  tale  gruppo  si  può  considerare  come 
gruppo  di  movimenti  nella  metrica  determinata  dall'elemento  lineare 

ì 

A  questi  gruppi  io  darei  il  nome  di  rr  gruppi  fuchsiani  in  n  variabili  », 
4.  Daremo  ora  una  seconda  dimostrazione  del  Teorema  I,  che  ci  condurrà  ad  al- 
tri risultati.  Le  quantità  $,  yi  si  possono,  come  è  noto,  assumere  a  coordinate  dei  punti 
reali  e  complessi  della  quadrica  F  =  o,  definendo  un  punto  di  questa  quadrica  come 
intersezione  delle  generatrici  di  differente  sistema,  che  passano  per  esso.  Il  dimostrare 
perciò  che  G'  opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sulle  variabili  complesse  S,  y\ 
equivale  a  dimostrare  che  G  opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  punti  com- 
plessi della  quadrica  V  =  o.  E,  poiché  per  ogni  tal  punto  passa  una  e  una  sola  retta 
reale  (la  quale  incontrerà  la  quadrica  in  un  altro  punto,  immaginario  coniugato  del  pri- 
mo), ci  basterà  dimostrare  che  G  opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sulle  rette 
reali,  che  incontrano  in  punti  complessi  la  varietà  T  =  o.  Sia  s]-\-sl  =  o  l'equazione 
della  coppia  di  piani  (immaginarii  coniugati)  tangenti  alla  T  =  o,  e  passanti  per  una 
di  queste  rette  r;  sia  5^  -f-  5*  =  o  l'equazione  dei  piani  tangenti  alla  T  =  o,  uscenti 
dalla  retta  r',  polare  reciproca  di  r  rispetto  alla  quadrica  F  =  0.  Sarà 

r  =  *0ì  +  O  +  /(^;  +  O. 

dove  kj  l  sono  due  costanti  reali.  Una  proiettività,  che  trasformi  in  sé  stessa  h  forma 
r,  e  lasci  fissa  la  retta  r,  dovrà  lasciare  pur  fissa  la  quadrica  T  =  0,  e  quindi  anche 
le  quadriche  degeneri  5'  -f-  5^  =  0,  j^  -|-  5*  =  0.  Perciò  le  forme  ^|  +  ^^ ,  ^|  +  ^^ 
dovranno  restar  moltiplicate  per  due  fattori  costanti:  ma,  poiché  la 

^=*(^ì  +  ^:)  +  K^;  +  0 

é  trasformata  in  sé  stessa,  questi  fattori  dovranno  essere  uguali  all'unità.  In  altre  pa- 
role, anche  le  forme  s]  -{-s^y  j|  -j-  5^  saranno  trasformate  in  sé  stesse.  Una  proiettività, 
che  porti  la  retta  r  in  un'altra  retta  r',  dovrà  portare  la  coppia  di  forme  corrispondenti 
alla  retta  r  in  un'altra  coppia  di  forme  corrispondenti  alla  r'.  Verrà  cosi  data,  per  ogni 
retta  r ,  che  non  incontri  la  T  =  0,  una  coppia  di  forme  definite  due  volte  specializzate 


^X  ri.'.t  JAsryr.trarxg'  «:  srj«:  £  lariirar^ci  iiriœic  x  ^.ju  rai  Ac  xmi  xnùieuîiâEi.  die 
.dacT  Èuu  ^a.  y.  t  -prjrz  'a.  z^szx  ^  il  A-  Kasu.  s  22  :=E'*aicrx  rem  r".  jiwnà  3e  ianDC 

E  î<^îr>5:  ■. 'A  z*xzx  r  itÄTzfü  irü  J-3CCCÌ  ü  fctiDt-  iKÄ-  îsa  I3M  âcLe  lìosaic  coppit 
i;  :f/r::jt.  k  n'jiL^r/.  :z.ir*a'j.TZx  li  rtrrii  œrrnsçcniinxg-  Bäsbü  iüaaCTC  riMWWgiame  dit 
i  ?rvçy.  ^  '.pjArî  :ü:  raoik.-  pr^'jr.r.irsatnst  iiîcatsfrn-iK?  siry'tf-  DaoBcre  ojçfic  <âî  forait. 
^>r4  Ä  i'-«t  rVirr."^  •  .-  ;;  c:  irat  it\jt  acfscrc  jTgpit  ^;E  Uüracit  saeao  hens  drifiiinr;  nu 
itSBtt^er:;  ^  -«tr.  «riitnst  pero,  cbt  30c  possbzro  sjrgârnt  .çormo  aigjmi  reali  m.  *, 
'^^  >i.  ui  rr^  ^  rr^rrre  f  =  'ip  -^  f^?,.  f^  =  :p.  —  i/.  szao  âtâsdat  c  non  dtge- 
AîTc  *:  à'jt  ",1  z^i'.  aâ  —  kc  ^  o.  Q^jcsä  cossrirrf  toc  s  tossocìo  sjjji^jbic  non  ^:injb3i 
^  Yir^r^  ^,«4-  zfr^'jA^  c;  porrne  rJOî^îr^ierzti-  AIli  joçrêi  i:  fociDC  ^. ,  ^,  sa  c  coss  sosd- 
•-,;iu  .fii  'j^y/jx  q..  ^,  '^i:  frrrre  Uf.KÏu  i  1  ii:crimÌKaKU  my%  ra/J^).  d«  anam 
iti^dhzdru  ^  'i^z^  a^rziv/m  5tir::».  Ci  friszcri  qumii  isnwÄCrarc  die  G  open  in  modo 
^^r^^y^jf'ii^riÄt;^^  cl^a^Tîtirr  .^o  sr^  ^ypc«:  dì  forrDe  ^. .  j , .  Ori  si  teorema  rkordato  al  5  2 
^^  'f:*::^^-At  b:v<r>ro  n^jci  vi^t:  ^oxinto  se  eu  demead  iel  sssctma  5  sono  fonne  <iglîfiîtip^ 
tt'^  xtici'Jt  ^  a  j'/rtif/rt  ^  14:  gd  e^erraeiid  de*  sistema  S  sooo  fonnan  tia  una  coppia  di 
(f/fu^e  fU^uirx.  V^asu  oj^  ^twCz^o  ciinosirato  ü  nuoro  ü  Teorema  I  dd  $  5. 
\fß  ckfß  ^ni  cht,  con  un  metodo  analogo,  si  può  dimosoìire  3 
Tm'/ìtI'.ka  IIL  —  Un  gruppo  G  di  cûllirua^ûmi  reali,  privuf  di  trasforma^jûm  trnftm- 
Utinu,  cht  iraijr/rma  in  ù  sicsui  una  forma  del  tipo 

f  =  <  +  ^,-i^,-h--\-0 

('9^  CÙ»  cite  e  U)  ìUtsìo.  una  forma  riducibile  al  dpo  prtceien*^  mediante  mia  collinea- 
zujft>^  rt^ìc)  opera  in  modo  prûpriamenU  discontinuo  sui  punti  complessi  della  quadrica 
V    -  h. 

(jfM  anche  »e  forme  quadriche  di  quesu)  ripe  determinano,  come  i  gruppi  (uch^ani 
(h  cui  uoriz  é  ìdcntica,  come  è  noto,  a  quella  dei  gruppi  proiettivi,  che  trasformano 
Ut  <^z  ^.u^AZ  una  amica  reale),  delie  nuove  classi  di  funzioni  automorfe  ! 

t'cr  n  --■'-  4^  ii  Teorema  HI  equivale,  per  quanto  dicemmo,  al  Teorema  I;  esso  è 
il  \n\u\(f  tcifrctìu  che  studii,  dal  nostro  punto  di  vista,  le  forme  del  tipo 

fH^r  n  ,4,  Nr/i  ne  vedremo  più  sono  Timportanza  anche  per  la  teoria  della  serie  Ö. 
iUmui  ^$\tr'4^  Lamiera  dimostrare  che  G  opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sulle 
rtHU;,  cUn:  ìuututr zno  la  F=zo  in  punti  immaginarli  coniugati  Sia  s]  -{-'  •  •  •  -{"  ^«-2  =  ^ 
\*tu\mfumc  dei  amo  tangente  alla  r=o,  avente  per  nucleo  una  di  queste  rette;  e 
É»Ì4  I*  .,  -}-  fi  ^=  o  l'equazione  della  coppia  di  iperpiani  (immaginarli  coniugati)  passanti 
|Hff  lo  spazio  a  «  —  j  dimensioni,  polare  reciproco  della  retta  considerata  rispetto 
alla  quadrica  K  ?=  o.  Basterà,  nelle  considerazioni  precedenti,  sostituire  le  forme 
*!  "f"  "  '  +  ^i  I»  ^i-i  H"  K  ^^  forme  s]  -f"  ^Ij  ^]  +  ^45  perchè  venga  dimostrato  il 
t^rema  io  diicorio. 
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Prima  di  dare  ulteriori  estensioni  del  Teorema  III,  ne  daremo  alcune  applicazioni. 
Supponiamo  per  il  momento  n  =^  ^^  ossia  supponiamo  che  lo  spazio  ambiente  S^  sia 
a  quattro  dimensioni.  Da  un  punto  reale  0  della  quadrica  escono  oo*  rette  reali  ap- 
partenenti alla  quadrica  e  formanti  un  cono  quadrico  fF.  Proiettiamo  stereograficamente 
la  quadrica  da  0  sopra  un  iperpiano  tt  a  tre  dimensioni  :  sia  y  la  conica  reale,  inter- 
sezione di  tv  con  t:.  Indichiamo  con  x,  }•,  ;(  coordinate  non  omogenee  in  ?:,  tali  che 
i  piani  X  =  cost.,  y  =  cost.,  x.  =  cost,  formino  tre  fasci,  i  cui  assi  r^ ,  r  ,  r^  giacciano 
sul  piano  di  Y  e  formino  un  triangolo  autopolare  rispetto  a  y.  L'asse  r^  sia  quello 
dei  tre,  che  non  incontra  y  in  punti  reali.  Alle  proiettività  in  5^,  che  lasciano  fissa 
la  r  =  0  corrisponde  in  x  il  gruppo  delle  trasformazioni,  che  formano  il  gruppo  con- 
forme per  la  metrica  euclidea  determinata  dalla  conica  y,  scelta  come  assoluto  (o,  in 
altre  parole,  che  formano  il  gruppo  che  muta  in  sé  stessa  l'equazione  dx'-f-dj' — ^:(*=o, 
o,  in  altre  parole  ancora,  che  moltiplicano  per  un  fattore  finito  la  forma  differenziale 
dx*  '{'  dy^  —  d^')  *).  Otteniamo  cosi  il 

Teorema  IV.  —  Un  gruppo  G  di  trasforma:^oni  reali,  conformi  per  una  metrica  eu- 
clidea a  tre  dimensioni  indefinita  (il  cui  assoluto  è  cioè  una  conica  reale,  o,  ciò  che  è 
lo  stesso,  il  cui  elemento  lineare  è  la  forma  differenziale  dx'  -f-  dy^  —  d:^\  oppure 
una  forma,  riducibile  a  questa  mediante  un  cambiamento  di  variabili  coordinate)  e  privo 
di  trasforma:^ioni  infinitesime  opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  punti  complessi 
dello  spazio  ambiente, 

A  tali  gruppi,  potremo,  per  quanto  si  dirà  più  sotto,  dare  il  nome  di  gruppi  Her- 
mitiani. 

È  poi  naturale  che,  ponendo  nel  Teorema  III  «  >  5,  si  trova  ; 

Teorema  V. — //  precedente  risultato  vale  per  ogni  metrica  euclidea  indefinita,  il  cui 
elemento  lineare  sia  del  tipo  —  dx\'\-  dx\-\-  •  •  •  -^  dx^^  anche  se  n^  3. 

L'importanza  del  Teorema  IV  sta  massimamente  in  questo  che,  come  vedremo,  il 
gruppo  di  Hermite  (Comptes  Rendus,  1855)  delle  trasformazioni  di  grado  i  delle  serie 
6  in  due  variàbili  h  un  caso  particolare  dei  gruppi  ivi  considerati  ;  cosicché  detto  teo- 
rema dà  a  siffatto  gruppo  una  generalizzazione  analoga  a  quella,  che  la  teoria  dei  gruppi 
fuchsiani  dà  per  il  gruppo  modulare. 

Il  Picard  (loc.  cit.)  e  più  tardi  i  suoi  allievi  hanno  bensì  studiato  il  citato  gruppo 
di  Hermite,  ma  limitandosi  a  dimostrare  la  discontinuità  propria  e  dare  quindi  le  ap- 
plicazioni funzionali  di  un  suo  sottogruppo,  il  quale  era  poi  un  gruppo  iperabeliano. 
Questo  sottogruppo  e  gruppi  analoghi  si  otterrebbero  dal  Teorema  IH  (per  «  =  5),  se 
noi  considerassimo  quei  gruppi,  che,  oltre  a  lasciar  fissa  la  T  =  o,  mutassero  in  sé 
stesso  anche  l'iperpiano  x  =  o.  Otterremo  cosi  i  gruppi    riproduttori    di    una   forma 


•)  Qò  è  bene  evidente  per  chi  ricordi  il  noto  rapporto,  che  passa  tra  il  gruppo  conforme 
dell'ordinario  spazio  euclideo  e  il  gruppo  deUe  proiettività  che  trasformano  in  sé  stessa  una  quadrica 
dello  spazio  a  quattro  dimensioni. 
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xj  -}"  ^!  —  ^]  —  -^4  J  ^^  c^i  gi^  parlammo  al  Teorema  I,  e  che  non  darebbero  quindi 
nulla  di  nuovo.  È  poi  opportuno  osservare: 

1°  Oltre  al  citato  gruppo  di  Hermite,  noi  siamo  già  in  grado  di  determinare  in- 
finiti altri  gruppi  Hermitiani  :  p.  es.  i  gruppi  aritmetici  riproduttori  di  una  forma  a 
coefficienti  interi,  riducibile  con  una  proiettività  reale  al  tipo  x^+xj  —  (*Ì"f"*4+-^)- 

2°  Il  Teorema  III  si  può  estendere  *)  anche  ai  sistemi  di  forme  quadratiche  dd 
tipo  anzidetto,  e  quindi  anche  al  gruppo  aritmetico  riproduttore  di  una  delle  nostre 
forme,  a  coefficienti  interi  in  un  qualsiasi  campo  algebrico,  reale  insieme  ai  campi  co- 
niugati :  e  cosi  si  ottengono  nuove  classi  di  gruppi  propriamente  discontinui,  capaci  di 
applicazioni  funzionali  ! 

Di  un'analoga  generalizzazione  sono  suscettibili  i  Teoremi  IV  e  V,  e  io  qui  la 
enuncierò  brevemente: 

Teorema  A7.  —  Sia  dato  un  gruppo  di  trasforma:^oni  T,  privo  di  trasforma:^i 

infinitesime,  iw  «.  +  «,  + f- «j  variabili  x.,  (t  =  i ,  2,  . . . ,  k;  /  =  i,  2,  . . . ,  W;).  Ogni 

trasformazione  T  sia  il  prodotto  di  piti  trasformazioni  T^  (i  ^  k)  conformi  per  la  me- 

trica  euclidea  indefinita^  determinata  dall' eletnento  lineare  — dx'.^  -f"  ^^*Ìi-  ^^  g^^^PP^ 

G  opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  punti  reali  e  complessi  dello  spa^Jo,  in 
cui  le  X  sono  variabili  coordinate  non  omogenee. 

Dimostriamo  ora  che  il  gruppo  di  Hermite,  citato  più  sopra,  non  è  che  un  caso 
particolare  dei  gruppi  Hermitiani,  cui  si  riferisce  il  Teorema  IV.  Sopra  una  superficie 
Riemanniana  di  genere  2  siano  w^ ,  w^,  o)  ,  co  e  w'^ ,  co^',  w' ,  co'  i  periodi  di  due 
integrali  abeliani  di  prima  specie;  posto  w.j  =  <«>,Wj  —  <^k^'iJ  ^?  com'è  noto, 

(O  ,   -4-  0)..  =  OJ      Cù       -f-  (0      0}       -}-  Oi      (O       =  o, 

tk      I  ti  12       34       I  13        j2       I  14       23  ^ 

Di  più,  per  le  relazioni,  che  legano  detti  periodi,  sarà: 

^^J  +  ^^^  =  o. 
Poiché  o).j  =  —  oj^.,  potremo,  d'ora  in  poi,  limitarci  a  considerare  quelle  oj.j,  per  cui 
i<C,k.  Le  (o.j^  si  potranno  cosi  considerare,  com'è  noto,  quali  coordinate  omogenee  dei 
punti  di  uno  spazio  a  5  dimensioni,  posti  sull'intersezione  F  dell'iperpiano  w^^-|-a>  =0 
e  della  quadrica  '«J,,  w,^  —  ^13  ^h  "f~  ^14  ^^5  ^^  ^*  Questo  iperpiano  è  uno  spazio  lineare 
a  4  dimensioni,  in  cui  potremo  assumere  come  coordinate  x.(i  ^  5)  le  c«>j^,  co^  ,  tki^  , 
^239  ^'^4-  ^^  ^  ^^^^  ^^^^  ^^^  dall'equazione  x^x^-{'  x^x^  —  x'  =  o:  essa  è  quindi 
una  quadrica  del  tipo  da  noi  studiato.  Ora  il  gruppo  di  Hermite  rappresenta  TefTetto 
prodotto  da  un  cambiamento  dei  tagli,  che  rendono  semplicemente  connessa  la  super- 
ficie di  Riemann  :  un  tale  cambiamento  dà  luogo,  com'è  noto,  a  una  trasformazione  lineare 


•)  Con  gli  stessi  metodi  usati  in  (A)  e  (E)  per  estendere  ai  sistemi  di  forme  e  a  campi  algebrici 
qualimque  la  teoria  dei  gruppi  riproduttori  di  una  forma  quadratica  del  tipo  jcJ  +  ...  -f-  xj__^  -|-  xj 
di  una  forma  Hermitiana,  ecc. 
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sulle  (0.,  e  conseguentemente  anche  sulle  o.^,  che  lascia  però  fissa  la  nostra  quadrìca 
V.  Se  noi  ora  dalle  w.  passiamo  alla  considerazione  dei  moduli,  ossia  dei  periodi  t,^  , 
Tjj  =  T^j,  Tjj  degli  integrali  normali  di  prima  specie,  facciamo  appunto  una  trasfor- 
mazione, che  corrisponde  alla  proiezione  stereografica  da  noi  usata  per  stabilire  il 
Teorema  IV  ;  e  il  gruppo  di  Hermite  diventa  così  un  gruppo  conforme  in  una  metrica 
euclidea  indefinita  [determinata  da  una  conica  assoluto  reale,  cui  sono  tangenti  *)  i  piani 
Tj,  =  cost,  in  un  punto  A^  i  piani  t^^  =:  cost,  in  un  punto  5,  e  che  è  incontrata  dai 
piani  Tjj  =  cost,  precisamente  nei  punti  Aj  B]. 

U  Teorema  IV  ne  dimostra  quindi  la  discontinuità  propria,  e  permette  che  gli  si 
appUchi  la  teoria  delle  serie  di  Poincaré  generalizzate.  La  costruzione  effettiva  del 
campo  fondamentale  è  però  certamente  cosa  complicata  e  diflScile,  per  quanto  la  co- 
noscenza delle  sostituzioni  generatrici  del  gruppo  (cfr.  per  es.  Krazer,  Theorie  der 
Thetareiheri)  e  il  fatto  che  due  punti  complessi  hanno  due  invarianti  **)  rispetto  al 
gruppo  conforme  in  una  metrica  euclidea  indefinita  possano  facilitarne  lo  studio  teorico. 

Un  metodo  indiretto  per  costruire  i  campi  fondamentali  di  questo,  e  degli  altri 
gruppi,  studiati  nel  presente  lavoro,  si  può  ottenere,  ricordando  che  tutti  questi  gruppi 
si  possono  considerare  come  gruppi  proiettivi,  trasformanti  in  sé  stessa  una  quadrica 
Fj  e  limitandoci  poi  a  studiare,  come  essi  trasformano  i  punti  complessi  di  V.  Ora  a 
un  punto  complesso  di  V  si  può  far  corrispondere,  come  abbiamo  visto  più  sopra, 
una  coppia  di  forme  />,  j  />,  tali  che  si  possono  scegliere  in  infiniti  modi  due  costanti 
X,  (X  in  guisa  che  Ip^  +  P'/'a  sia  una  forma  positiva  a  discriminante  non  nullo. 

Nello  spazio  22,  i  cui  punti  corrispondono  biunivocamente  alle  forme  quadriche 
nello  spazio  ambiente,  queste  forme  Ip^  "{-  l'-Pt  determinano  una  varietà  subordinata 
2, .  Ora  noi  sappiamo  (cfr.  A)  costruire  in  ^L  un  campo  fondamentale  P  del  nostro 
gruppo  :  quei  punti  complessi  di  T,  tali  che  il  loro  punto  corrispondente  di  2^  è  in- 
terno a  P,  costituiscono  un  campo,  che  si  può  assumere  come  campo  fondamentale 
del  nostro  gruppo  sulla  quadrica  V. 

Per  la  teoria  delle  serie  6  in  più  di  due  variabili  indipendenti,  non  sono  riuscito 
a  dimostrare,  con  mezzi  analoghi  a  quelli  fin  qui  usati,  la  discontinuità  propria  del 
gruppo  delle  trasformazioni  di  grado  i  :  questa  discontinuità  può  risultare  dalle  for- 
mole,  che  danno  l'effetto  di  queste  trasformazioni  sulle  serie  6.  Ma  una  tale  dimostra- 
zione non  porterebbe  ad  alcuna  notevole  generalizzazione,  appunto  come  la  dimostra- 


•)  L'equazione  di  questa  conica,  in  coordinate  omogenee,  è  t„t,,  —  rf,  =o. 
**)  Infatti  basta  ricordare  che  due  rette,  poste  nello  5^,  in  cui  esiste  la  quadrìca 

*î  +  *î-(*5  +  *î  +  *î)  =  o, 

hanno  due  invarianti  nella  metrica  (indefinita)  determinata  da  questa  quadrica  :  la  loro  minima  e  mas- 
sima distanza.  Questi  invarianti  tengono  nel  caso  attuale  il  luogo,  che  la  distanza  di  due  punti  ha 
nella  teoria  dei  gruppi  di  movimenti  [cfr.  (^4)]  e  potrebbero  essere  utili  alla  costruzione  dei  campi  fon- 
damentali. 
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zione  della  discontinuità  propria  del  gruppo  modulare,  dedotta  dalla  teorìa  dell'invariante 
assoluto  delle  funzioni  ellittiche,  non  può  condurre  alla  teorìa  delle  funzioni  fuchsiane. 
Ecco  qui  dunque  un  campo,  ancora  inesplorato,  di  rìcerche,  che  può  condurre  a  risul- 
tati interessanti  chi  l'affronti  con  forze  migliorì  delle  mie. 

Una  ulteriore  estensione  dei  Teoremi  I,  HI,  IV  conduce  a  nuove  classi  di  gruppi 
propriamente  discontinui  su  variabili  complesse  e  tratta  in  un  caso  particolare  la  terza 
questione,  cui  abbiamo  accennato  al  §  i. 

Teorema  VII.  —  Un  gruppo  G  di  proiettività  reali,  di  cui  nessuna  infinitesima, 
che  trasformi  in  sé  stessa  una  forma  quadrica  del  tipo 

Opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sugli  spa:^i  lineari  reali  ah —  i  o  a  n — k  —  i 
dimensioni^  contenuti  nello  spazio  ambiente,  e  non  aventi  punti  reali  comuni  con  la  F=o. 

Un  tale  spazio  5,  e  lo  spazio  polare  5'  determinano  infatti  una  coppia  di  forme 
quadratiche  (d^eneri)  definite,  le  quali,  uguagliate  a  zero,  danno  l'equazione  dei  coni 
tangenti  alla  T  =  o,  aventi  per  nucleo  rispettivamente  gli  spazii  5,  5'  suddetrì. 

E  a  una  tale  coppia  di  forme  si  possono  applicare  quelle  considerazioni,  che  gii 
usammo  per  le  forme  s]  +  ^!  >  ^j  "^  ^I  »  quando  dimostrammo  il  Teorema  I.  Sia  ora  b 
per  es.  il  minore  dei  due  numeri  k  —  i,  «  —  k  —  i;  supponiamo  h  dispari  (risultati 
analoghi  si  hanno  per  h  pari).  Notiamo  che  uno  spazio  5^  ad  h  dimensioni  è  determinato 
da  jb  -f-  I  suoi  punti  generici,  i  quali  si  possono  anche  scegliere  sull'intersezione  di  S^ 
con  la  quadrica  V  =  o.  Se  S^  non  taglia  la  F  =  o  in  punti  reali,  questi  i  -j-  i  punti, 
posti  sulla  citata  intersezione,  si  possono  scegliere  a  due  a  due  immaginarii  coniugati, 
cosicché  dal  teorema  precedente  si  deduce  a  fortiori  che  : 

Teore.ma  Vn''".  —  //  gruppo  G  del  Teorema  FU  opera  in  modo  propriamente  discon- 
tinuo sui  sistemi  di  -^ —  punti  complessi  posti  sulla  T  =  o. 

E,  proiettando  stereograficamente  la  T  =  o  da  un  suo  punto  reale  su  un  iper- 
piano  reale,  avremo,  con  le  stesse  notazioni: 

Teorema  VIE.  —  Un  gruppo  di  trasforma:^ioni  reali,  conformi  per  la  metrica  eu- 
clidea indefinita,  determinata  dall'elemento  lineare 

(ày:  +  J>!  +  •  •  •  +  àyl)  -  (dyl^,  +  •  •  •  +  J>L,) 
Opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  gruppi  di  t  punti  complessi  dello  spazio  am- 

biente  se  t^::^  — ' — . 

—        2 

A  tali  gruppi  potremmo  dare  il  nome  di  gruppi  iperhermitianL 
Osservazione.  —  Anche  questo  Teorema  è  suscettibile  Ji  una  estensione  analoga  a 
qudla  che  il  Teorema  VI  di  dei  Teoremi  IV  e  V, 

5.  Trauerò  ora  deUa  prima  ddle  questicmi  proposteci  al  §  i,  rispondendo  alla  do- 
manda, gü  posu  dal  KuBiH  : 
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//  gruppo  G  di  trasforma:^ioni  lineari  unimodulari,  a  coefficienti  interi  su  n  varia- 
bili  x.(i  ^i  ^n)  opera,  o  no,  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  punti  complessi 
dello  spa:(io  ambiente? 

Basterà  applicare  al  caso  attuale  il  metodo  esposto  al  §  8  di  ^.  Per  fissare  le  idee 
supponiamo  fì  =  4,  e  scriviamo  ogni  forma  definita  sotto  la  forma: 

dove  le  (x..  sono  positive.  Una  tal  forma  si  può  dire  ridotta,  se 

^t^a  ^  ^ ,  2(*,  ^  (^a>  ^fx^  ^  fx^,  |e.|  Z,  |,        (lei;  =  valore  assoluto  di  e.). 

Nello  spazio  5  a  nove  dimensioni,  i  cui  punti  corrispondono  biunivocaraente  alle 
forme  quadratiche  nelle  variabili  x^  *),  queste  disuguaglianze  servono  a  limitare  un  po- 
liedro P,  che  si  può  considerare  come  il  campo  fondamentale  del  nostro  gruppo  arit- 
metico G  nello  spazio  5^.  Questo  poliedro  P,  e  i  campi  equivalenti  riempiono  tutta 
quella  regione  jf?  di  5^,  che  corrisponde  a  forme  definite.  Tra  le  varietà  limiti  di  R 
esiste  la  varietà  fV,  che  corrisponde  alle  forme  quadriche  spezzate  in  due  forme  lineari 
immaginarie  coniugate.  Ora  nessun  pezzo  a  sei  dimensioni  della  fV  fa  parte  del  con- 
torno di  P:  ciò  che  basta  per  concludere,  per  i  risultati  di  ÇA\  che  il  gruppo  G  non 
opera  in  modo  propriamente  discontinuo  sui  piani  complessi  dello  spazio,  in  cui  le  x. 
sono  coordinate  omogenee  di  punto.  Altrettanto  si  dimostra  dualmente  per  i  punti  di 
detto  spazio.  E  si  trae  già  da  questo  esempio  la  conclusione  che  l'aver  ricorso,  come 
è  fatto  in  (^),  a  mezzi  indiretti  per  studiare  i  gruppi  proiettivi  (senza  trasformazioni 
infinitesime)  non  è  già  dovuto  a  imperfezione  di  metodo,  ma  alla  natura  stessa  di  tali 
gruppi. 

Catania,  21  novembre  1905. 

Guido  Fubini. 


*)  Al  solito,  non  consideriamo  come  distinti  due  punti,  le  cui  forme  corrispondenti  differiscono 
soltanto  per  un  fattore. 
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Par  M.  Th.  De  Donder  (Bruxelles). 
(Extrait   d'une   Lettre   à   M.   L.   Sinigallia). 


AduDABCa  del  as  giugno  1905. 


Les  cogrédiences  qui  se  trouvent  dans  votre  Note  :  Sugli  invarianti  differen:(iaK  *) 
peuvent  être  déduites  presque  immédiatement  de  celles  que  j'ai  indiquées  dans  deux  No- 
tes récentes  parues  dans  les  Mémoires  in  8*^  de  l'Académie  Royale  de  Belgique,  1905 
(Application  nouvelle  des  Invariants  intégraux). 

Ce  sera  l'objet  de  la  première  partie  de  cette  Lettre. 

Dans  la  seconde,  j'indiquerai  comment  on  peut  retrouver  d'une  manière  plus  simple 
votre  généralisation  du  second  symbole  de  Christoffel  et  je  montrerai  en  même  temps 
que  cette  généralisation  n'est  plus  valable  quand  les  différentielles  d^ x,. ,  d^x.y  ...  sont 
difièrentes. 

I. 

Considérons  les  invariants  différentiels: 

J,a,.d^x.d^x., 
»■; 

l^^ijAx.d^x.d^x^. 
D'où  les  cogrédiences  (i)  n*^  13): 
(0  X^ijkd^Xid,x.<C>a,, 

Si  n  formes  différentielles  nous  donnent  n  cogrédiences  (i),  nous  aurons  [voir 
le  n°  40  de  mon  Étude  sur  les  Invariants  intégraux  (ces   Rendiconti,   t.  XV,   1901, 

•)  Gts  RenAcoMî,  t  XIX  (1905),  pp.  idi-184.  Je  désignerai  votre  Note  par  (5)  et  ma  première 
Note  par  (D).  Les  notations  de  ma  Note  CD)  sont  conservées  ici. 
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pp.    66-131,    369)]: 

\a'l^\OM  (/=i....«), 

ou 

-4^-  =  mvanant, 
M 

y  Äi^-ry-  =  invariant; 
d'où 
0)'  ^Od,x,. 

(Comparer  à  S,  §  2). 

De  (2)  on  déduit  [D,  n*"  6  (8)]: 

En  remplaçant  les  a.,^  par  des  quantités  cogrèdientes  telles  que  ^  ^ijk^x.^  on  trouve 
la  cogrédience  (lo),  §  3,  5. 
Si 

ijki 
a  pour  forme  réciproque  ou  contrevariante  *) 


(^)'  i4  o '^'^•'^^^- 


ijht 

on  aura: 

(2)"  ^  O  d.x,d,x.d^x,d^x„ 

où  a  est  Tinvariant  de  M.  Somiguana. 

Une    question    se    pose    naturellement:    quelle  quantité  finie   est  cogrédiente  à 
d,x^d^x.d^x^} 

n. 

De 

f=X»ind,Xtd^x.d^x^ 
•7» 

on  déduit  par  difiérentiadon  (D,  n"  14): 

±^dj+dJ  +  d^Î-d^ï) 

=  Z  ^^4  *»  Z  Z j«i/»  C'^.  '^i  *.  '^j  *;  +  '^i  '^s  ^i  ^2  Xj+d^  d^  *.•  d,  *,)+Z[*  J  ]^.  «i  '^^  *i  d,  *«j  • 
D'une  manière  un  peu  plus  générale,  je  pose  comme  vous  le  faites  (S,  fin  §  3)  : 


*)  Donnée  par  M.  C  SouigUaka,  Mim.  chè  (D). 
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Je  cffifTi^ 

je  procède  pour  le  second  de  ces  cakds  de  la  manière  suivante: 

r*<~4-L*Ji*a) 

où 

^^  ^  cofacteor  de  b^  dans  '^qJ. 
Or 

ifeo  <'•'■'••• 

d'oû^  après  qudques  rèductioiis: 


0)  'iA^i  +  Zfï'j''.  **''.'/'',*.  o  ^xi? 


D  reste  Ì  savoir  si  l'on  a: 

[F(»V  D,  n®  8  cogrédience  (12)  et  n®  14]. 

Dans  ce  but,  on  calculera   directement  la  variation  —  du  premier  membre,   au 

o  / 
moyen  de  b  formule  précédente  et  on  s'assurera  si  le  résultat  ain^  obtenu  peut  s'i- 
dentifier avec: 

Pour  que  la  cogrédience  (3)  existe,  il  faut  et  il  suffit  que 

ioit  identiquement  nuL  II  n'en  sera  ainsi  que  si  les  d^x.j  d^x.j  d^x.  sont  identiques. 
On  a  donc 

Oy  ddx^  o  Jx,  -  X  j*i^J4x,rfx,dx,. 

[Foir  D  (12')].  ''' 

En   diiférentiant  un  invariant  et  en  utilisant  la  o^rédience  (3)'    on    retrouve 
(/),  n"  1 1)  immédiatement  la  forme  dérivée  (5,  %  4). 


SUR  LBS  INVARIANTS  DIFFÉRENTIELS.  I9I 

Ce  qui  précède  sert  aussi  à  montrer  que  la  gónéralisatìon  du  second  symbole  de 
Christoffel  sous  forme  finie  et  convenant  à  des  formes  différentielles  multilinéaires 
est  impossible  (JD^  n^  i  :  But).  Votre  intéressante  généralisation  ne  pourra  donc  être 
utilisée  que  pour  la  construction  des  invariants  différentiels  n-aires:  dans  cette  voie, 
elle  conduit  à  la  seule  méthode  générale  connue  pour  la  détermination  d'une  classe 
étendue  et  nouvelle  de  ces  invariants. 

Bruxelles,  i*'  mai  1905. 

Th.   De  Donder. 
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Memoria  di  Giuseppe   Marietta  (Catania). 


Adunanza  del   la  novembre  190$. 


Prefazione. 


Nel  primo  capitolo  di  questo  lavoro,  dopo  di  avere  accennato  ai  teoremi  circa  le 
omografie  e  le  correlazioni  determinate  dalle  curve  razionali  normali,  si  considerano 
le  involuzioni  coniugate^  e  l'involuzione  fondamentale  esistente  sopra  una  curva  razionale 
qualunque.  Indi  si  dà  un  criterio  per  decidere  se  due  date  curve  razionali  sono  o  no 
proiettivamente  identiche,  e  questo  criterio  viene  applicato  alle  curve  piane  razionali 
dotate  di  tre  punti  d'iperosculazione,  e  allo  studio  di  altre  curve  piane. 

Questo  stesso  criterio  si  applica  alle  curve  gobbe  razionali  dotate  di  quattro  piani 
stazionari  singolari,  delle  quali  si  fa  un  piccolo  studio,  speciabiente  circa  gli  assi  delle 
involuzioni  assiali  che  le  trasformano  in  sé  stesse.  Nei  §§  s^uenti  si  considera  la  curva 
gobba  d'ordine  n  con  due  tangenti  a  contatto  («  —  impunto,  quella  dotata  di  cuspide 
ed  immersa  nello  spazio  [n  —  i],  e  quelle  dotate  di  due  cuspidi  e  appartenenti  allo 
spazio  [n  —  2]. 

Il  §  I  del  secondo  capitolo  dà  un  criterio,  analogo  a  quello  di  cui  sopra  sì  è 
parlato,  circa  la  ricerca  delle  correlazioni  che  trasformano  una  data  curva  razionale  in 
una  data  sviluppabile.  Questo  criterio  si  applica  nei  §§  successivi  alla  cubica  cuspidata, 
e  alla  curva  gobba  d'ordine  n  dotata  di  due  tangenti  a  contatto  (n  —  impunto.  Si  di- 
mostra, fra  le  altre  cose,  che  quest'ultima  curva  è  trasformata  nella  sviluppabile  dei 
suoi  piani  osculatori  da  oo*  polarità,  rispetto  a  ciascuna  delle  quali  son  coniugate  le 
due  tangenti  singolari,  e  da  oo'  correlazioni,  delle  quali  due  sole  involutorie,  ciascuna 
delle  quali  possiede  come  rette  unite  le  due  tangenti  singolari.  Si  considerano  pure  le 
correlazioni  trasformanti  la  quartica  gobba  con  due  tangenti  stazionarie,  nella  sviluppa- 
bile dei  suoi  piani  bitangenti,  e  le  curve  gobbe  razionali  d'ordine  n  dotate  di  una  tan- 
gente a  contatto  (w  —  impunto  e  di  «  —  3  tangenti  stazionarie.  Ecc. 

I. 
Omografie. 

I.  È  noto  *)  che  ogni  relazione  omografica  «  fra  i  punti  di  due  curve  e  e  e'  d'or- 
dine n  degli  spazi  [n]  e  [n]\  determina  fra  questi  spazi  una  coUineazione  che  trasforma 


•)  Vedi  per  es.,  Castelnuovo,  Studio  deìV involuzione  generale  sulle  curve  ragionali,  etc.,  S  '»  4 
[Atti  del  R.  Istituto  Veneto,  sene  VI,  tomo  IV  (i886)3;  Loria,  Suue  curve  raiionali  normali  in  uno 
sposato  a  n  dmemUmi  [Giom.  di  Matem.,  voL  XXVI  (1888);]. 
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c  in  c';  viceversa  una  siffatta  coUineazione  determina  una  omografia  a>  fra  i  punti 
di  e  e  c\ 

Similmente  un'omografia  a>  fra  i  punti  di  e  e  la  sviluppabile  <j'  degl'iperpiani  ipe- 
rosculatori  c\  determina  una  correlazione  fra  gli  spazi  [«]  e  [«'],  che  trasforma  e  in 
<i';  e  viceversa  una  tale  correlazione  individua  un'omografia  fra  i  punti  di  e  e  gl'iper- 
piani  di  <t\ 

Supponiamo  ora,  in  particolare,  che  le  due  curve  e  e  e!  coincidano,  e  quindi  an- 
che gli  spazi  [fi]  ed  [w]'.  La  sviluppabile  t'  diventa  quella  <i  degl'iperpiani  iperoscu- 
latori  e. 

Ogni  omografia  binaria  co  fra  i  punti  di  e  e  gl'iperpiani  di  e,  determina  in  [n] 
una  correlazione  P  trasformante  e  in  e,  e  su  ^  un'altra  omografia  w^  in  cui  sono  omo- 
loghi un  punto  P  e  il  punto  di  contatto  dell'iperpiano  che  a  P  corrisponde  in  for- 
za di  co. 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  V  sia  una  polarità,  i  che  oì^  sia  una 
involu:(ione. 

Infatti  all'iperpiano  1  di  n  punti  P.(i=:  i,  2,  ...  ,  n)  di  e,  corrisponde  nello 
spazio  di  T,  il  punto  5  comune  agl'iperpiani  iperosculatori  e  nei  punti  w^P^;  e  in  par- 
ticolare se  gli  n  punti  P  sono  infinitamente  vicini,  all'iperpiano  1  iperosculatore  e  in 
P,  corrisponde  il  punto  S^io^P.  Onde  se  si  vuole  che  1  e  5  si  corrispondano  in- 
volutoriamente,  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  oj^  ^  w"',  cioè  che  w^  sia  una  invo- 
luzione. Ecc. 

Tra  le  omografie  oj^  in  volutone,  possiamo  contare  l'identità,  giacché  essa  coincide 
con  la  sua  inversa.  Per  cui  concludendo  abbiamo  il  seguente  teorema  *): 

La  curva  ra^^ionale  normale  di  [«],  determina  in  questo  spa^^io  cx>*  polarità  le 
quali  trasformano  la  curva  nella  sviluppabile  dei  suoi  iperpiani  iperosculatori.  Fra  esse 
ve  ne  è  una  che  fa  corrispondere  ad  ogni  punto  della  curva  Viperpiano  iperosculatore  in 
esso.  Quest'ultima  polarità  l  un  sistema  nullo  ovvero  una  polarità  ordinaria,  secondo 
che  n  è  dispari  0  pari. 

Infatti  gli  cx>"~'  iperpiani  passanti  per  un  punto  generico  A  di  [«],  secano  su  e 
una  involuzione  razionale  d'ordine  n  e  specie  n  —  i,  gli  «  punti  w-pli  della  quale 
sono  i  punti  d'iperosculazione  degl'iperpiani  di  g  uscenti  da  ^.  Se  n  è  dispari,  questi 
n  punti  costituiscono  un  gruppo  della  detta  involuzione,  cioè  A  appartiene  all'iperpiano 
da  questi  medesimi  punti  individuato.  Dunque,  ecc. 

a.  Data  nella  curva  e  razionale  normale  d'ordine  n  una  involuzione  /*,  e  preso 
un  gruppo  qualunque  di  questa,  si  consideri  la  /""*  che  ha  come  n-pìi  i  punti  del  detto 
gruppo.  Tutte  le  involuzioni  ottenute  come  la  /""'  hanno  in  comune  la  /^"'"S  che 
si  ottiene  secando  e  cogl'iperpiani   passanti    per   lo    spazio  [k]  coniugato   dello   spazio 


*)  Vedi  per  es.  Loria,  L  c. 

Rtmd,  Circ.  Matem.  PaUrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  Suunpato  U  1}  geniujo  1906. 
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[n  —  k  —  i]  centrale  di  /*  *).  Viceversa  preso  un  gruppo  qualunque  della  11"^"^  e 
assunti  i  punti  di  questo  come  «pli,  si  ottiene  una  Jl"^  che  contiene  la  /* . 

Date  due  curve  razionali  riferite  biunivocamente,  ad  una  involuzione  della  prima 
corrisponde  una  involuzione  nella  seconda,  onde  siccome  ogni  curva  razionale  si  può 
riferire  biunivocamente  ad  una  curva  razionale  normale  d'ordine  conveniente,  cosi  pos- 
siamo enunciare  il  seguente  teorema  generale  : 

Data  sopra  una  curva  raiionalt  una  /*,  resta  individuata  sulla  curva  una  II"^^; 
queste  due  involuT^'Oni  godono  della  proprietà  che  se  si  assumono  come  punti  n-pli  gli  n 
punti  di  un  gruppo  qualunque  di  una  qualsiasi  di  esse,  si  ottiene  una  p~^  che  contient 
l'altra  delle  due  involw^^oni. 

Due  involuzioni  siffatte,  come  le  /*  e  /[)"*"*  si  diranno  coniugate  (Castelnuovo). 

Segue  intanto  immediatamente  che  se  due  curve  razionali  sono  riferite  biunivoca- 
mente, a  due  involuzioni  coniugate  dell'una,  corrispondono  due  involuzioni  coniugate 
nell'altra. 

3.  Siano  etc'  due  curve  razionali  d'ordine  n  immerse  rispettivamente  n^li  spazi 
\i\  e  \d\\  Se  fra  questi  due  spazi  esiste  un'omografia  Ü,  nella  quale  siano  corrispon- 
denti le  due  date  curve,  fra  i  punti  di  queste  dovrà  intercedere  un'omografìa  binaria 
co,  subordinata  ad  Û,  la  quale  trasformi  Tinvoluzione  /f  secata  su  e  dagriperpiani  di 
\i\^  in  quella  F^  secata  su  e'  dagl'iperpiani  di  [d]'.  Ne  segue  che  a>  trasformerà  eziandio 
l'involuzione  r-^-'  coniugata  della  7^,  nell'altra  /'*•-''--»  coniugata  della  F^ . 

Viceversa,  se  esiste  fra  i  punti  di  e  e  quelli  di  e'  una  corrispondenza  biunivoca  « 
trasformante  /""^~*  nella  rj~^~\  <»>  trasformerà  l'I  nella  T^  ^  e  quindi  determinerà  fra 
gli  spazi  \d\  e  \d\  un'omografia  11  rispetto  alla  quale  sono  omologhe  le  curve  e  e  c\ 
Se  dunque  chiamiamo  involu^^ione  fondamentale  **)  (Sthal)  della  curva  razionale  e  d'or- 
dine n  di  [d],  l'involuzione  /||-''-'  coniugata  a  quella  /j  secata  su  e  dagl'iperpiani  di 
[d]j  possiamo  concludere  che: 

La  condi:(ione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  un  omografia  Oi  esistente  fra  i  punti 
di  due  curve  ra^Jonali  e  e  e* ,  determini  fra  gli  spa^i  di  queste  una  omografia  che  tra- 
sformi e  in  c\  è  che  o.  trasformi  Vinvoluxione  fondamentale  di  e  in  quella  di  e'  ***). 

4.  Sia  c^  una  curva  razionale  d'ordine  n  di  \d\  e  e'  una  curva  razionale  normale 
delio  spazio  ad  n  dimensioni  1\  Stabiliamo  fra  i  punti  di  queste  due  curve  una  cor- 
rispondenza biunivoca  co. 


*)  È  noto  che  un'involuzione  ij  sopra  un  ente  oo»  razionale,  è  individuata  da  *  -|-  i  dei  suoi 
gruppi  (non  appartenenti  ad  una  stessa  ij~*).  Onde  se  Tente  dato  è  la  curva  e,  è  chiaro  che  la  7*  è 
secata  su  e  dagllperpiani  passanti  per  un  certo  spazio  [n  —  k  ^  ij,  che  si  chiama  (Castelnuovo) 
spazio  centrale  della  t^  . 

*^  Berzolari,  Sulle  curve  ragionali  di  utto  spazio  lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni 
[Annali  di  Matem.,  serie  II,  tomo  XXI  (1893)]. 

•^)  Per  c^  (f  vedi  Marletta,  Sulle  curve  ragionali  del  quinto  ordine,  II,  7  [Rendiconti  dei  Cìr- 
colo Matematico  di  Palermo,  tomo  XIX  (1905)]. 
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All'involuzione  /f  di  c^  secata  dagl'iperpiani  di  \d\  corrisponda  in  forza  di  w  la 
/^  secata  su  e'  dagl'iperpiani  di  ^\^  passanti  per  un  certo  spazio  0^__^_, .  Proiettando 
e'  da  0|,_j_,  in  un  [d]'  qualunque  di  1[^,  si  ottiene  una  curva  c\  riferita  biunivoca- 
mente  alla  e,,  in  modo  che  all'involuzione  /^  di  c^  corrisponde  la  F^  di  c[  secata  da- 
gl'iperpiani  di  \d]\  Onde  esiste  una  omografia  11'  fra  i  punti  dei  due  spazi  \d]*  e  [J], 
nella  quale  sono  omologhe  le  c[  t  c^  *).  Ed  ora  si  stabilisca  un'omografia  qualunque 
li  fra  gli  spazi  2'^  e  \^  ove  i)^  passa  per  lo  spazio  \d\  di  e,,  in  modo  però  che  in 
12  siano  omologhi  \d]  e  [d],  e  anzi  li  determina  fra  questi  spazi  come  omografia  su- 
bordinata, precisamente  la  li'.  Allora  li  trasforma  e'  in  un'altra  curva  razionale  nor- 
male e  di  1^ ,  la  quale  proiettata  in  [d\  dallo  spazio  0^_^,  corrispondente  di  0^_^_, , 
dà  precisamente  la  curva  c^. 

Concludiamo  che: 

Una  curva  ra-^^onaU  qualunque,  l  sempre  proiezione  della  curva  ragionale  nor- 
male **). 

In  virtù  di  quanto  si  disse  nel  §  2,  e  in  virtù  di  questo  teorema,  è  chiaro  che 
l'involuzione  fondamentale  di  c^,  è  la  proiezione  su  [d\  da  0„_j_,,  dell'involuzione 
secata  su  e  dagl'iperpiani  passanti  per  lo  spazio  O^i  polare  di  0„_^_,  rispetto  alla  po- 
larità che  e  determina  in  1^,  essendo  polo  e  iperpiano  polare  un  punto  di  e  e  l'iper- 
piano  iperosculatore  per  esso  (§  i)  ***). 

5.  Siano  c^  e  c\  due  curve  piane  razionali  ciascuna  dotata  di  tre  punti  d'ipero- 
sculazione  rispettivamente  nei  punti  A^  5,  C,  e  A\  B\  C.  L'involuzione  fondamentale 
di  Cj  è  una  gl~^  avente  tre  punti  fissi  in  -4,  5  e  C,  onde  il  gruppo  formato  da  questi 
tre  punti  e  da  altri  n  —  3  punti  arbitrari  di  c^y  è  un  gruppo  di  gl"^ .  Ne  segue,  in 
virtù  del  teorema  del  §  3,  che: 

Due  curve  piane  ra:(ionali  (dello  stesso  ordine)  ciascuna  dotata  di  tre  punti  d'ipe- 
rosculai^ione,  sono  sempre  proiettivamente  identiche^  e  ciò  in  sei  modi  diversi. 

Le  sei  omografie  ternarie  che  trasformano  c^  in  c\ ,  sono  quelle  determinate  dalle 
seguenti  omografie  binarie: 

^ABC         ^ABC  _    ABC  _ABC  _  ABC         ^ABC 

"^'—A'B'C    '^'~B'CA''    "^^—CA'B''   ""'—A'CB"    "^^—B'A'C   '^^~CB'A'' 

Si  noti,  in  particolare,  che  due  cubiche  piane  razionali,  entrambe  nodali  o  en- 
trambe cuspidali,  sono  sempre  proiettivamente  identiche. 

6.  Sia  e  la  curva  razionale  normale  di  [«],  e  sia  0^_^  lo  spazio  comune  a  tre 
iperpiani  iperosculatori.  Se  «  è  pari,  e  individua  (§  i)  in  [«]  una  polarità  ordinaria, 
di  cui  sia  A  la   quadrica   fondamentale,  tale   che  a  ogni   punto  di  e  fa   corrispondere 


*)  A  questo  punto  si  potrebbe  concludere  senz'altro. 

**)  Veronese,  Behandlung  der  projectivischen  Verhältnisse^  etc.  [Math.  Ann.,  Bd.  XlX  (1882)]. 
•^  Dopo  questa  osserv'azione,  che  trovasi   già  in  Berzolari,  Ï.  e,  n*^  5,  si  può  dare  del  teo- 
rema del  S  precedente  un'altra  dimostrazione.  Vedi  Marletta,  1.  e. 
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ripcrpiano  ipcrosculatore  per  esso.  Gli  oc'  ipcrpiani  tangenti  a  A  e  passanti  per  0,_., 
secano  il  piano  0^  polare  di  0,_j,  lungo  le  tangenti  della  conica  aO,;  dunque  *): 

Data  una  curva  piana  ra:^ionaU  dC ordine  pari,  dotata  di  tre  punti  iTtperoscuLK^iaiu, 
le  tangenti  in  questi  alla  curva,  toccano  in  questi  medesimi  punti  una  stessa  conica. 

Sia  invece  n  dispari,  ed  indichiamo  con  ^^  i?  e  C  i  tre  punti  comuni  a  e  e  a 
0^.  Gl'iperpiani  iperosculatori  e  in  A  t  B  secano  0^  in  due  rette  yt'anrwì  in  im 
punto  M;  l'iperpiano  polare  di  M  rispetto  al  sistema  nullo  determinato  da  Cj  dovendo 
passare  per  A,  B  ed  Af,  contiene  0^;  dunque  esiste  un  ipcrpiano  passante  per  0^^ 
che  contiene  i  tre  punti  A,  B  e  C,  Ne  segue  che  **)  : 

Se  una  curva  piana  ragionale  d'ordine  dispari,  possiede  tre  punti  ^iperosculiK^ûmt, 
questi  sono  sopra  una  stessa  retta. 

7.  Sia  c^  una  quartica  con  due  cuspidi  A  e  B^  t  siano  A'  e  B'  quei  punti  die, 

tali  che  '^A-^-A'  e  ^B  -^  B'  siano  due   gruppi    dell'involuzione  fondamcntaik  g'  di 

A  A' 
c^ .  F/involuzione  o>  ^  ^       esistente  fra  i  punti  di  c^ ,  trasforma  involutorìainentB  Funo 

nell'altro  i  due  gruppi  ora  detti  di  g'^ ,  Onde  (§  3)  «o  determina  nd  piano  di  c^  un'o- 
mografìa U  che  trasforma  questa  curva  in  sé  stessa.  Ê  chiaro,  poi,  che  il  è  un'omo- 
logia armonica,  la  quale  si  può  costruire  molto  facilmente,  osservando  che  in  essa  sono 
corrispondenti  i  due  flessi  di  c^ . 

Il  centro  di  omologia  è  dunque  il  punto  comune  alla  retu  AB,  e  2,  quella  che 
congiunge  i  flessi.  Il  nodo  di  c^  appanerrà  all'asse  di  omologia  che  secherà  ulterior- 
mente la  curva  nei  due  punti  doppi  dell'involuzione  ai.  La  bitangente  della  curva  do- 
vendo essere  una  retta  doppia  per  l'omologia,  passerà  pel  centro  di  questa.  Dunque 
concludendo  possiamo  dire  che: 

Data  una  quartica  bicuspide,  la  retta  dei  flessi,  quella  delle  cuspidi^  e  la  bitangente 
della  curvaj  concorrono  in  uno  stesso  punto.  Inoltre,  il  punto  comune  alle  tangenti  cuspi- 
dali, quello  comune  alle  tangenti  stazionarie,  e  il  nodo,  sono  tre  punti  di  una  stessa 
retta, 

8.  Se  poi  c^  ammette  un'altra  cuspide  C,  indicando  con  C  quel  punto  della  curva 

A  A'  jt  A' 

tale  che  è  j  C  -^  C  un   gruppo   di  ^^,   le   tre  involuzioni  w^  ^  d  dm   ^a  ^  r-  /-»  ) 

DD' 

oij  s=  ^  ^, ,  determinano  tre  omologie  armoniche  rispetto  alle  quali  e,  è  invariante.  Si 
noti  che  dovendo  <o^,  per  es.,  avere  C  e  C  per  punti  doppi,  il  gruppo  A  ECO  è 
armonico;  lo  stesso  dicasi  pei  gruppi  BCAA'  e  CABB\ 

L'omologia  armonica  individuata  da  oj^,  per  es.,  ha  per  asse  la  tangente  nella  cu- 
spide C,  onde  l'altro  punto  in  cui  questa  tangente  seca  la  curva,  dovendo  essere  dop- 
pio per  0),,  sarà  C.  Segue: 


•)  Brusotti,  Sulle  curve  piane  raiionaìi   dotate   di   tre  punti   d'iperoscula^ione,  n°  7  [[Rendiconti 
del  R.  Istituto  Lombardo,  tene  II,  voi.  XXXVII  (1904)]. 
•^  Bruiotti,  L  c,  n®  i. 
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Neìla  quartica  tricuspide^  due  cuspidi  qualisivogìiano,  sono  separate  armonicamente 
dall'altra  cuspide  e  dal  punto  in  cui  la  tangente  in  questa  incontra  ancora  la  curva. 

Da  tanto  segue  senz'altro  che  due  quartiche  tricuspidi,  sono  sempre  proiettiva- 
mente identiche.  Le  sei  omografie  che  le  trasformano  l'una  nell'altra,  sono  determinate 
dalle  omografie  binarie  fra  i  punti  delle  due  curve,  tali  che  alle  cuspidi  dell'una  fanno 
corrispondere  quelle  dell'altra. 

Le  tre  omologie  armoniche  determinate  da  oj^,  w^,  oi^,  e  le  sei  omografie  ora 
dette,  si  possono  ottenere  pure  mercè  la  seguente  osservazione  generale,  semplicissima, 
ma  che  può  alle  volte  essere  utile.  Le  omografie  che  trasformano  una  curva  razionale 
c^  in  un'altra  c\^  trasformeranno  anche  la  sviluppabile  c^  degl'iperpiani  iperosculatori 
c^ ,  nell'altra  <7|  relativa  a  c\ .  Ne  segue  che  le  omografie  richieste  sono  quelle  stesse 
che  trasformano  l'involuzione  fondamentale  di  c^  in  quella  di  <t[. 

Alle  volte  riesce  più  facile  considerare  le  involuzioni  fondamentali  di  c^  e  (j\  ,  an- 
ziché quelle   di  e,  e  c\ . 

9.  Se  una  curva  gobba  razionale  e,  d'ordine  n  ha  quattro  piani  stazionari  singo- 
lari, cioè  a  contatto  w-punto,  la  sua  involuzione  fondamentale  g"'^  ha  quattro  punti 
fissi,  onde  questi  insieme  con  altri  n  —  4  punti  arbitrari  della  curva,  costituiscono  sem- 
pre un  gruppo  di  g""'^ . 

Ne  segue  in  virtù  del  teorema  del  §  3,  che  : 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  siano  proiettivamente  identiche  due 
curve  gobbe  ragionali  ciascuna  dotata  di  quattro  piani  sta:^onari  singolari,  Ï  che  siano 
proiettivi  i  due  gruppi  dei  punti  di  contatto  di  questi  piani. 

Per  es.,  sono  proiettivamente  identiche  le  due  curve,  se  questi  due  gruppi  sono 
entrambi  equianarmonici. 

In  particolare,  se  i  punti  di  contatto  dei  quattro  piani  stazionari  singolari  dell'una 
curva,  e  similmente  quelli  dell'altra,  non  sono  distinti,  ma  si  riducono  a  tre  o  a  due 
punti  distinti,  esistono  certamente  omografie  quaternarie,  che  trasformano  le  due  curve 
date  l'una  nell'altra.  Se  dunque  sono  date  due  curve  gobbe  c^  e  c[  d'ordine  n^  ciascuna 
dotata  di  due  tangenti  a  contatto  {n —  i)-punto,  esistono  due  serie  cx>*  di  omografie 
rispetto  alle  quali  le  due  curve  sono  omologhe.  E  precisamente  indicando  con  M  ed  N 
i  punti  di  contatto  delle  tangenti  singolari  di  t:^,  e  con  Af '  e  iST'  i  punti  analoghi  di 
c[j  le  due  serie  di  omografie  si  possono  rappresentare  simbolicamente  come  segue: 

^^>  '  —  M'N'... 

(2)  a=^^    •• 

10.  Sia  e  una  quartica  razionale  normale,  ed  A  e  B  due  suoi  punti  distinti.  Gl'i- 
perpiani  iperosculatori  in  A  e  B  z  e,  si  secano  in  un  piano  (<.  :  dico  che  ogni  iperpiano 
per  (i,  seca  e  in  quattro  punti  formanti  un  gruppo  armonico.  Infatti,  se  C,  D,  E,  F  sono 
quattro  punti  siffatti,  l'involuzione  fra  i  punti  dì  e  avente  ^  e  £  per  coniugati  e  C 
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per  punco  doppio,  determina  nello  spazio  di  e  on'omografia  rispetto  aOa  quale  &  è  un 
piano  unito,  e  quindi  anche  unito  è  Tiperpiano  Cu  ^^  CDEF.  Onde  dei  tre  pond 
Dj  E  cd  Fj  uno  sarà  Taitro  punto  doppio  dell'involuzione^  e  gii  ahri  due  saranno  oo- 
niugati  in  questa  medesima.  Ne  segue: 

Dtu  quarticht  gobbe  entrambi  nodali  o  entrambe  cuspidaUj  sana  sempre  proietÈm- 
mente  identiche. 

II.  Sia  c^  una  curva  gobba  razionale  dotata  dì  quattro  piani  stazioDari  só^oian, 
i  cui  pund  di  contatto  indicheremo  con  A^  B^  C  D,  Essa  è  trasformata  m  sé  scesssi 
dalle  involuzioni  assiali  (/ ),  (7^),  (/  ),  determinate  dalle  seguenti  involuzìoin  fra  i  pmm 
della  curva: 

-.  Ji  C  j  AB  j AB 

'^  BD'         ^^  CD'         ^^  DC 

Preso  un  punto  qualunque  P  dello  spazio, siano  P^,  P,,  P  i  ponti  itd  csao  cor- 
rispondenti in  forza  delle  /, ,  /^ ,  /,  rispettivamente.  É  facile  dimostrare,  osservando  che 
è  /  =^  /^  /j ,  /^  ^=  /.  /j ,  /j  =.  I^  /, ,  che  il  gruppo  PP^  P,  P.  è  individualo  dat  uno  qua- 
lunque dei  suoi  elementi.  Onde  possiamo  dire  che  : 

Data  una  curva  gotha  rai^ionale  dotata  di  quattro  piani  stazionari  simgolari,  resta 
individuata  nello  spa:^io  una  involu:iione  (/)  del  quarto  ordine,  inßnid  gruppi  della  qmek 
appartengono  alla  curva  data. 

Chiamiamo  /  l'involuzione  costimita  da  questi  infiniti  gruppi  so  c^ .  Se  sono  E^  F, , 
E^  F^  ^  E,F,  i  punti  doppi  rispettivamente  delle  tre  involuzioni  /  ,  /^  e  /. ,  sono  gruppi 
di  /  i  seguenti: 

2£.+2F.,      2£,+  2F,,      2£,-|-2f,. 

Onde  i  sci  punti  doppi  di  /  sono: 

E,    F„    £,,    F„    £,.    f^. 

Le  rette  E^F^,  ^z^t^  ^y^\  saranno  chiamate  corde  principali  ddla  curva.  Se  n 
è  l'ordine  di  ^^,  i  pund  di  conutto  delie  2(«  —  2)(n  —  3)  rette  tangenti-secanci,  for- 
mano I  I  gruppi  dell'involuzione  /.   Lo   stesso   dicasi   pei   pund   di  secamento. 

Un  aitro  gruppo  di  /  è  eNidentemente  AB  CD. 

la.  Sia  n  pari:  dei  due  assi  dell'involuzione  assiale  (J^  per  es.«  uno  non  incon- 
tra in  alcun  punto  r,  e  l'altro  l'incontra  nei  due  pund  E^  e  f  ^ .  Cioè  la  corda  princi- 
pale E,  Fj  è  un  asse  della  (/ J.  Similmente  le  corde  principali  F,  F^  e  F,  F^  sono  assi 
di  (/J  e  (/^)  rispetdvamente. 

Ijà  I^  trasforma  in  sé  stesse  dascima  delle  7^,  7^,  onde  sono  doppie  per  la  (/J 
le  corde  F, F^  e  E^F^.  Ne  segue  che  ciascuna  di  queste  due  rette  seca  b  F^ F^ .  Se 
ne  conclude  che  le  tre  rette  a,  ^  EF.  a,  ^  EF^^  a^^E,F,^  û  secano  a  due  a 
due.  Lo  stesso  dicasi  per  le  rette  fr, ,  h^^  b,  rìmanend  assi  rìspettivamente  di  (7,)^  (I^ 
(7^).  Le  rette  a, ,  a, ,  a^  dunque,  o  passano  per  uno  stesso  punto,  o  giacciono  in  uno 
stesso  piano.  Nella  prima  ipotesi  si  apparterranno  il  piano  a,  a^  e  la  retta  b  ,  il  piano 
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a^a,  e  la  t, ,  il  piano  a^a^  e  la  retta  b^.  Gli  assi  a^b^^  ^iK^  ^3^3  ^^^^  dunque  gli 
spigoli  opposti  di  uno  stesso  tetraedro,  e  le  rette  a^^  a^j  a^  escono  da  uno  stesso  ver- 
tice, mentre  le  rette  b^,  b^  t  b,  giacciono  nella  faccia  a  questo  opposta.  Il  piano  b^ b^ b^ 
è  invariante  rispetto  a  ciascuna  delle  (/,),  (/  ),  (/,),  percui  esso  conterrà  00^  gruppi 
della  (/),  e  di  conseguenza  secherà  e  in  un  certo  numero  di  gruppi  di  /.  Dunque  l'i- 
potesi in  discorso  si  verificherà  quando  è  w  =  4W,  e  viceversa. 

Se  è  invece  «  =  4m  -|-  2  le  rette  ä^b^^  ^x^if  ^?^j  saranno  eziandio  gli  spigoli 
opposti  di  un  tetraedro,  ma  le  rette  t, ,  i^ ,  ^,  usciranno  da  uno  stesso  vertice,  mentre 
le  a,,  a^,  a^  giaceranno  nella  faccia  a  questo  opposta.  Il  piano  ä^a^a^  secherà  e  nei 
sei  punti  fj ,  Fj ,  E^,  F^ ,  f^ ,  F,  doppi  per  la  /,  e  in  altri  m  —  i  gruppi  di  questa 
medesima  involuzione. 

Concludiamo  : 

Data  una  curva  gobba  razionale  d'ordine  pari  n,  dotata  di  quattro  piani  stazionari 
singolari,  gli  assi  delle  tre  involuzioni  assiali  rispetto  alle  quali  la  curva  i  invariante, 
compongono  le  tre  coppie  di  spigoli  opposti  di  uno  stesso  tetraedro.  Le  tre  corde  principali 
sono  tre  spigoli  di  questo,  uscenti  da  uno  stesso  vertice,  0  appartenenti  ad  una  stessa  fac- 
cia, secondo  che  n  è  0  non  è  divisibile  per  4  *). 

i3.  Se  w  è  dispari  gli  assi  di  (/.)  (i  =  i,  2,  5)  sono  unisecanti  la  curva,  i  punti 
di  appoggio  essendo  E.  e  F.j  giacché  un  piano  per  uno  di  essi  deve  secare  la  curva 
in  un  certo  numero  di  coppie  di  punti.  È  poi  facile  dimostrare  che  le  corde  principali 
nella  presente  ipotesi  sono  sghembe  a  due  a  due,  onde  esse  individuano  una  rigata 
quadrica. 

Vogliamo  ora  dimostrare  che  ciascuno  dei  sei  assi  delle  (/,),  (7^),  (7  ),  incontra 
tutte  e  tre  le  corde  principali.  Infatti  consideriamo  per  es.,  la  E^  F,  :  delle  rette  a^  e  è, 
una  passa  per  E^  e  una  per  F, . 

Inoltre  le  involuzioni  7^  e  7,  sono  armoniche,  onde  son  coniugati  in  (7J  i  due 
punti  Fj  e  Fj .  Ne  segue  che  la  retta  F^  F,  si  appoggia  ad  entrambi  gli  assi  della  (7^). 
Lo  stesso  dicasi  per  gli  assi  di  (7^).  Concludiamo: 

Se  una  curva  gobba  raxionaU  d'ordine  dispari  possiede  quattro  piani  stazionari 
singolari,  gli  assi  delle  tre  involuzioni  assiali  che  la  trasformano  in  si  stessa,  compongono 
tre  coppie  armoniche  a  due  a  due  di  una  stessa  rigata  quadrica  **),  che  l  la  trasversale 
di  quella  delle  corde  principali. 

l4.  In  generale  sia  data  nello  spazio  \d\  una  curva  razionale  d'ordine  n  dotata  di 
rf  -f-  I  punti  d'iperosculazioney  cioè  tali  che  in  ciascuno  di  essi  l'iperpiano  iperosculatore 
è  a  contatto  n-punto. 


*)  Per  M  =  4  si  ritrovano  cose  note.  Vedi,  per  es.,  Marletta,  Studio  geometrico  della  quartica 
gobba  razionàU  [Annali  di  Matem.,  serie  III,  tomo  Vili  (1902)]. 

**)  Per  »  ?p  5  vedi  :  Ciani,  Sopra  alcuni  gruppi  Umori  quaternari  dotati  di  quartica,  0  di  quintica 
gobba  roìfymaU  invarianU,  n°  8  []Rend.  R.  Ist  Lomb.,  serie  II,  voL  XXXVII  (1904)3* 
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L'involuzione  fondamentale  di  e  è  una  gl'^^'  dotata  di  d  -f-  i  punti  fissi  nei  pumi 
ora  detti.  Ne  segue  (§3): 

Date  due  curve  ragionali  e  e  e'  degli  spaii  [d]  e  [d]'  rispettivamente^  dascuiu 
dotata  di  d  -^  i  punti  d'iperoscula:(ionej  la  coudi^ione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  esst 
siano  proiettivamente  identiche,  è  che  il  gruppo  dei  punti  d*iper osculatone  di  e  sia  proiä- 
tivo  al  gruppo  analogo  di  e'  *). 

Questo  teorema  segue  anche  dall'osservare  che  condizione  sufficiente  affinchè  e  e 
e'  siano  proiettivamente  identiche,  è  che  si  possa  stabilire  fra  esse  una  corrispondenza 
biunivoca,  tale  che  rf  -|-  i  gruppi  linearmente  indipendenti  della  ^jj  vengano  trasformati 
in  d  -f-  I  gruppi  linearmente  indipendenti  della  g'^  ;  essendo  ^  e  g'^  le  involuzioni  s^ 
cate  su  e  e  su  e'  rispettivamente  dagl'iperpiani  di  [d]  e  di  [d]*  **). 

i5.  Sia  c^  la  ***)  curva  gobba  razionale  d'ordine  n  con  due  tangenti  a  contatto 
(w  —  i)-punto   nei   punti  M  ed  N,   ed   A   un   suo   punto   qualunque.  L'involuzione 

<*}  =a  A  ^  fra  i  punti  di  c^  determina   un'omografia  quaternaria  U  rispetto   alla  quale 

questa  curva  è  invariante  (§  9).  Ne  segue  che  l'unica  (n  —  i)-secante  c^  uscente  da 
A  sarà  trasformata  da  li  in  so  stessa,  cioè  gli  «  —  i  punti  di  appoggio  sono  divisi  in 
tante  coppie  di  punti  coniugati  nell'involuzione  'o.  Se  dunque  n  è  dispari,  fra  gli  n  —  i 
punti  ora  detti,  sarà,  oltre  di  A  y  l'altro  punto  doppio  B  ài  ui.  Dunque: 

Data  la  curva  gobba  d'ordine  dispari  n  con  due  tangenti  a  contatto  (n  —  lypunto, 
gli  n  —  I  punti  di  appoggio  di  una  (w  —  ly secante  qualunque,  sono  tali  che  sceltam 

uno  ad  arbitrio^  ve  ne  t  un  altro  che  insieme  col  primo  forma  una  coppia  armonica  à 

n  — —  ^ 
punti  di  contatto   delle  due   tangenti   singolari,  e  ad  altre coppie  costituite  dai  ri- 
manenti n  —  3  punti. 

Per  //  =  5  si  ha: 

Nella  quintica  gobba  con  due  tangenti  d\mdulaxjone,  è  armonico  il  gruppo  dei  punu 
di  appoggio  di  una  qualunque  quadrisccante. 

In   generale   per  ;/   qualunque  (pari  o   dispari),  consideriamo   Tomografia  binaria 

P 
Wj  ■:r^~MN  ^,  essendo  P  e  Q  due  punti  qualunque   di  e,.  La  co,  determina  un'omo- 
grafia quaternaria  che  trasforma  c^  in  se  stessa,  onde  il  gruppo  degli  n  —  i   punti  di 
appoggio  della  (;/  —  i)-sccante  uscente  da  P,  è  proiettivo  a  quello  della  (n  —  i}-secaDte 
uscente  da  Q.  Viceversa,  data  una  cur\'a  razionale  e,  d'ordine  n  sopra  una  rigata  qua- 

*)  Se  in  particolare  ò  e  "  r',  e  Tordine  di  e  è  (/ -f-  i,  vedi:  Loria,  Intorno  alle  curve  ra^iondi 
d'ordine  n  dello  spazio  a  «  —  i  dimensioni,  n*'  io  (Rend,  del  Circolo  Matem.  di  Palermo,  t.  II  (1888)^ 

**)  Quest'osservazione,  semplicissima,  può  alle  volte  essere  utile.  Da  essa,  per  es.,  segue  subito 
il  seguente  teorema  (di  Pittarhlli):  Una  curva  dei  ter:(ordifie  con  un  punto  doppio  e  la  sua  bessioM 
sono  figure  omologiche.  Il  punto  doppio  i  il  centro  d'omologia;  ìa  retta  dèi  flessi  ne  è  Vasst, 

•**)  Proiettivanìente  parlando,  in  virtù  del  teorema  del  $  9,  possiamo  considerare  come  identicbc 
due  curve  gobbe  razionali  d*ordine  n  ciascuna  dotata  di  due  tangenti  a  contatto  (»  —  i)-puato. 
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drica,  le  cui  generatrici  siano  (fi --- i)-secanti  c^,  supponiamo  che  siano  proiettivi  i 
gruppi  dei  punti  di  appoggio  di  due  (n  —  i)-secanti  qualisivogliano.  Allora  se  Me  uno 
dei  2  («  —  2)  punti  doppi  della  gl_^  segnata  su  c^  dalle  generatrici  della  detta  rigata 
quadrica,  Tomografia  che  intercede  fra  il  gruppo  cui  appartiene  M,  e  un  altro  gruppo 
qualunque,  è  degenere^  onde  in  M  sono  riuniti  tutti  gli  fì  —  i  punti  del  gruppo  di  cui 
fa  parte  Af.  Concludiamo  che: 

Data  sopra  una  quadrica  una  curva  ragionale  d'ordine  n,  la  condi:(ione  necessaria 
e  sufficiente  affinchè  essa  sia  dotata  di  due  tangenti  a  contatto  (n  —  lypunto,  l  che  il 
gruppo  dei  punti  di  appoggio  di  una  (n  —  i)-secante,  resti  proiettivo  a  sh  stesso  al  va- 
riare di  questa  retta, 

16.  Sia  fì  =  4;  la  tangente  /)  in  P  sia  incontrata  dalle  rette  p^  e  p^  tangenti  in 

p 
Pj  e  P,  alla  curva,  e  quella  q  in  ß,  dalle  q^  e  q^  in  Ö,  ^  ßa-  L'omografia  (ù^^MN  ^ 

trasformerà  P,  in  ß^  o  in  ß^ ,  poniamo  in   Q^ .  Onde  si  ha  : 

MNPP^-^MNQQ^    e    MNPP^-/^ MN QQ,. 

p 

Nell'omografia  (ù[^MNp\  a  P  corrisponde  P,,   cioè  si  ha: 

MNPP^J^MNP^P. 
In  altri  termini  abbiamo  : 

MNPP,  aMNQQ^J:  MNP,Pa  MN  Q,  Q. 
Concludendo  : 

Nella  quartica  gobba  con  due  tangenti  stazionarie^  il  gruppo  dei  punti  di  contatto 

di  queste  e  dei  punti  di  contatto  (in  un  certo  ordine)  di  un  piano  bitangente  qualunque^ 

è  proiettivo  a  sh  stesso  al  variare  di  questo  piano. 

17.  Consideriamo  la  curva  e  d'ordine  n  dello  spazio  [n —  i],  dotata  di  cuspide 
in  un  punto  A  e  (di  conseguenza)  di  un  iperpiano  stazionario,  per  es.,  nel  punto  É. 
L'involuzione  fondamentale  di  e  è  costituita  dal  gruppo  (n  —  i)A'^  B^  onde  ogni 
omografia  fra  i  punti  della  curva  avente  A  t  B  per  punti  uniti,  determina  nello  spazio 
[n  —  i]  un'omografia  per  la  quale  e  è  invariante. 

Uno  spazio  \_^  iperosculatore  e  (cioè  a  contatto  r-punto),  incontra  un  altro  ^\o 
spazio  2;|,_^_j  iperosculatore.  Infatti  proiettando  e  da  \_^  in  un  [fi  -^  r  —  i\  si  ottiene 
una  curva  e'  d'ordine  n  —  r  con  una  cuspide,  e  quindi  dotata  di  un  solo  iperpiano 
\n  —  r  —  2]  stazionario  (propriamente  detto).  Indicando  ora  con  M  un  punto  qua- 
lunque di  e,  e  con  Af'  quell'altro  punto  di  questa,  tale  che  siano  incidenti  gli  spazi 
-r-i  ^  ^l-r-i  iperosculatori  rispettivamente  in  M  e  Af',  i  punti  Af  e  Af '  si  corrispon- 
dono in  un'omografia  i  cui  punti  uniti  sono  evidentemente  A  t  B.  Onde  per  quanto 
si  disse  in  principio  del  presente  §,  concludiamo  che: 

Data  nello  spazio  [n  —  i]  la  curva  d'ordine  n  dotata  di  cuspide,  sen  punti 
Af.  (t  =  I,  2,  . . .  ,  n)  appartengono  ad  uno  stesso  iperpiano,  lo  stesso  avverrà  pei  punti 
M^ ,  tali  che  siano  incidenti  i  due  spa'^i  2^_,  e  2^_^_,  iperosculatori  della  curva,  il  primo 
in  M.  e  il  secondo  in  M\ . 

Mmì.  Ort,  Meiern.  FâUrwM,  tomo  XXI  (1906).  —  Stampato  il  15  genoajo  1906.  aé 
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i8.  Dau  nello  spazio  [n  —  2]  una  curva  razionale  e,  d'ordine  n  con  due  oispkE 

A  t  Bj  indichiamo  con  A'  e  fi'  quei  due  punti  della  curva  tali  che  i  gruppi  (n — i)i<+if 

e  (n  —  i)fi  +  fi'  appartengano  all'involuzione  fondamentale  ^^  di  1:, .    L'involuzìo» 

A  A' 
Ci)  ^  „  -,,  determina  nello  spazio  [n  —  2]  un'omografia  che  trasforma  e,  in  sé  stessi. 

D  li 

Onde  possiamo  concludere  che: 

Data  una  curva  razionale  d'ordine  n  dotata  di  due  cuspidi  e  immersa  nello  spa^ 
[n  —  2],  esiste  una  omografia  di  questo  spaT^io  che  trasforma  la  curva  in  si  stessa. 

n. 

Correlazioni. 

I.  Con  ragionamenti  analoghi  a  quelli  del  §  5  del  capitob  precedente,  è  fadk 
dimostrare  il  seguente  teorema: 

La  condi:(ione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  un'omografia  w  esistente  fra  i  puni 
di  una  curva  ras^ionale  e  e  gViperpiani  di  una  sviluppabile  ragionale  e,  determini  fra  gi 
spazi  di  queste  una  correlazione  che  trasformi  e  in  (Sj  h  che  a»  trasformi  rinvoluzim 
fondamentale  di  e  in  quella  di  a. 

a.  In  un  piano  ?u  sia  data  una  cubica  e  dotata  di  cuspide  nel  punto  ^  e  di  flesso 
nel  punto  B;  indichiamo  con  a  e  ble  tangenti  rispettivamente  in  ^  e  in  B.  L'inviluppo 
<7  delle  sue  tangenti  è  di  classe  tre,  ed  ha  una  retta  stazionaria  in  b,  e  una  retta  d'in- 
flessione in  a. 

L'involuzione  fondamentale  di  e  è  costituita  dall'unico  gruppo  2A  -^  B^  e  qudla 
di  T  dall'unico  gruppo  ib  -{-  a.  Ne  segue  (II,  §1)  che  ciascuna  delle  infinite  omogra- 
fie binarie  fra  i  punti  di  e  e  le  rette  di  -7,  nelle  quali  sono  corrispondenti  A  e  by  B 
e  a,  determina  nel  piano  tw  una  correlazione  che  trasforma  e  in  e. 

AB 
Sia  Cu  ^  ,      '  ■  *  una  delle  dette  omografie  binarie,   e  X  quella   omografia  fra  k 

rette  di  <j  e  i  punti  di  e,  la  quale  coordina  a  ogni  tangente   di  e  il  relativo  punto  di 

AB 
contatto.  Allora  si  ha  :  w  X  ^  -^   .  *  '  *  ,  cioè  co  X   è  un'involuzione  fra  i  punti  di  e,  e 

quindi  se  è  P'  il  punto  di  contatto  della  tangente  p'  ^ùìP^  sarà  P  il  punto  di  con- 
tatto della  tangente  />  ^  w  P'.  Ne  segue  che  alla  retta  />',  per  es.,  considerata  come 
appartenente  al  sistema  della  curva  e,  corrisponde  il  punto  P  nella  correlazione  indi\T- 
duata  da  w.  Concludiamo  dunque,  che  tutte  le  correlazioni  trasformanti  e  in  a  sono  in- 
volutone  (polarità).  Le  00'  coniche  fondamentali  di  queste  polarità,  formano  una  scric 
d'indice   due.   Infatti   per  P,   per  es.,   passa  la  conica   della   polarità    determinata  da 

co,  ^    ,    ^  ,  e  quella  determinata  da  w,  ^  ,    ^  ,  essendo  />,  l'unica  tangente  di  e  di- 
'         aap  '^^Pi 

versa  da  p,  e  passante  per  P.  Riassumendo: 
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Data  una  cubica  dotata  di  cuspide,  esistono  oo'  coniche  ciascuna  delle  quali  tra- 
sforma la  cubica  nell'inviluppo  delle  sue  tangenti.  Per  un  punto  qualunque  del  piano  pas- 
sano due  di  siffatte  coniche. 

Si  osservi  ancora  che  la  conica  fondamentale  della  polarità  individuata  da  un'omo- 
grafia 0),  tocca  la  cubica  e  nei  due  punti  doppi  dell'involuzione  wX. 

3.  Sia  e  la  curva  razionale  d'ordine  n  dello  spazio  ordinario  1^  dotata  di  due 
tangenti  t  e  t'  ^  contatto  (n  —  i)-punto;  la  e  giace  *)  dunque  sopra  una  rigata  qua- 
drìca. 

Per  un  punto  qualunque  di  2^  passano  3«(«  —  2)  —  61  1  —  2(n  —  3)  =  n 

piani  osculatori  di  e,  onde  questa  curva  i  di  classe  n.  Indichiamo  con  a  la  sviluppabile 
dei  suoi  piani  osculatori. 

Proiettando  e  da  un  punto  0  di  t^  per  es.,  in  un  piano,  si  ottiene  una  curva  e' 
d'ordine  n,  con  una  tangente  a  contatto  (n  —  i)-punto  nella  proiezione  di  t\  con  una 
singolarità  superiore  nella  traccia  di  ^,  e  senza  alcun  altro  punto  multiplo,  giacché  per 

O  non  passa  alcuna  corda  di  e  distinta  da  t'    contata  1  1  volte  1.  È  facile  com- 

prendere che  la  singolarità  di  cui   si   parla   equivale   ad  n  —  2  cuspidi  e  a  1  l 


•)  Per  una  curva  razionale  dello  spazio  da  quattro  dimensioni,  abbiamo  i  seguenti  teoremi,  ana- 
loghi a  quello  qui  sottinteso. 

Una  curva  ragionale  d*  or  dine  n  di  [4J,  non  ha  (in  generale)  alcun  piano  (n  —  i)'Secante.  Può  averne 
uno  solo,  ovvero  00*  formanti  i  piani  generatori  di  uno  stesso  sistema  di  un  cono  quadrico.  La  curva  può 
avere  anche  00^  di  tali  piani:  in  tal  caso  per  un  punto  generico  di  [4J  ne  passa  un  solo;  ma  esiste  una 
rigata  cubica  normale  ^,  per  ciascun  punto  della  quale  passano  00*  di  tali  pianiy  formanti  i  piani  generatori 
di  uno  stesso  sistema  di  un  cono  quadrico.  I  piani  (n  —  lysecanti  sono  i  piani  delle  coniche  di  f .  La  di- 
rettrice r  di  o  seca  n  —  2  volte  la  curva. 

Per  «  =  S  vedi  :  Marletta,  Sulle  curve  ragionali  del  quinto  ordine^  II,  i  e  2,  1.  e.  —  Si  noti  che 
il  gruppo  degli  «  —  2  punti  di  appoggio  di  e  su  r,  è  proiettivo  a  sé  stesso,  sia  considerato  come  ap- 
partenente alla  retta  che  alla  curva.  Viceversa,  in  tale  ipotesi,  la  curva  e  possiede  00*  piani 
(fi  — -  i)-secanti,  giacché  le  congiungenti  i  punti  omologhi  di  e  e  di  r  nell'omografia  individuau 
dai  detti  «  —  2  punti,   generano   una  rigata  cubica  <p  le  cui  coniche  sono  («  —  i)-secantì  e. 

Considerando  la  curva  e  su  f ,  ed  applicando  il  principio  sulla  conservazione  del   numero,  segue 

subito  che    una   curva   ra:^ionale   d'ordine  n  di  [4],   possiede  l  I   rette  trisecanti.  Vedi:  Castel- 

NUOVO,  Una  applica:^ione  della  geometria  enumerativa,  etc.  [Rend.  Gre.  Matem.  Palermo,  t.  Ili  (1889)] 
e  Berzolari,  Sulle  secanti  multiple,  etc.  [Ibid.,  t.  IX  (1895)^ 

Analogamente,  considerando  e  su  una  rigata  razionale  del  4°  ordine  senza  direttrice  rettilinea,  si 
ha  :  L'ordine  della  varietà  dei  piani  $ -secanti  una  curva  ragionale  d'ordine  n  di  [4],  è 

(n^2)(n^3)(n-4)Mn-5) 
2.3.4 

Stimo  non  difficile  e  di  un  certo  interesse  la  generalizzazione  compleu  dei  teoremi  di  quesu  nota. 
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:  ,-^  _  2    -  ^  J  "    2  '')  -  ^^  -  -^^  —  C«  —  5)  =  I. 

0>nduùiamG  iunaue  ^: 

/^j   :'<riDO'ih*U  r  loi.UiU  «  —  :  Ami  injimtameute  vidni  o^ss^wmt»  «^       •   - 
n  —  :   yuiHt  innnuamenu  7u:uit  ias:anit  otr  . . 

Ne  VLTst  :-''.e  / : n*'Q 1 1:2:0 r e  :o n tLuren ni . e  leila  sriluDDafaîI^  ^  -_rT_,_-_' 
Î1   -.:/;:. i    :;   ;.   :^3Ctr.>  -ur.ijssi   i:-:si  ji  lue    coppie,   casaina    rbrmaa   à.  batisk 
.r.?^nir^r.'er.te  rcir.T.  ''^.r.de    .*-:.: 

/;;M    ."a    ;«r-;^    7;r^ÉX    ^jzijnaie    fjrjim    h    Jouta    di    due    Lxwtjr.^^         

■;?4r'-,a  r^t.^j  ;-;:»«- 5 t:-r:t/{  J/:  ;•*-;:  j:««;  jyja.aïu*^     ^^. 

rjnä   '.€r:c  i  rorn:ara  ij  jucilc  ojrreuzicîu  aeùe  ^jualî  sono  ocnoloefaf  ^ ; 

yvntttto   ii  :  e  il  :;iano  osculatore  in  esso,  e  Juindi  cure  il  minro   Ai    __  .. 

...  .    .      :  r*-****'  ui  cm»  uro  c  f  t 

il  reîanvo  piano  oscu^sorc.  L  irra  sere  e  josutuita  ^u  cpidle  corrctazkiiif    -K* 
n^r.^>  iii  p'.r.tr>  ii  conuSiD  xi:  :  :î  pur.o  c-so-lirore  nei  punto  \ii  contatto  dì  t^       "    " 
vî^.icr,z;j,  a   T.esto  punto  coordinano  il  piano  osculatore  in  quello. 

4.  Sia  e  la  cur/a  çobba    dei  5   precedent:   L'omografia  bînarâ  ^      ^i^  A 
^p^/nH<*re  a  dasciin  punto  ii  c  il  piano  osculatore  in  esso,  detentxîna  in   v 
;;»zione  r^  che  trasforma  e  nella  svilupparile  t  dei  suoi  piani  oscnlatorì.      * 

S<ì  y  e  un  piano  generico  di  i. ,  secante  e  nei  punti  ^,  •  P, ,  . . .  p      :  ^^  - 
lav^i  in  "iv.ft^i  plinti  concorreranno  in  uno  stesso  punto  ^,  che  è  fl  punto  -j^^^; 
'l^ri''^   ^i  y  in   f*. .   In  particolare.  supponiar..o  che  i   punti  P,.  P^  e  P    sian      "  fi  * 
rr.-^r.^^  virini,     i^'/f;  supponiamo    che  »  osculi  e  in  P  :  allora  i  tre  piani  oscula      '     ' 
/'. ,  ;n  f\  e  ir.  P  ,  passeranno  tutti  per  P..  onde,  in   cuesto   caso,  è  P  ==  ^ 
•//r.'/^ì(.yriz;4  ^^ure  i  piani  osculatori  nei  rimanenti  punti  P^. P.  passerann    '     P 

/;/////  ///  /:wr-w  frohh/t  rarM^nale  d'ordine,  n  con  due  tangenti  a  contatto  (n  tV«»m«i«a 

f/  //w  ;/^//  //ww///  qufilurirjuf,  appartiene  al  piano  osculatore  della  curva  in  un  altro 
tjUf^in  nppnrtfrra  al  piano  che  oscula  la  curva  nel  primo  punto. 

f/iir»/jPi^;  : 

Ira  i  punti   /hlla  curva    esiste    una   corrisponden:^a   involutoria   (n ^    n  —   \ 

talf.  fhf  il  piano  nuulatme  alla  curva  in  un  punto,  passa  per  gli  »  —  5  punti  ad 
coniugati  nella  corrispondenza  **). 

*)  VtT  ft  r    4  vnVì  :  tìp.i  ìlp..  Omografie  che  mutano  in  sé  sUssa   una  certa  curva  gobba  del   « 
fiinf  f  2'  sfifcif,  e  coft flavoni  che  la  mutano  nella   sviluppabile  dei  suoi  piani  osculatori   ta^  a^  ^ 
Torino,  voi.  XXÏÏ  ff««/i«7;J.  ^    ^  ^*=^  * 

••;  l'IT  «  -r  4  vt(H  CuRMONA,  Sopra  una   certa  curva  di  quart* ordine    [Rend,  del  R.  1st    Lomb 
»trie  II,  voi.  Ij.  —  Al  mcdcAlni<i  rinultato  %\  può  arrivare  per  altra  via,  come  segue.  Indichiamo   e  ^ 
T  t  r  \  punU  di  contatto  di  /  «  l',  e  consideriamo  l'involuzione  «  =  Z^^  fra  i  punti  di  e,  emendo 
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Dal  primo  di  questi  teoremi  segue  che  V^  è  una  polarità,  giacché  il  piano  oscu- 
latore della  curva  in  un  punto  qualunque,  ha  per  corrispondente  il  punto  di  sua  oscu- 
lazione, sia  che  si  considera  come  appanenente  allo  spazio  di  e,  sia  che  si  considera 
come  appartenente  allo  spazio  della  sviluppabile  <r. 

Si  osservi  inoltre  che  r^  non  può  essere  una  polarità  ordinaria,  infatti  se  cosi 
fosse,  la  sua  quadrica  fondamentale  contenendo  e,  coinciderebbe  colla  quadrica  delle 
(«  —  i)-secanti  e,  quadrica  che  è  l'unica  contenente  questa  curva.  E  allora  il  piano 
osculatore  a  e  in  un  punto  qualunque  P,  conterrebbe  la  (n  —  resecante  passante  per 
P,  e  perciò  secherebbe  e,  fuori  di  P,  in  almeno  n  —  2  punti,  e  dò  è  assurdo.  Con- 
cludiamo dunque  che  : 

La  curva  gobba  raT^ionale  d'ordine  n  con  due  tangenti  a  contatto  (n  —  lypunto, 
determina  nello  spailo  una  polarità  nulla,  nella  quale  sono  polo  e  piano  polare  un  punto 
e  il  piano  dei  punti  di  contatto  degli  n  piani  osculatori  della  curva  che  concorrono  nel 
dato  punto  *). 

5.  È  facile  comprendere  che  rispetto  alla  polarità  nulla  r^,  sono  rette  doppie  le 
ungenti  della  curva  e.  Ma  le  rette  doppie  di  una  polarità  nulla  sono  le  generatrici  di 
un  complesso  lineare,  per  cui  concludiamo  che: 

Appartengono  ad  uno  stesso  complesso  lineare  le  tangenti  della  curva  gobba  rancio- 
naie  d'ordine  n  dotata  di  due  tangenti  a  contatto  (n  —  lypunto. 

Etel  resto  al  medesimo  risultato  si  può  pervenire,  osservando  che  la  sviluppabile 
osculatrice  della  curva  e,  è  d'ordine  2  («  —  i),  ed  ha  (n  —  2)-ple  le  due  tangenti  sin- 
golari; onde  il  complesso  lineare  individuato  da  queste  e  da  altre  3  tangenti  qualun- 
que di  e,  possiede  2(n  —  2)-j-3  =  2(n  —  i)+i  generatrici  della  detta  sviluppa- 
bile, e  quindi  questa  è  interamente  contenuta  nel  complesso.  Da  questa  osservazione 
segue  l'ultimo  teorema  del  §  precedente,  che  in  tal  modo  vien  ritrovato  per  altra  via. 

6.  Siano  Û  e  r  un'omografia  e  una  correlazione,  la  prima  trasformante  e  in  sé 
stessa,  la  seconda  trasformante  e  in  g. 

Il  prodotto  r^  ^  Û  r  è  evidentemente  un'altra  correlazione  che  trasforma  e  in  <r. 
Viceversa  se  r,  é  una  correlazione  siffatta,  l'omografia  12  =£  r^  T"*  trasforma  e  in  sé 
stessa,  mentre  si  ha  :  1\  ^  U  r.  Cosi  abbiamo  visto  che  tutte  le  correlazioni  che  tra- 
sformano e  in  ff,  si  possono  ottenere  moltiplicando  ciascuna  delle  infinite  omografie 
(I,  9)  aventi  e  come  invariante,  per  una  qualunque  correlazione  trasformante  e  in  g. 
E  siccome  una  siflfatta  correlazione  é  nota,  ed  é  r^,  cosi  concludiamo: 

Se  r  i  una  qualunque  correlasse  trasformante  e  in  q,  si  ha  r  ^  Il  r^ ,  dove 
Û  i  una  delle  infinite  omografie  quaternarie^  rispetto  alle  quali  e  h  invariante;  e  viceversa. 


B  un  punto  appartenente  al  piano,  osculatore  in  A.  Questa  involuzione  determina  (/,  9)  una  omografia 
quaternaria  avente  e  per  invariante,  onde,  giacché  per  ipotesi  B  giace  nel  piano  osculatore  in  A^  que- 
sto, coniugato  di  B  in  co,  apparterrà  al  piano  osculatore  in  B, 

*)  Per  I»  =  4  vedi  :  Cremona,  1.  e,  e  Marletta,  SUtdio  geometrico  della  quarHca  góbha  ras^ymaU, 
V,  8,  L  e. 
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7.  L'omografìa  Ü  trasformando  e  in  sé  stessa,  trasformerà  anche  in  sé  stessa  b 
polariti  nulla  \\.  Onde  si  ha:  ü-'r^ü=  {\,  cioè  r^ü  =  ur^.  Se  ÛP^  è  una  po- 
larità, deve  essere  UT^^r^U"',  per  cui  anche  r^ü^r^ü""',  e  di  cons^;uena 
12  ==  ü~',  cioè  12  deve  essere  un'omografia  involutoria.  Viceversa  è  chiaro  che  se  Ü 
è  involutoria,  12  T^  è  una  polarità. 

Se  dunque  sono  12^  e  12^  le  omografie  generiche  rispettivamente  delle  due  serie 
(i)  e  (2)  del  §  9  del  cap.  I,  nelle  ipotesi  di  e  ==  c^  ==  €[ j  M  ^  M'  e  N  ^  N\  tutte 
le  correlazioni  (involutorie  o  no)  che  trasformano  e  in  1  sono  quelle  delle  due  sene 
seguenti  : 

(0  r.^ü,r„, 

(2)  i\^",r„. 

Quelle  della  (2)  sono  tutte  polarità;  nella  serie  (i)  ve  ne  sono  due  sole  involu- 
torie, cioè  quella  con  12^==!,  cioè  T^,  e  quella  per  la  quale  è  12^  romografìa  involu- 
toria individuata  dall'involuzione  o\  =^  MN  esistente  fra  i  punti  della  curva  e. 

Concludendo  : 

Data  la  curva  gobba  d'ordine  n  con  due  tangenti  a  contatto  (n  —  lypunto,  esi- 
stono 00*  polarità  trasformanti  questa  curva  nella  sviluppabile  dei  suoi  piani  oscuhüori, 
rispetto  a  ciascuna  delle  quali  son  coniugate  le  due  tangenti  singolari.  Esistono  inoltre 
00'  correlazioni,  delle  quali  due  sole  involutorie,  ciascuna  delle  quali  trasforma  la  data 
curva  nella  detta  sviluppabile,  e  possiede  come  rette  unite  le  due  tangenti  singolari  *). 

Questo  teorema  si  può  dimostrare  direttamente,  senza  le  considerazioni  del  pre- 
sente paragrafo  e  del  precedente.  A  tal  fine  basta  imitare  i  ragionamenti  del  §  4  di 
questo  capitolo,  ed  osservare  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  cor- 
relazione r  sia  involutoria,  è  che  l'omografia  binaria  <ooj^*  sia  una  involuzione,  indi- 
cando con  w  l'omografia  che  intercede  fra  i  punti  di  e  e  i  piani  di  <7,  e  che  individua 
(II,  i)  la  correlazione  r. 

8.  Sia  e  la  quartica  gobba  con  due  tangenti  stazionarie  /  e  ^',  e  si  chiami  p  la 
sviluppabile  dei  suoi  piani  bitangenti.  Proiettando  e  da  un  punto  di  ^,  per  es.,  in  un 
piano,  si  ottiene  una  quartica  con  un  punto  triplo  equivalente  a  due  cuspidi  e  a  un 
nodo,  e  quindi  dotata  di  una  sola  bitangente.  Onde  [i  ha  tre  suoi  piani  infinitamente 
vicini  passanti  per  ^,  e  similmente  altri  tre  piani  siffatti  per  t\  Ne  segue,  in  virtù  del 
§  I  di  questo  capitolo,  che  : 

Esistono  due  serie  00*  di  correlaxjoni  trasformanti  la  quartica  con  due  tangenti 
stazionarie,  nella  sua  sviluppabile  bitangente. 

Indicando  con  Af  e  N  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  stazionarie,  e  con  ja  e  v 
i  rispettivi  piani  stazionari,  le  due  serie  di  correlazioni  che  trasformano  e  in  ß,  sono 
simbolicamente  rappresentate  come  segue  : 


*)  Per  n  =  4  vedi  :  Dbl  Re,  L  c. 
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(2)  Q  = 

Per  amor  di  brevità  non  ci  occupiamo  di  ricercare  quali  di  queste  correlazioni 
sono  involutorie,  giacché,  del  resto,  ciò  è  un  problema  risoluto  *). 

9.  Consideriamo  la  curva  razionale  normale  e  d'ordine  n  :  un  suo  \n  —  2]  ipero- 
sculatore  seca  la  varietà  dei  piani  osculatori  di  e,  in  una  curva  :  n  —  3  punti  generici 
di  questa  individuano  uno  spazio  0  ad  n  —  4  dimensioni,  contenuto  nell'[n  —  2] 
e  incidente  (secondo  punti)  n  —  3  piani  osculatori  di  e.  Proiettando  e  da  0„_^  in  un 
[3],  si  ottiene  una  curva  razionale  c^  d'ordine  «,  con  una  tangente  t  a  contatto 
(n — i)-punto,  e  dotata  ancora  ài  n  —  3  tangenti  stazionarie. 

L'involuzione  fondamentale  di  c^  è  una  ^""^  di  cui  «  —  3  gruppi  (linearmente 
indipendenti)  sono  quelli  ciascuno  dei  quali  è  costituito  dal  punto  di  contatto  di  t  con- 
tato due  volte,  e  dal  punto  di  contatto  di  una  delle  n  —  3  tangenti  stazionarie,  con- 
tato n  —  2  volte.  In  altri  termini,  indicando  con  T  il  punto  di  contatto  di  ^,  e  con 
A^^  A^y  . . .  ,  A^_^  quelli  delle  tangenti  stazionarie,  possiamo  dire  che  appartengono 
a  gl"^  i  seguenti  gruppi  : 

2r  +  (n-2)^.,     2r  +  («-2)^,,  ...,  2T+{n-2)A^_^. 

Tutto  ciò  segue  dall'osservare  che  in  [n]  il  [3]  polare  di  0„_^  rispetto  alla  pola- 
rità (I,  i)  che  coordina  ad  ogni  punto  di  e  Tiperpiano  iperosculatore  in  esso,  contiene 
la  tangente  nel  punto  d'iperosculazione  ddV[n  —  2]  di  poco  sopra,  e  individua  un  iper- 
piano  con  ciascuno  degli  [n  —  3]  (iperosculatori)  polari  degli  n  —  3  piani  osculatori 
incidenti  0^__^.  Si  noti  ancora  che  2  T  rappresenta  due  punti  fissi  per  g^"^. 

La  curva  e,  è  di  classe  3 «(«  —  2)  —  61  j  —  2(n  —  3)  =  «. 

La  sviluppabile  a^  dei  piani  osculatori  di  e,  ha  «  —  3  terne  di  piani  infinitamente 
vicini  passanti  per  le  »  —  3  tangenti  stazionarie  :  infatti  proiettando  c^  da  un  punto 
di  una  di  queste  sopra  un  piano,  si  ottiene  una  curva  razionale    d'ordine  «,  la  quale 


•)  Del  Re,  Correlazioni  che  mutano  la  quartica  gobba  con  due  flessi^  nella  sviluppabile  dei  suoi  piani 
hitangenti  [Rend.  R.  Acc.  delle  Scienze  di  Napoli,  serie  II,  voi.  I].  Una  delle  polarità  trasformanti  e 
in  p,  era  stata  trovata  prima  da  Brambilla,  Sopra  alcuni  casi  particolari  della  curva  gobba  ragionale 
del  4°  ordine  [Ivi,  anno  XXIV,  1885].  ^^  ^^^  ^^^  i^°  ^3  ^^  quest'ultimo  lavoro,  vien  proposto  il  pro- 
blema di  vedere  se  esiste  una  quadrica  che  trasformi  una  quartica  generale  di  2*  specie  nella  svilup- 
pabile dei  suoi  piani  bitangenti.  Mercè  il  teorema  del  §  i  del  capitolo  presente,  questo  problema 
si  può  facilmente  risolvere,  ricercando  primieramente  se  il  gruppo  dei  punti  di  contatto  dei  piani  sta- 
zionari è  proiettivo  a  quello  dei  piani  omologhi  della  sviluppabile. 

Con  procedimenti  come  quelli  tenuti  in  questo  S  e  nei  §5  precedenti,  si  possono  ottenere  i  due 
sistemi  di  correlazioni  trasformanti  Xz  e  va  una  qualunque  delle  sviluppabili  del  sistema  che  Del  Re 
indica  con  (i^  ),  nel  lavoro:  Su  certi  sistemi  di  quartiche  e  sestiche  sviluppabili  [Ivi,  1888]. 
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possiede,  oltre  di  una  tangente  (n  —  impunta,  e  delle  immagini  delie  altre  n  —  4  tan- 
genti stazionarie,  un  numero  di  flessi  eguale  a 

3„(„_2)_6[(''-')-5]-2.8-é-(»-4)-[(«-i)-2]  =  «-j. 

Ragionando  in  modo  analogo  a  come  si  fece  nel  §  3  di  questo  capitolo,  si  di- 
mostra che  la  sviluppabile  «7,  possiede  n  —  i  piani  infinitamente  vicini  passanti  per  la 
tangente  t  di  c^. 

Ne  segue,  applicando  il  teorema  del  §  i  di  questo  capitolo,  che  esiste  una  co^^^ 
lazione  r^  trasformante  c^  in  <t,  ,  facendo  corrispondere  ad  ogni  punto  della  curva  il 
relativo  piano  osculatore. 

10.  Per  la  curva  del  §  precedente,  abbiamo  i  seguenti  teoremi,  che  si  dimostrano 
con  considerazioni  analoghe  a  quelle  fatte  nel  §  4  di  questo  stesso  capitolo. 

Data  una  curva  gobba  raT^ionale  d'ordine  n  con  una  tangente  a  contatto  (n — lypuntc, 
ed  n  —  3  tangenti  staT^ionarie,  se  un  suo  punto  qualunque  appartiene  al  piano  oscula- 
tore della  curva  in  un  altro  punto,  questo  apparterrà  al  piano  che  oscula  la  curva  nd 
primo  punto. 

Ne  segue  che: 

Fra  i  punti  della  curva  esiste  una  corrisponden^^a  involutoria  («  —  3,  n  —  3), 
tale  che  il  piano  osculatore  alla  curva  in  un  punto,  passa  per  gli  n  —  5  punH  ad  esso 
coniugati  nella  corrisponden:(a. 

Inoltre  : 

La  curva  ora  detta  determina  nello  spazio  una  polarità  nulla  r^,  nella  quale  sono 
polo  e  piano  polare  un  punto  e  il  piano  dei  punti  di  contatto  degli  n  piani  osculatori 
della  curva  che  concorrono  nel  dato  punto. 

Consideriamo  in  particolare  il  caso  di  w  =  5,  ed  indichiamo  con  A  e  B  ì  punti 
di  contatto  delle  tangenti  tripunte,  con  M  quello  della  tangente  d'ondulazione,  e  con 
a,  ß,  (A  i  rispettivi  piani  osculatori.  Allora  oltre  della  polarità  nulla  T^  esiste  la  corre- 
lazione  r  individuata   dall'omografia  o)  ^       ^^     ,  che  gode  della   medesima  proprietà 

di  r^,  cioè  di  trasformare  c^  nella  sviluppabile  a  dei  suoi  piani  osculatori. 

A 
L'involuzione  0)^^  M  „    trasforma   involutoriamente  l'uno  nell'altro  i  due  gruppi 

iM  -{-  ^  A  e  2Af-}-35  dell'involuzione  fondamentale  di  c^ .  Onde  w,  determina  nello 
spazio  una  coUineazione  involutoria  /,  rispetto  alla  quale  la  curva  e,  è  invariante.  È 
facile  verificare  che  è  F^/r^. 

11.  Sia  ora  c^  una  quintica  gobba  dotata  di  due  cuspidi  A  t  B  e  ài  un  piano 
stazionario  singolare  per  ciascuna  cuspide.  Chiameremo  a  il  piano  stazionario  singolare 
passante  per  Aj  g  ^  quello  passante  per  B,  Onde  l'involuzione  fondamentale  di  e,  ha 
i  due  gruppi  A  -{-  4B  e  j^A  -}-  B. 

La  sviluppabile  9,  d^  ^'^^'^  osculatori  di  e,,  è  di  classe  cinque,  ed  ha   due  piani 
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infinitamente  vicini  coincidenti  con  a,  e    altri    due   con  ß.  Inoltre  g^  possiede  quattro 

piani  successivi  passanti  per  A^  ed  altri  quattro  similmente  per  B.  Ne  segue  che  Tin- 

voluzione  fondamentale  di  a^,  possiede  i  due  seguenti  gruppi:  a-|-4{i  e  4a-}- (i. 

AB 
Si  considerino  ora  le  due  serie  00'  di  omografie  binarie,  Tuna  del  tipo  cûj=:     û       > 

AB 

e  l'altra  del  tipo  w^  ^  *  *  * .  Ciascuna  di  queste  omografie  individua  nello   spazio 

una  correlazione  che  trasforma  c^  in  c^ ,  Fra  le  omografie  della  prima  serie,  è  quella 
che  fa  corrispondere  ad  ogni  punto  della  curva  il  relativo  piano  osculatore,  per  cui 
essa  determina  una  polarità  nulla,  ecc. 

12.  Analogamente,  sia  c^  una  quanica  gobba  dotata  di  cuspide  in  -4  e  di  un  piano 
stazionario  (i  in  B,  Indichiamo  con  a  il  piano  osculatore  cuspidale.  L'involuzione  fon- 
damentale di  Cj ,  è  costituita  dall'unico  gruppo  ^A-^-Bj  e  quella  della  sviluppabile  a, 
dei  piani  osculatori  di  e, ,  è  costituita  dal  gruppo  3  Ji  -}-  a.  Onde  qualunque  omografia 

AB 
fra  i  punti  di  c^  e  i  piani  di  a^ ,  del  tipo  <«>  ^  ,^       *  *  ' ,  determina   nello    spazio   una 

correlazione  che  trasforma  e,  in  «7, . 

Per  amor  di  brevità  non  insistiamo  nello  studio  di  questa  curva  e  di  quella  del  § 
precedente,  limitandoci  ad  osservare  che  per  essa  valgono  teoremi  analoghi  a  quelli  delle 
curve  studiate  precedentemente. 

i3.  Abbiamo  visto  (I,  5)  che  due  curve  piane  razionali  (dello  stesso  ordine)  ciascuna 
dotata  di  tre  punti  d'iperosculazione,  sono  proiettivamente  identiche.  Analogamente,  in 
virtù  del  teorema  del  §  i  di  questo  capitolo,  data  una  curva  piana  razionale  e  d'ordine 
«,  dotata  di  tre  punti  d'iperosculazione,  e  dato  un  inviluppo  piano  razionale  g  di  classe 
n  con  tre  rette  d'iperosculazione,  esistono  sei  correlazioni  che  trasformano  e  in  <x.  Vo- 
gliamo ora  fare  un'applicazione  di  questo  teorema. 

Si  trasformi  la  curva  e  mediante  una  trasformazione  quadratica  avente  il  triangolo 
delle  tangenti  d'iperosculazione,  come  uno  dei  triangoli  fondamentali,  in  una  certa  curva 

e'.  Quesu  sarà  d'ordine  2n,  dotau  di  1  j  nodi  nei  punti  corrispondenti  ai  nodi 

di  Cy  e  di  tre  punti  «-pli  formanti  singolarità  superiori,  nei  tre  vertici  del  triangolo  fon- 
damentale. È  facile  comprendere  che  ciascuna  di  queste  singolarità  vale  n  —  i  cuspidi,  e 

I      I  —  (n  —  i)=(  )  nodi.  Onde  la  classe  di  e'  è 

2«(2n  _  i)  -  aj^^''  ^  ^)  +  3  ^"^  ~  ^)J  ~  3.3(n  -  i)  =  n  +  i. 

Si  osservi  inoltre  che  l'unica  tangente  a  e'  in  uno  dei  detti  tre  punti  singolari, 
contata  n  -^  1  volte  rappresenta  le  n  -f-  i  tangenti  che  a  e'  si  possono  condurre  dal 
suo  punto  di  contatto.  E  allora  per  quanto  si  osservò  in  principio  del  presente  §,  se 
è  data  una  curva  razionale  e,  d'ordine  n  -}-  i,  dotata  di  tre  punti  d'iperosculazione  an- 
ch'essa, esistono  correlazioni  che  trasformano  l'inviluppo  <j'   delle  tangenti  di  e',  nella 

Rmd,  Cirt.  Uattm.  PaUrwto,  tomo  XXI  (1906).  —  Stampato  il  6  febbrajo  1906.  17 
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curva  c^ ,  e  quindi  anche  c'  nell'inviluppo  a^  delle  tangenti  di  r, .  E  siccome  eoa  pro- 
cedendo si  viene  a  stabilire  fra  i  punti  di  e  e  quelli  di  e,,  una  corrispondenza  bnim- 
voca  nella  quale  ai  punti  d'iperosculazione  di  c^  corri^ndono  i  punti  d'iperoscuiazioDe 
di  c^  y  cosi  possiamo  concludere  che  : 

Date  due  curve  regionali  e  e  c^  degli  ordini  n  e  n  -f-  i^  ciascuna  dotata  di  trt 
punti  d^iperoscukuiione,  se  esse  sono  riferite  biunivocamente  in  modo  che  ai  punti  iiptr 
rosculai^ne  di  e  corrispondano  quelli  di  e, ,  ai  punti  sui  rami  dei  nodi  di  e,  carrispon- 
dono  i  punti  di  contatto  delle  bitangenti  di  c^  *). 

Gitama,  agosto  1905. 

Giuseppe  Marletta. 


^  BftUSOTTt,  L  c^  3. 


SUL  LUOGO  DEI  PUNTI  PARABOLICI  DELLE  SUPERnCIE  DiJN  FASCIO. 
Nou  di  Corradino  Mineo  (Palermo). 


Aduiuinia  del  ii  novembre  190$. 


L'equazione  del  luogo  delle  curve  paraboliche  delle  superficie  d'un  fascio  si  ottiene 
subito  eliminando  il  parametro  X  tra  la  superficie  generica  /  -|-  X  9  =  o  del  fascio  e  la 
sua  Hessiana. 

Data  la  forma  dell'eliminata,  il  Doehlemann  *)  si  limiu  a  dedurre  che  il  luogo 
anzidetto  è  una  superficie  di  ordine  8(n — i),  dotata  d'una  curva  quadrupla  nella 
curva-base  del  fascio  (supposto  affatto  generale),  in  ogni  punto  della  quale  quattro  su- 
perficie del  fascio  hanno  un  punto  parabolico. 

A  somiglianza  di  quello  che  molto  elegantemente  ha  fatto  il  prof.  Cuccia  per  il 
luogo  dei  flessi  d'un  fascio  di  curve  **),  farò  vedere,  in  questa  breve  Nota,  che  il  luogo 
dei  punti  parabolici  d'un  fascio  costituisce  la  Jacobiana  del  sistema  lineare  00^  di  tutto 
le  superficie  9  ***)  relative  al  fascio:  Sotto  là  qual  forma  si  possono  studiare  anche 
meglio,  per  via  sintetica,  le  proprietà  di  tale  luogo. 

Colgo  l'occasione,  a  ptóposito  del  risultato  ottenuto  nel  n**  9  di  questo  scritto,  per 
dichiarare  che  le  formole  dà  me  ricavate  nei  n*  Ï4  e  ï^  d^una  mia  precedente  Nota  f), 
sul  numero  delle  coppie  di  superficie  di  due  fasci  che  hanno  tra  lóro  contattò  stazio- 
nario o  doppio  contatto,  non  sono,  come  nii  osservarono  i  professori  Segre  e  BerzóLaRi, 
originali.  Esse  rientrano  Come  caso  particôlafe  in  due  fórmolè  date  dallo  ZeutHen  in 
una  comunicazione  ai  «Comptes  rendus»  [t.  LXXXÎX  (Ï879),  pp.  $4^-948],  sfuggita 
allo  stesso  Segre,  quando  scrisse  il  suo  lavoro  Intorno  ad  un  carattere  delle  superficie 
e  delle  varietà  superiori  algebriche  f  f  ),  dal  quale  io  presi  le  mosse. 

I.  Dato  un  fascio  (F)  di  superficie  d'ordine  n,  la  superficie  fp  relativa  a  éss^  $ 


*)  DoBRUMANN,  Ueher  Uluaté  Systeme  in  der  Ebene  Uhé  (m  Raum  und  über  deren  jKco^Sché 
Curve  hexiebungsweisE  Jhcom'sche  Flache  [Mathematische  Annalen,  XLI  (1895),  pp.  54^570]4 

**)  GuccxA)  RiCircké  sui  sistemi  lineari  di  curve  algebriche  piane,  etc.  (Memoria  11^)  [questi  Reo* 
diconti,  t  IX  (1895),  pp.  1-64],  n»  57 -^S- 

•**)  Cuccia,  Teoria  delle  superficie  t^p  e  delle  curve  gobbe  Aß  relative  a  un  fascio  di  superficie, 
e  sue  appliea^kmi  (Cane  Utografiite  del  1895). 

f)  MmEO,  Sulla  curva  luogo  dei  punii  di  contatto,  etc.  [questi  Rendiconti,  l  XVII  (^905),  pp.  297-5  tò]". 

ff)  Ani  della  ÌL  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  voL  XXXI  (189$),  pp.  485*^. 
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corrispondente  a  un  punto  qualunque  P  dello  spazio  non  è  altro  che  il  luogo  da 
di  contatto  delle  tangenti  condotte  da  P  alle  superfìcie  del  fascio.  Tale  luogo  è  d 
dine  2n  —  i,  e  il  suo  comportamento  in  punti  multipli  ordinari  del  fascio  èstat 
diato  dal  prof.  Cuccia  nel  lavoro  ciuto.  In  particolare,  se  P  è  affatto  generico,  il 
9p  ha  un  punto  semplice  in  P  con  ivi  lo  stesso  piano  tangente  della  superfic 
fascio  determinau  da  P. 

a.  Le  00^  superfìcie  fp  relative  al  fascio  (F)  e  corrispondenti  ai  punti  P 
spazio  costituiscono  un  sistema  lineare  \rf\. 

Quando  il  punto  P  descrive  un  piano  w,  la  corrispondente  superficie  9^  { 
una  rete  [9]^.  Fanno  parte  della  base  d'una  rete  [9]^  le  curve  e  i  punti  multi; 
fascio  (F);  inoltre  tre  superfìcie  di  [9]^  linearmente  indipendenti  s'incontrano, 
delle  curve  e  dei  punti  multipli  di  (F)  e  fuori  del  piano  tc,  nei  punti  doppi  isol 
fascio  (F);  infine  completano  la  base  di  una  rete  [9]^  i  punti  di  contatto  delle; 
fìcie  di  (F)  con  il  piano  w,  ossia  anche  i  punti  doppi  del  fascio  di  curve  (/)  s 
su  w  dal  fascio  (F).  Pertanto,  chiamando  E  l'equivalenza  *)  delle  curve  e  dei  pun 
golari  di  (F)  per  tre  superfìcie  9^,  9^,  9^  linearmente  indipendenti,  A  il  numei 
punti  doppi  isolati  del  fascio  di  superfìcie  (F),  X  il  numero  dei  punti  doppi  dd  ; 
(/)  segato  dal  precedente  sul  piano  PQR,  possiam  dire  che  tre  superficie  quali 
del  sistema  )9{,  non  appartenenti  a  un  fascio,  s'incontrano  in 

X  =  (2«  —  ly  —  F— A 
punti  variabili  complanari. 

Notiamo  ancora  che  quando  il  punto  P  descrive  una  retta  R^  il  corrispon 
luogo  9^  genera  un  fascio  (9)j^.  La  base  d'un  fascio  (9)^  è  costituita  dalle  curve 
punti  base  del  fascio  (F),  nei  quali  le  superfìcie  di  (9)^  hanno  un  certo  determii 
comportamento,  e  inoltre  da  una  residuale  curva  Aj^  **),  che  si  definisce  come  il  1 
dei  punti  in  cui  i  piani  condotti  per  la  retta  R  toccano  le  superfìcie  del  fascio 
fuori,  s'intende,  delle  curve  e  dei  punti  multipli  di  (F).  Ecc.,  ecc. 

3.  Il  luogo  dei  punti  doppi  del  sistema  I9J  relativo  al  fascio  (F),  vai  quante 
la  Jacobiana  del  sistema  I9},  è  dell'ordine 

4[(2n-i)-i]  =  8(«-i). 

Indicheremo  tale  superfìcie  con  (7,  e  vedremo  subito  che  essa  è  suscettiva  di  un' 
definizione. 

Abbia  la  superfìcie  9^,  relativa  al  fascio  (F)  e  corrispondente  al  punto  P,  un  p 
doppio  in  Af.  La  rete  [o]^^^  costituita  dalle  superfìcie  del  sistema  .9}  passanti  pei 
ha  dunque  una  superfìcie  dotata  di  punto  doppio  in  M,  talché  tre  superfìcie  lineanr 
indipendenti  di  essa  hanno  due  intersezioni  semplici  riunite  in  Af.  Poiché  il  punt 


*)  Vedi,  per  es.,  Noether,   Sulle  curve  multiple    di   superficie   algebriche   [Annali  di  Matem 
serie  II,  t.  V  (1871-1873),  pp.  163-177J. 

**)  Vedi  GucciA,  Teoria  delle  superficie  «pp  e  delle  curve  gobbe  A  g ,  etc.  (Carte  litografate  del  i 
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è  fuori  delle  curve  e  dei  punti  multipli  e  fuori  dei  A  punti  doppi  staccati  del  fascio 
(F)j  ne  segue  che  in  M  coincidono  due  dei  S  punti  base  semplici  della  rete  [9]^,  si- 
tuati sul  piano  7:  corrispondente  alla  rete  stessa  (n°  2).  Ciò  vuol  dire  anche  che  il  fascio 
di  curve  (/)  segato  su  i:  da  (F)  ha  X  —  2  punti  doppi  fuori  di  M:  or,  non  essendo 
M  punto  base  del  fascio  (/)  di  curve,  quel  fatto  non  accade  se  non  quando  M  è  una 
cuspide  per  la  curva  di  (/)  passante  per  Af,  e  inoltre,  poiché  il  luogo  piano  4>p  ha 
un  punto  doppio  in  Af,  la  tangente  cuspidale  in  M  a  quella  curva  di  (/)  è  precisamente 
la  retta  PM  *). 

Si  conclude  perunto  che  la  superficie  del  fascio  (F)  passante  per  M  ha  ivi  un 
contatto  stazionario  col  piano  tt,  ossia  M  è  un  punto  parabolico  per  la  superficie  stessa. 
Reciprocamente,  se  Af  è  punto  parabolico  per  la  superficie  di  (F)  determinata  da 
Mj  allora  sul  piano  tangente  stazionario  t:  in  Af  il  fascio  di  curve  (/)  segato  dal  fascio 
i  (F),  contenendo  una  curva  dotata  di  cuspide  in  M,  possiede  S  —  2  punti  doppi,  an- 
ziché S,  oltre  Af  ;  il  che  vuol  dire  anche  (n°  2)  che  la  rete  [<p]^  determinata  da  Af  ha 
i  ^  —  2  punti  base  semplici  sul  piano  7:,  anziché  S,  oltre  Af,  e  quindi  in  Af  coincidono 
i  due  di  tali  punti,  ossia  vi  é  una  superficie  di  [(p]^  dotata  di  punto  doppio  in  M. 


i  •)  Ciò  si  può  dimostrare  facilmente  giovandosi  dei  luoghi  piani  <l>p  relativi  al  fascio  (/)  di  curve 

situate  sul  piano  it.   È  noto  [vedi  Guccia,  Ricerche  sui  sistemi  lineari,  etc.  Memoria  II*,  t.  IX  (1895) 

di  questi  Rendiconti]  che  i  punti  doppi  d'un  fascio  (/)  di  curve  cadono  nei  punti  comuni  a  due  curve 

qualunque  <l>p  e  <1>q  ,  relative  al  fascio,  all'infiiori  dei  punti  base  del  fascio  e  dei  punti  di  contatto  delle 

curve  del  fascio  con  la  retta  PQ.  Posto  ciò,  dacché  nel  punto  My  che  non  è  punto  base  per  il  fascio 

^  (/),  cadono  due  di  quei  punti  comuni,  è  ovvio  che   qualunque  curva  4>,   corrispondente  a  un  punto 

{  di  ^,  deve  passare  per  M;  e  per  questo  è  necessario,  come  si  vede  immediatamente,  che  M  sia  doppio 

0  per  una  curva  di  (/). 

Inoltre  in  M  due  curve  qualunque  <l>  si  devono  toccare,  epperò  nel  fascio  (4>)  determinato  da 
àfy  ve  ne  sarà  una  dotata  di  punto  doppio  in  M:  sia  <l>p  tale  curva.  Riferendoci  a  coordinate  proiettive, 
poniamo  M  nel  vertice  x,  =  x,  =  o  del  triangolo  di  riferimento  posto  in  ti.  Il  fsiscio  (/)  si  può  ri- 
tenere determinato  dalle  due  curve  /,  ,  /a  ,  di  equazioni  : 

/,=  x«p,      +X--P.+  ...  +p^  =  o. 

Supponendo  che  il  punto  P  cada  nel  vertice  jc,  =  Xj  =  o  del  triangolo  di  riferimento,  abbiamo 
per  l'equazione  della  curva  4>p  relativa  al  fascio  (/,,/,): 

òtta 


4>p  =  x"-= 


r-MS)  + ••■=»■ 


E  se  Af  deve  essere  punto  doppio  per  <l>p,  occorre  e  basta  che  si  abbia 
«  poiché  ßo  9^  o,  sarà 


cioè  a,  non  contiene  x^  ,  ed  è  quindi  della  forma  ikx^  :  il  che  vuol  dire  che  /,  ha  in  3f  una  cuspide 
con  la  tangente  cuspidale  nella  retta  PQ  {x^=6).  e  D.  D. 


_     _    z •— ^    TA-    not  sulb  ranfTTTir  zsiiù 


—    :    I.     mil.     OSCUiaXTLS   ^ 


:-!.     •'    :.    .*"""^rffC£fci    sBVffyicu  c«  ac  n  îhc 
•^  —     i     '.:.     j-^    rzi    T'Jl    bannv  ir.  M  »•  jSe 

.  -    -  -'.  .-.*--        ni2f;     zofi^tntt-  Jùrû»EJri:  ïp 

►    ^-1    .-v-^-rrri*:,    ^    i^r  jrja.»£  Pi?.  I: 

. -■  -  -     -'-        .i    r.i-?*:     zxfi^enti   t   t.   f  ^  'S 

-"-    .:...-rT--.    i.  .'itprnicû  t  ja*TU?.Tàfi 

r    :•     .»       ;....'-    '".Ti    -A-\^   W    **  un  ptnûiÎ 

.f    .»      ..    ...  ."'..-J    1^    £k   «T    ri/fzr»    parahoiüv  in  iL 

-rv    -•;..■.   si-jzL..    :  5   nnaTni  i  nmr  cirzoscrhzo  ä  ^ 

.  :..    ^-j     v^:   -    a^:iin^:;anii.    che  sari  cedc 

'  ;•■    --•.  .^L    v:^:.   •  ^TLim:..  nL  solito,  un  îasà 

.  '•;*"'.-.■.     F .   L  .:..»£".  0    -eucvr  £  ;  7""^  ha  unpGS 

.  ■  i.i.    ;..•"-.    :  ;^>i   »m.  tiiâzi:    ^^*':  né  punto  nitr 

.     -         '    .  ..i...:r.  :>■-:.  s.jr-i^  nt   visnc  ^^n^  3)  che  K 

. -• 'j-i.     ■     -.-iLsisLLii  Tìir  3^  e   inoltre  ia  t» 

■...   .'.'f    l    ■./:  1- :'?ru.  zn;  iL  supcriâe  deIfascio(F 


/^ 


/////',  'i//  ///j'.to  ^y-^  ';;  :.<;.?/' .:^,  d':r::y.i  n.  ;-  /j;.. Hj^-.j  iW  sistcmjj  lifieûfi  ^ 
y/,  n Itili'"  fti  lui'i'j,  t  una  :ujyrfj.*,u  c  a' .rdtnt  h(n  —  :^  .'j  qua'éf  è  suscettiva  ddU i^ 
^i Ht  nil   ill  jiHi/i^m 

ti  I  I  um*',  il  ri  punii  doppi  df.l  iiiUtna  \y  \ 

l'I  ln;i"t  ilfllt'  iHruf  di  O/Htuiio  dà  coni  di  vertice  P  circoscritti  alle  corrisponda^ 
nl'rfpm   y  f., 

1 1  limoni  dri  punit  pfinihnlici  delle  superficie  del  fascio  (F). 

Il  !  ;«  I  4  .IMI  •  Ih-  il  l.iM'ii)  (F)  j)(>sscgga  delle  curve  e  dei  punti  multipli,  conosceoiì^ 
il  '  iiiii|iMii  Hill  iiiii  III  ('.'.si  (Ielle  KU|)eHìcie  9^,  si  potrà  anche  determinare  come  vis 
I  iiiii|Hiiiii  III  iiii|M:iluie  a. 
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Se  il  fascio  (F)  è  affatto  generale,  si  trova  facilmente  che  la  superficie  a  passa 
con  quattro  falde  per  la  curva  base  di  (F),  e  ha  un  punto  doppio  in  ciascuno  dei 
4(»  —  i)^  punti  doppi  del  fascio  stesso. 

7.  La  superficie  <*  incontra  una  superficie  F  del  fascio  (F),  all'infuori  della  curva 
base  di  esso,  in  una  residuale  curva,  che  è  la  curva  parabolica  della  superficie  F, 

Quando  il  fascio  (F)  è  affatto  generale,  tale  curva  è  dell'ordine 

8(n  —  i)n  —  4n*  =  4«(«  —  2), 
come  è  risaputo. 

8.  I  punti  comuni  a  una  superficie  F,  alla  superficie  dea  una  superficie  (pp, 
fuori,  al  solito,  della  base  del  fascio  (F),  sono  evidentemente  i  punti  di  contatto  dei 
piani  tangenti  stazionari  che  si  possono  condurre  da  P  alla  superficie  F;  il  loro  nu- 
mero quindi  rappresenu  la  classe  della  sviluppabile  dei  piani  tangenti  stazionari  d'una 
superficie  F  del  fascio. 

Se  il  fascio  (F)  è  generale,  poiché  la  curva  base,  d'ordine  «*  e  di  rango  2«'(n — i), 
è  quadrupla  per  <t,  semplice  per  <fp  come  per  una  superficie  F,  ne  viene  che  i  resi- 
duali punti  comuni  alle  tre  superficie  sono,  per  una  nota  formola  di  equivalenza,  in 
numero  di 

8(»--iX2n~i>--n'[4»+8(»— 1)+4(2«— i)]+8[fz'+nX«-i)]=4<n— iXn--2), 
come  è  notissimo. 

g.  A  un  punto  M  della  superficie  a  corrisponde  un  piano  (n°  2),  che  è  il  piano 
^tangente  stazionario  alla  superficie  del  fascio  (F)  determinata  da  Af.  Variando  il  punto 
'M  sulla  superficie  (j,  il  piano  corrispondente  genera  una  superficie,  inviluppo  dei  piani 
tangenti  stazionari  alle  superficie  del  fascio  (F).  La  classe  di  tale  inviluppo  è  data  evi- 
^dentemente  dal  numero  dei  punti  comuni  a  una  curva  gobba  Ag^  e  alla  superficie  a, 
Î  all'infuori  dei  punti  e  delle  curve  singolari  del  fascio  (F).  Quando  questo  è  generale, 
la  curva  gobba  Aj^  è  d'ordine  (n  —  i)(3«  —  i)?  incontra  la  curva  base  di  (F)  in 
Zn^Çn  —  i)  punti  e  passa  semplicemente  per  i  s(n  —  i)'  punti  doppi  di  (F);  pertanto 
la  curva  Aj^  incontra  la  superficie  0  (n°  6)  in 

8(«  -  OK^  -  0(3  «  -  0]  -  8n'(»  —  i)  -  8(n  -  ly  =  8n(n  -  i)(n  -  2) 
punti. 

Dunque: 

L'inviluppo  dei  piani  tangenti  sta^onari  alle  superficie  d'un  fascio  generale  d'ordine 
n  t  di  classe 

8n(n  —  i)(n  — 2). 

Questo  risultato  è  contenuto  come  caso  particolare  in  una  formola  dau  dallo 
Zbuthen  sul  numero  delle  coppie  di  superficie  di  due  sistemi  00*  non  lineari  aventi 
un  contatto  stazionario  *). 


*)  Zbuthbm,  loc.  dt 


2l6  COKRADINO    MINia 


! 


IO.  Sia  K  la  curva  parabolica  d'una  superfìcie  F  dd  £iscio  (F).  A  un  pu 
di  K  corrisponde  il  piano  tangente  stazionano  in  i?  alla  F  (n®  9)-  Quando  ilpc 
descrive  la  curva  /f,  il  piano  corrispondente  7:^  genera  la  sviluppabile  dei  piani  ta 
stazionari  alla  superficie  F  ;  e  abbiamo  visto  (n^  8)  che  la  classe  di  tale  svihipp 
data,  in  fondo,  dal  numero  dei  punti  comuni  a  un  luogo  ^p  e  alla  curva  K,  fuci 
i|  *  s'intende,  dei  punti  e  delle  cur\'e  singolari  del  fascio  (F)- 

'1  ;  Indichiamo  con  e'  la  classe  della  sviluppabile  dei  piani  ungenti  stazionari  a] 

IHrrficic  generica  F  del  fascio  (F).   Essendo  R  una  retta  qualunque    deUo  span 
ogni  punto  di  R  passano  naturabiente  e'  piani  della  detta  sviluppabile.  Poiché  e*  < 
ij  presenta  il  numero  delle  intersezioni  variabili  della  curva  K  con  un    luogo  9^, 

fi  I  $[M)ndentc  a  un  punto  0  della  retta  Ry  ne  viene  che  se  due  dei  punti  comuni 

I  •  "Ytf  ^incidono  in  ß?  ^^^^  se  il  luogo  9^^  tocca  K  in  Q,  due  dei  piani  della  sviluf 

coincidono  anch'essi,  onde  0  è  un  punto  di  essa  sviluppabile. 

,»  :  Or  pt)ichc  due  piani  tangenti  stazionari  consecutivi  alla  superfìcie  F  s'incoi 

*!   't  secondo  la  retta  osculatricc  alla  F  in  un   punto  di  K^  ne  viene    che    l'ordine  r 

\  f  rigau  costituita  dalle  rette  osculatrici  alla  F  lungo  la  sua  curva   parabolica  K,  i 

dal  numero  delle  superficie  d'un  fascio  (^)j^  tangenti  alla  curva  Kj    ossia   dal  m 

...  j  dei  punti  doppi  della  serie  lineare  g],  segau  su  K  dalle  superficie  d'un  fascio  (9' 

-  ,  sogna  però  osservare  che  quella  sviluppabile  possiede  »un  certo  numero  Ji'  di  pi 

'"    ì  comune  con  la  sviluppabile  dei  piani  bitangenti  alla  F  e  che  sono  stazionari  per  la  ] 

•-    .  ora  ogni  punto  di  ognuno  di  tali  piani  è  tale  che  due  dei  piani  della  sviluppai 

i  santi  per  esso  coincidono  in  uno,  e  cosi  accade  in  particolare  per  i  fi'  punti  M 

'..  i  contro  di  quei  |)iani  con  la  retta  R;  i  quali  punti  Af,  però,  mentre    godono  di 

tale  pro|)ricti,  noiì  apj)artengono  alla  rigata.  Si  conclude  pertanto  che  per  avere  Y 

r'  della  rigata,  bisogna  diminuire  di  fi'  il  numero  dei  punti   doppi   della   serie  . 

'    ,  gl'  segata  su  K  dalle  superficie  d'un  fascio  (9)^ . 

Per  (F)  affatto   generale,  la   curv^a  K  è  di  genere   2m(«  —  2)(5w  —  12] 
e'  =  4  «  (n  —  I  )  («  —  2),  il  numero  dei  punti  doppi  della  serie  lineare  g^,  è  28  n  (n  - 

fi'  =  2«(«  —  2)(ii  n  —  24);  talché  abbiamo: 

« 

r'  =  2Sn(n  —  2)'  —  2«(w  —  2)(ii  «  —  24)  =  2n(«  —  2)(3n  —  4), 
come  si  sa. 

r^ —    I J:r. : :i    ..r    .:    _..jl L«   :_ . 
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"•cuspidale,  il  che  vuol  dire  che  PM  è  una  generatrice  della  rigata  relativa  alla  super- 

■^fide  F. 

^         Dunque  l'ordine  della  rigata  è  dato  dal  numero  delle  superficie  d'un  fascio  ((p)jj 

*  tangenti  alla  superficie  F. 

^         Per  calcolare  questo  numero,  possiamo  adoperare  la  formola  del  Segre: 

che  dà  il  numero  S  dei  punti  doppi  d'un  fascio  di  curve  tracciato  su  di  una  superficie, 
^essendo  P  l'invariante    di  Zeuthen-Segre  per  la  superficie  stessa,  <j  il  numero  dei  punti 
base  del  fascio  e  p  'û  genere  della  sua  curva  generica. 

Nel  caso  che  (f  )  sia  affatto  generale,  abbiamo  per  il  carattere  P  d'una  superficie  F* 

^  P  =  (n  —  2)(n'  —  2n  +  2). 

Ogni  superficie  del  fascio  (9)^  incontra  F  secondo  una  curva  dell'ordine 
^  (2n  —  i)n  —  n^  =  n(n  —  i)  e  del  genere  p  =  ^n(n  —  i)(2n  —  5)  -}-  i,  varia- 
Ebiie  in  un  fascio,  che  ha  g  =  n(n  —  i)*  —  n  punti  base  nei  punti  di  contatto  dei 
È:  piani  passanti  per  J?  e  toccanti  altrove  la  superficie  F.  Sicché  abbiamo  in  questo  caso  : 

^  come  si  è  già  visto. 

B  Palermo,  settembre  1905. 

Ï 

i  CORRADINO    MlNEO. 


*)  Segre,  loc.  dt 

Âtmd,  CWt,  Matmm,  di  PéUnm;  tomo  XXI  (1906).  —  Sumpâto  il  6  lebbntjo  1906. 


CIRCOLO   MATEMATICO  DI   PALERMO 


ESTRATTI  DAI  VERBALI  DELLE  ADUNANZE*) 

(14,  ai,  98  fttiniUo  X8o0>. 


ADUNANZA  DEL  14  GENNAJO  1906.  [44i»J. 

(Presideniâ  del  Presidente  Albegglaili). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  sig.  Joffe  ringrazia  per  la  sua  nomina. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Qrcolo  i  signori  :  Dr.  Carlo  Ruggbu  (San  Sqwkro)  [47)j: 
Dr.  Antonio  De  Zolt  (Milano)  [476]  ;  Dr.  Mario  Kiseljak  (Fiume)  [477]  ;  Gustav  Adolph  Hi» 
MANN  (Kóbenhavn)  [478]  ;  Richard  Francis  Deimel,  B.S.,  A.M.  (New  York,  N.Y.,  U.S^)  [479]'. 
Dr.  Giuseppe  Gambardella  (Benevento)  [4^0];  Prof.  Dr.  Christian  Juel  (Kóbenhavn)  [4I1]; 
Prof.  Raghunath  Purushottam  Paranjpye  (Poona,  India)  [481]. 

Il  Tesoriere  fa  conoscere  che  il  nuovo  socio  sig.  G.  A.  Hagemann  ha  fatto,  a'  sensi  dell'Alt  a 
deUo  Statuto,  il  versamento  in  unica  volta  di  Lire  300,  che  gli  conferisce  il  tìtolo  di  Socio  pirfäat 
lo  esonera  dal  pagamento  deUa  contribuzione  annua. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

CIANI»  -^  Sopra  la  confyurasfym  del  pentaedro. 


ADUNANZA  STRAORDINARLV  DEL  21  GENNAJO  1906.  r4iP*J. 

(Pre<idenia  del  Prctidente  Albeggiaili). 

Alle  ore  15  precise  il  Presidente  apre  radunanza. 

Corrispondenza.  ~  I  nuovi  soci  sigg.  Clariana  y  Ricart,  Gambardella,  Gomes  Tekiiì, 
Lanza  (Gaetano),  Michel,  Niccoletti,  ringraziano  per  le  loro  nomine. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Creolo  i  sigg.  :  Elizabeth  Buchanan  Cowlet,  A.B^  AJL 
(Poughkeepsie,  N.Y.,  U.S.A.)  [483];  Dr.  Henry  Parker  Manning  (Providence,  R.L,  U^.A.)  {^]\ 
Prof.  Dr.  Friedrich  Dingeldey  (Darmstadt)  [485]  ;  Prof.  Dr.  Ivar  Fredholm  (Stockholm)  [486;; 
Prof.  Carlos  Victor  Garcia  (Cordoba,  Repùblica  Argentina)  [487]. 

Elezione  del  Consiglio  Direttivo  pel  triennio  1906-1907-19OB. 

[Vedi  t.  XVII  (1903),  pp.  169-170]. 

Il  Presidente  richiama  gli  Art.  16,  17,  18,  19,  20,  32,  33  dello  Statuto,  relativi  all'elezione  e  ib 
funzioni  del  Consiglio  Direttivo  (Comitato  di  Redazione  dei  Rendiconti).  Il  Presidente  constau  àt 
le  lettere  per  la  elezione  del  Consiglio  Direttivo  pervenute  all'UaEicio  di  Presidenza  fìno  alle  ore  i) 
di  oggi  21  gennajo  1906  sono  in  numero  di  165.  Di  queste  lettere  una,  col  timbro  postale  ^Ftmt^ 
Ferrovia  6/1/06,  è  dichiarata  nulla  perchè  non  firmata.  Le  rimanenti  164  portano  le  firme  dei  sod: 
Aguglia  Amodeo  Bocchetta  Caldarera 

Alagna  Angelitti  Boggio  Cantelli 

Albeggiani  Appell  Bontade  Cantor 

Arnaldi  Barbieri  (A.)  Bortolotti  Capelli 

Amanzio  Barbieri  (U.)  Boutroux  Castekiuovo 

Amato  Basile  Brand  Cattaneo 

Amici  Basset  Burgatti  Cerniti 


*)  Pei  verbali  precedenti,  vtâii  t.  I,  pp.  i-aS,  4S-8S,  119-IS6,  379-590;  <•  ^i  PP-  77-9^»  IS>»  1S4-1M;  t.  UI,  pp.  %io^ 
»73-178;  t.  IV,  pp.  65-71,  175-186;  t.  V,  pp.  179-188,  5 »9-5*4;  t.  VI,  pp.  i$$-i64;  t.  VII,  pp.  37^8,  309-3»;  t.  VÏI1,  ^ 
166-168;  t.  IX,  pp.  163-171;  t.  X,  pp.  38-40;  t.  XI,  pp.  181-188;  t.  XII,  pp.  307-311;  t.  XIII,  pp.  374-3>o;  t.  XIV,  pp.  ^oY\a. 
I.  XV,  pp.  i$8-i6o,  369-170;  I.  XVI,  pp.  194-296;  t.  XVII,  pp.  168-171,  386-389;  t.  XVIIl,  pp.  199-104,  ui-aa|,  |8é-)^ 
t.  XIX,  pp.  Si6-)i9i  t.  XX,  pp.  |7S-|So,  j8i;  t.  XXI,  pag.  118. 
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Guareschi 

Maroni 

Retali 

Guccia 

Martinetti 

Rindi 

la  y  Ricart 

Guerra 

Menabres  di  Val  Dora 

Rius  y  Casas 

e 

Guldberg 

Michdi 

Ronco 

)nder 

Gutzmer 

Mignosi 

Sannia 

Rocca 

Ho^evar 

Mineo 

Sbrana 

ezzo 

Jadanza 

Monroy 

Scheffers 

e 

Joffe 

Niccoletti 

Schumacher 

)t 

Jung 

Nielsen 

Schur 

.It 

Kerbedz  (de) 

Nobüe 

Settimo  di  Htalia 

ein 

Kiseliak 

Noether 

Severi 

Kneser 

Orlando 

Snyder 

i 

Koenigsberger 

OvazM 

Sofio 

aone 

Krazer 

Padoa 

Stäckel 

dio 

Laisant 

Papò  Lonza  a  oiÉflipai«ri 

Stasi 

Longa 

La  Manna 

Pascal 

Stoìanovich 

lart 

La  Mensa 

Paterno  di  Sessa  (E.) 

Sturtn. 

Landau 

Paterno  di  Sessa  (F.  P.) 

TagHarini 

Landis 

Peano 

Taschettì 

i 

Lanza  di  Mazzarino 

Pensa 

Tedone 

Lanza  (Gaetano) 

PepoU 

Toja 

i 

Laura 

Perazzo 

Torem  (Û.) 

t 

Leonardi 

Pieri 

Torem  (R.) 

ino  (de) 

Levi-Qvita 

Pincherle 

Tweedie 

ardella 

Licata  di  Baucina 

Pintacuda  (C.) 

Valeri 

ier-Villars 

Lo  Monaco  Aprile 

Pisati 

Vassilas-VitaUs 

>agKa 

Loria 

Pittareffi 

Vassurjt 

Ludwig 

Ruma 

Veneronl 

i 

Lûroth 

Poincaré 

Venturi 

:e 

Lugaro 

PoKgnac  (de) 

^erW 

to 

Mancinem 

PorceUi  (S.) 

Vokerra 

s  Teixeira 

Mancini 

Prym 

^^rtitìger 

n 

Mange 

Pa^ 

Zappetta 

5 

Marcoiongo 

Repetto 

Zòna. 

iperte  dal  Presidente  queste  164  lettere,  si  sono  trovane  iltreftante  buste  p^cdoki  ctàtiat.  Apttftt 
RESIDENTE  le  anzidette  164  buste  piccole,  si  sono  trovate  altrettante  schede  di  votaaone.  Fattone 
>glio  dat  PRESIDBUTE,  assistito  dai  Segretari,  si  è  avuto  il  ristilta«ò  seguente: 
oci  del  Creolo  (addì  21  gennajo  1906):  346.  —  Votanti  :  164. -^Scheda;  Md&ca-r  i, 

Ri^ukano  eletti: 


SAlbeggiani 
Gebbia 
GUCCIA 
OVAZZA 


TORELU  (G.) 


con  voti  161 
»  »  162 
»  »  162 
»  »  158 

»  »    161 
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Bianchi  (Pisa) 
Capelli  (Napoli) 
Cerruti  (Roma) 
Del  Pezzo  (Napoli) 
Del  Re  (NapoH) 
DiNi  (Pisa) 
d'Ovidio  (Torino) 
Loria  (Genova) 
Mittag-Leffler  (Stockholm) 
Pascal  (Milano) 
Peano  (Torino) 
Pincherlb  (Bologna) 
Poincaré  (Paris) 
ToNELLi  (Roma) 
I  Volterra  (Roma) 

Riportarono  inoltre  voti  i  soci  : 

Alagna  i,  AngeUtti  2,  Arzelà  i,  Bagnerà  i,  Bcrtini  5,  Berzolarì  2,  BuraH-Forti  i,  Castelnixr 
Enriques  4,  Galdeano  (de)  3,  Klein  3,  Levi-Qvita  6,  Maggi  i,  Marcolongo  3,  Montesano  3,  M 
(E.  H.)  I,  Morera  i,  Noether  i,  Painlevé  i,  Picard  4,  Pieri  i,  PittareUi  i,  Ricci  4,  Segre  8,  Siac 
Vailati  I,  Venturi  3,  Veronese  2,  Vivanti  i.  —  Voti  nulli:  5. 

U  Presidente  annunzia  il  risuluto  della  votazione.  Si  approva  seduta  stante  dall'AssemUi 
presente  verbale  e  la  seduta  è  tolta  alle  ore  19. 


con 

voti 

162 

160 

IS9 

ija 

I4J 

160 

IS« 

iJJ 

i6t 

IÎ9 

IJ9 

ij6 

t6a 

154 

161 

ADUNANZA  DEL  28  GENNAJO  1906.  [443*]. 

(Pretidenia  del  Presidente  Albeggianl). 

Il  Presidente  fa  noto  ai  soci  che,  dopo  la  seduta  straordinaria  del  21  gennajo  1906  per  la 
zione  del  Consiglio  Direttivo  ai  sensi  dell'Art.  18  dello  Statuto,  sono  pervenute  all'Ufficio  di  Presid 
altre  4  buste  chiuse  con  Tintestazione  «Elezione  del  G)nsiglio  Direttivo  pel  triennio  1906-1907-19 
cioè  :  tre  il  23  gennajo  1906  portanti  le  firme  dei  soci  Frizell,  Shaw  e  Westlund  ;  ed  ima  il  28 
najo  1906  sen^a  firma  col  boUo  postale  di  Lawrence,  Mass.,  1 3/1/06.  Si  delibera  di  bruciare  qi 
quattro  buste  e  quelle  altre  che  per  avventura  arrivassero. 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  sigg.  De  Zolt  e  Stasi  ringraziano  per  le  loro  nomine.  - 
KgL  Böhmische  GescUschatt  der  Wissenschaften  di  Praga  dà  ü  triste  annuncio  della  morte  del 
socio  ordinario,  già  vice-presidente,  K.K.  Hofrat  Karl  Ritt,  von  KoriSTKA,  avvenuta  in  Praga  i 
gennajo  corr.,  neU*8i°  anno  di  età.  Il  Circolo  esprime  le  sue  condoglianze. 

Ammissioni.— Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Prof.  Dr.  Tsuruichi  Hayashi  (Tokyo)  f^ 
Prof.  Dr.  Auguste- Victor  Lebeuf  (Besançon)  [489J  ;  David  Lyman  Pettegrbw  (Worcester,  M 
U.S.A.)  [490 j  ;  Dr.  John  Wesley  Young  (Princeton,  N.J.,  U.S.A.)  [491]. 

Elezione  del  Direttore  dei  Rendiconti.  —  Il  Presidente  partecipa  ai  soci  che  il  m 
Consiglio  Direttivo  ha  confermato  il  prof  G.  B.  Guccia  nella  carica  di  Direttore  dei  Rendiconti 
triennio  1906- 1907- 1908. 

/  Segretari:  G.  DI  SIMONE,  f.  P.  eUEfm. 


SULLE  SUPERFICIE  W  APPLICABILI  SOPRA  UNA  SUPERFICIE 

DI  ROTAZIONE. 

Nota  di  Mineo  Chini  (Genova). 


Aduiuinia  del  la  novembre  190$. 


Quando  una  superficie  sia  applicabile  sopra  una  di  rotazione,  lungo  ogni  deformata 
dei  paralleli  si  mantiene  costante  la  sua  curvatura  totale.  Se  inoltre  i  due  raggi  prin- 
cipali di  curvatura  sono,  in  ogni  punto  di  quella  superficie,  legati  da  una  medesima 
relazione,  ciò  vuol  dire  che  la  curvatura  media  è  una  determinata  funzione  della  cur- 
vatura totale  (nell'ipotesi  che  questa  non  sia  costante  su  tutta  la  superficie).  Per  con- 
seguenza, lungo  ogni  deformata  dei  paralleli  sarà  pure  costante  la  curvatura  media;  e 
quindi  saranno  costanti  i  due  raggi  principali  di  curvatura  della  superficie.  Reciproca- 
mente, se  in  una  superficie  applicabile  sopra  una  di  rotazione  sono  costanti  i  due  raggi 
principali  di  curvatura  lungo  ogni  deformata  dei  paralleli,  questi  raggi  saranno  entrambi 
funzioni  del  parametro  che  individua  tali  deformate;  e  perciò  risulteranno,  su  tutta  la 
superficie,  legati  da  una  certa  relazione. 

Dunque  : 

Eccettuate  le  superficie  a  curvatura  totale  costante,  tutte  le  altre  superficie  W  appli- 
cabili sopra  una  superficie  di  rota:(ione,  sono  date  da  quelle  speciali  superficie  applicabili 
sopra  una  di  rota:^ione  che  hanno  costanti  i  due  raggi  principali  di  curvatura  lungo  ogni 
deformata  dei  paralleli. 

Esse  comprendono  evidentemente  le  superficie  elicoidali;  mentre  queUi  che  non 
sono  elicoidi  (e  nemmeno  superficie  di  rotazione)  vennero  incontrate  per  la  prima 
volta  dal  Bonnet,  nella  sua  ben  nota  ricerca  delle  superficie  che  sono  suscettibili  di 
una  deformazione  continua  la  quale  lasci  costantemente  invariati  i  due  raggi  principali 
di  curvatura  *).  Tali  superficie,  non  elicoidab',  applicabili  sopra  una  di  rotazione  for- 
marono anche  l'oggetto  di  una  mia  Nota  **),  nella  quale  (supposto  che  esse  non  siano 
a  curvatura  media  costante)  determino  facilmente  —  in  base  allo  studio  del  Bonnet — 
le  equazioni  in  termini  finiti  delle  loro  linee  di  curvatura,  e  dimostro  poi  che  queste 
linee  formano  un  sistema  isotermo.  Infine,  dopo  aver  messo  in  rilievo  le  espressioni 
dei  due  raggi  principali  di  curvatura  per  una  qualunque  delle  dette  superficie  (la  cui 


*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  42'  cahier  (1867),  pp.  72-85. 

**)  Sopra  una  classi  di  superficie  [Giornale  di  Matematiche,  voL  XXVII  (1889),  pp.  265-273]. 
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determinazione  intrinseca  dipende  dall'int^azìone  di  un'equazkmc  difierenziale  del  ]' 
ordine,  stabilita  dal  Bonnet),  ne  dò  l'espressione  dell'elemento  lineare  mediante  i  pan- 
metri  isometrici  delle  linee  di  curvatura. 

A  motivo  della  conclusione  a  cui  giungemmo  precedentemente  *}  il  probkma  £ 
determinare  tutte  le  possibili  superficie  fV  (oltre  quelle  a  curvatura  tocak  costante  e 
gli  elicoidi)  che  siano  applicabili  sopra  una  superficie  di  rotazione,  è  dunque  rìsolmo 
impliciumente  dal  Bonnet.  Ma  non  credo  inopportuno  tornare  ancora  sull'argomento, 
per  ritrovare  dapprima,  come  caso  speciale  di  superficie  1^,  non  elicoidali,  appIicabS 
sopra  una  superficie  di  rotazione,  quelle  che  sono  a  curvatura  media  costante  ^;  e 
per  approfondire  poi  meglio  la  questione  nel  caso  generale,  aggiungendo  pure  qualdie 
utile  proprietà. 

Supposto  di  riferire  una  superficie  fVj  che  sìa  applicabile  sopra  una  superficie  i 
rotazione,  al  doppio  sistema  di  lince  //  =  cost.,  v  =  cost.,  costituito  rispetdvamente 
dalle  deformate  dei  paralleli  e  dei  meridiani  (nell'ipotesi  che  la  superficie  non  sia  t 
curvatura  totale  cosunte),  avremo  pel  quadrato  del  suo  elemento  lineare 

con  \  funzione  della  sola  variabile  u.  E  la  curvatura  totale  K  avrà  per  espressione 

(')  ^-    v~dir' 

Indicando  coi  noti  sinìboli  Z),  D',  D"  i  coefficienti  della  seconda  forma  fondamen- 
tale della  superficie,  e  ponendo 

(a)  .     =  [X  -|-  V  cos  w,        —  =  V  sen  tó,        —  ==  |x  —  v  cos  a>, 

ne  scRuirA 

dove  //  rnpprcscnta  la  curvatura  media  della  superficie.  Ed  oltre  a  X    e  /T,    anche  B 
(lovrA  cs^rt:  funzione  della  sola  u. 

Ma  si  ha  pure 
/  X                                 ^      DD''  —  W      IP       /  V  V 
^')  ^= V =  T-\T) 


*)  Tale  conclusione  forma  invece  l'oggetto  di  una  recente  Nota  del  dott.  A.  Tacliafbuu  (Afli 
della  K.  Accademia  dei  Lincei,  voi.  XIV,  seduta  del  i8  giugno  1905).  E  non  sarà  inutile  confrontait 
tutto  il  contenuto  di  quella  Nota  colle  prime  pagine  della  mia  citata  innanzi. 

**;  La  loro  ricerca,  fatta  direttamente,  è  contenuta  nella  mia  Nota  :  StdU  tupmficim  m,  cufVaim 
media  cosUmU  iGioroale  di  Matematiche,  voL  XXVII  (1889),  pp.  107-123]. 
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Quindi  anche  (x  e  v  saranno  funzioni  della  sola  u.  Mentre  o),  se  escludiamo  da 
qui  innanzi  che  la  superficie  sia  un  elicoide  *),  dipenderà  almeno  dalla  variabile  v. 

Note  le  espressioni  di  X,  |x,  v,  (o,  la  superfìcie  sarà  dunque  determinata  intrinse- 
camente; giacché  saranno  note  le  sue  due  forme  fondamentali. 

Ma  queste  quattro  quantità,  a  causa  delle  formule  di  Codazzi,  debbono  risultare 
legate  dalle  seguenti  relazioni  **): 

dû)        i     \  dH  ôw  dloglyf        i     X  dH 

^r-  = -j—  sen  CO,         ^--  = -ß j—  cos  co. 

du        2     y    du  dv  du  2      *    du 

Alle  quali  potremo  subito  soddisfare,  se  intanto  consideriamo  il  caso  che  la  cur- 
vatura media  H  sia  costante  su  tutta  la  superficie. 
E  difatd,  avremo  allora 

d  Ci)  d  Ci)  d  log  "k  V 

du         '         dv       "^      du 
Da  cui  ricaviamo 

logXv  =z  au  -^  bj        (ù  =  -^  av  -\-  Cj 

con  a,  b,  e  costanti  arbitrarie,  ed  a  differente  da  zero  ***). 

Supposto  che  la  superficie  non  sia  ad  area  minima  (poiché  sono  note,  e  mediante 
formule  assai  semplici,  tutte  le  superficie  ad  area  minima  applicabili  sopra  una  super- 
ficie di  rotazione),  potremo  cambiare  il  parametro  u  nell'altro 


u-±.(^b -log^), 


e  V  in 


,     e 

V  -A . 

*     a 

Ed  avremo 

Xvrziyfl'e*",        (0  =  —  av. 

Perciò,  coll'uso  della  (3),  si  otterrà 

Ma  allora,  a  causa  della  (i),  il  coefficiente  X  dovrà  soddisfare  all'equazione  dif- 
ferenziale 

La  quale,  ponendo 


*)  E  s'intende,  neppure  una  superficie  di  rotazione  :  cioè  un  elicoide  col  passo  uguale  a  zero. 

**)  Cfr.  la  mia  NoU  :  Sopra  una  classe  di  superficie. 

^  Altrimenti  si  avrebbe  a>  =  cost,  e  la  superfìcie  sarebbe  elicoidale. 


224  MINBOCHINL 


diventa 

î  dove  senh  è  simbolo  di  funzione  iperbolica. 

;  Quest'ultima  equazione  differenziale  può  ancora  trasformarsi,  ponendo 

f  con  Mj  nuovo  parametro  delle  deformate  dei  paralleli.  Ed  avremo  cod  l'equazioiie 

d'y  , 

l  (4)  j^  +  ^"'senh>p  =  o. 

'  Infine,  dopo  aver  posto 

av  =  v,, 

con  v^  nuovo  parametro  delle  deformate  dei  meridiani,  potremo  concludere: 

//  quadrato  delVelemento  lineare  di  ogni  superficie  a  curvatura   media  costante 
(non  nulla),  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotas^ione,  può  sempre  ridursi  alla/m 

dove  u^  e  v^  sono,  rispettivamente,  i  parametri  isometrici  delle  deformate  dei  paralleli 
•  dei  meridiani,  ed  y  i  un  integrale  dell' equa:^ione  (4). 

Inoltre  le  espressioni  dei  coefficienti  Z),  D',  D"  della  seconda  forma  fondamenk 
della  superficie  saranno 

(6)D  =  _-L,«.(,>_cosO,    Z)'  =  _-^e-'senz;,,    D"=_-^^-i(^7+cosr 

Reciprocamente,  st  y  è  un  integrale  dell^equazione  (4),  la  (5)  e  le  (6)  individi 
ranno,  a  meno  di  movimenti  nello  spazio,  una  superficie  a  curvatura  media  costai 
Hy  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione  *). 

Le  espressioni  dei  suoi  due  raggi  principali  di  curvatura  saranno  poi  date  da 
■  formule 

Notiamo  infine  che  l'angolo  w,  che  figura  nella  (2),  rappresenta  il  doppio  ddl'a 
golo  che  un  sistema  di  linee  di  curvatura  della  superficie  W  formano  colle  v  =  eoe 


*)  Nella  mia  Nota  Sulle  superficie  a  curvatura  media  costante^  come  equazione  da  cui  dipende 
determinazione  di  tutte  quelle,  non  elicoidali,  che  sono  applicabili  sopra  una  superfìcie  di  rotazia 
detti  l'equazione  difìerenziale 

j^  +  #**senh;r  =  o, 

a  cui  evidentemente  può  ridursi  la  (4),  facendo  in  essa 

x  =  |«, +iog2. 
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cioè  colle  deformate  dei  meridiani.  E  poiché,  nei  caso  in  cui  H  sia  costante  (ed  anche 
se  fosse  H  =  o),  esso  è  risultato  uguale  ad  una  funzione  (lineare)  della  sola  variabile 
Vy  concludiamo: 

In  ogni  superficie  a  curvatura  media  costante  (nulla  o  non)  applicabile  sopra  una 
superficie  di  rotazione,  le  deformate  dei  meridiani  risultano  traiettorie  sotto  angolo  costante 
dei  due  sistemi  di  linee  di  curvatura. 

Circa  poi  le  rimanenti  superficie  W  applicabili  sopra  una  superficie  di  rotazione, 
abbiamo  il  seguente  risultato  *). 

Oltre  le  superficie  elicoidali  od  a  curvatura  totale  costante^  e  la  classe  speciale  di 
superficie  a  curvatura  media  costante  trovata  innanzi,  nonché  Valtra  ben  nota  di  super- 
ficie ad  area  minima,  le  uniche  superficie  W  applicabili  sopra  una  superficie  di  rotar^one 
sono  quelle  i  cui  raggi  principali  di  curvatura  possano  esprimersi  mediante  le  formule 

(7)  -^  =  ^(0  +  6' sen«),         2.  =  2.(6  _  6' sen«), 

dove  6  i  una  funzione  della  variahik  u  (e  ò'  ne  Ila  derivata)  che  soddisfa  alVequa^ione 
differenziale  del  f  ordine 

(*)  T~dir  +  ^  -^^iiy  +  T-)- 

Mentre  il  quadrato  dell'elemento  lineare  di  tali  superficie  i  riducibile  alla  forma 

(9)  ds'  =  ^r^-^(du'-\-dv')y 

^^^  w sen  u^         '         -" 

essendo  u  =  cost.,  v  =  cost,  le  deformate  dei  paralleli  e  dei  meridiani  della  superficie, 

e  k  una  costante  arbitraria^  differente  da  :^ero. 

Inoltre  V angolo  j  co,  sotto  cui  un  sistema  di  linee  di  curvatura  della  superficie  taglia 

le  v  =  cost.,  i  dato  dalla  formula 

(io)  tang-ftó  =  cot  jtttanghYV. 

Ed  ora  osservando  che,  per  ogni  superficie  di  elemento  lineare 

ds'  =  V(du''\-dv'l 
Sì  ha  evidentemente 

•^  =  -  H+  fif>  -  4Kcos^, 
^  =  VfP-4Kseniù, 

2D" 


—  =  -•  H—  YH'  —  4Ä'cosa), 


*)  Cfr.  la  niia  Nota:  Sopra  una  classe  di  superficie. 

RmU.  CWc.  Mattm.  2'mUrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  7  febbrejo  1906. 
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e  che  nel  caso  presente  risulta 

6'  sen*  «  '  k    ^  ^  k 

sena)  =  — r-r;  ï     cosa)  =  — r-^  i     COQ    ^  =  cot  —  utangh — v, 
ne  seguiranno  subito  le  formole 

00  {    D'  =  ^-,^., 


sena    i  +/** 

sen«  \      6' sen«       i  +^V 


Z>  uguaglianxe  (ii),  insieme  alla  (9),  servono  dunque  a  determinare  intrinsecamioA 
tutte  le  rimanenti  superficie  W  applicabili  sopra  una  superficie  di  rotazione;  quando  fa 
6  si  pongano  in  esse  formule  tutti  i  possibili  integrali  delVequa:(ione  différencie  (8) 

Osserviamo  ora  che,  in  queste  superfìcie,  l'angolo  -7«t>,  a  causa  della  rdazkne 
(io),  dipende  simultaneamente  dalle  variabili  «et;;  epperò: 

Le  uniche  superficie  W  applicabili  sopra  una  superficie  di  rota:(ione,  per  le  quàtìt 
deformate  dei  meridiani  risultino  traiettorie  sotto  angolo  costante  dei  sistemi  di  limi 
curvatura,  sono  quelle  che  hanno  costante  la  curvatura  media  (e  sia  poi  essa  nulla  0  non) 

Ogni  integrale  deircquazione  (8),  a  causa  della  costante  arbitraria  k  che  figura  ndli 
(9)  e  nelle  (11),  ci  dà  dunque  un'infinità  di  superficie  fV  applicabili  sopra  una  super- 
ficie di  rotazione  *),  ed  aventi  i  raggi  principali  di  curvatura  legati  dalla  relazione  che 
si  otterrebbe  eliminando  il  parametro  «  fra  le  due  equazioni  (7).  La  natura  di  qucsD 
relazione  dipenderà  quindi  dalla  scelta  che  faremo  per  l'integrale  della  (8).  E  fra  i  d« 
raggi  pri!ici|)ali  di  curvatura  di  qualsivoglia  superficie  applicabile  sopra  una  di  rotazione 
(supposto  di  riferirci  a  superficie  non  elicoidali,  né  che  abbiamo  costante  la  curvanin 
totale  o  media)  non  sarà  possibile  —  se  pure  esiste  —  che  una  dalle  infinite  relazìosi 
che  possono  ottenersi  nel  modo  predetto. 

Ora,  stabilita  a  priori  una  certa  relazione  fra  i  raggi  principali  di  curvatura,  d  pos- 


*)  Si  af^^iunga  però  che  la  funzione  6,  integrale  dell'equazione  differenziale  (8),  deve  esser  tak 
ilic  la  Alia  derivata  non  risulti  sempre  negativa,  per  valori  reali  della  variabile  u  (cioè  deve  avere d^ 
rivata  positiva  almeno  per  u  compreso  fra  certi  limiti).  Altrimenti  le  corrispondenti  superficie  non» 
rcbbcro  reali. 

G>sì,  ad  esempio,  un  integrale  particolare  della  (8)  è  evidentemente 

I 


nu  ad  esso  non  corrispondono  superiide  reali. 
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siamo  proporre  di  determinare,  fra  le  infinite  superficie  per  cui  detta  relazione  rimane 
soddisfatta  *),  quelle  non  elicoidali  che  siano  applicabili  sopra  una  superficie  di  rotazione. 
A  tale  scopo,  si  osservi  che,  se  con  p»  e  p^  indichiamo  le  inverse  dei  due  raggi 
principali  di  curvatura  di  una  qualunque  delle  superficie  richieste  (nell'ipotesi  —  benin- 
teso —  che  esistano),  il  sistema  di  equazioni  (7)  equivarrà  all'altro 

=  -T-6'sena. 


P.  +  P,  =  xO, 

P.     P.-jk 

Od  anche 

(12) 

o  =  4-(p.  +  P')' 

d«(P.+Pa) 

senw 

Per  conseguenza,  se  la  relazione  prestabilita  fra  i  due  raggi  principali  di  curva- 
tura **)  è  della  forma 

03)  P.=/(P.), 
si  ricaverà 

04)  y*l±^^dp.  =  logtang-i-«-|-C, 

con  C  costante  arbitraria. 

In  tal  modo  resterà  fissata  dapprima  l'espressione  di  p^ ,  e  poi  —  per  mezzo  della 
(13)  —  anche  quella  di  p,,  in  funzione  del  parametro  u\  e  dette  espressioni  conterranno 
la  costante  arbitraria  C 

Ma  l'equazione  (8),  tenendo  conto  delle  (12),  può  essere  sostituita  dall'altra 

<^'^og(p.  —  Pa) '       ^  4*P,Pa 

d  a'  sen*  u       (p,  —  p  J  sen  u 

Od  anche 

no  (P.-PaX      ^'l0g(P,-Pa)  H'     _. 

essendo  H'  la  derivata  rispetto  ad  u  della  curvatura  media  H. 

Dunque  le  espressioni  di  p,  e  p^  ottenute  precedentemente  dovranno  soddisfare  a 
questa  uguaglianza;  cioè  dovranno  ridurre  il  primo  membro  della  (15)  ad  una  costante 
(diversa  da  zero).  Se  ciò  efiettivamente  accade,  la  funzione 

Ö  =  ^i9,  +  P.), 

dove  k  indica  allora  il  primo  membro  della  (15),   rappresenterà  quell'integrale  dell'e- 
quazione (8)  a  cui  corrispondono  le  superficie,  non  elicoidali,  applicabili  sopra  una  su- 


*)  Esse  —  come  è  noto  ~  sempre  esistono,  e  la  loro  eâFettiva  determinazione  dipende  dall'inte- 
grazione di  un'equazione  a  derivate  parziali  del  2^  ordine  (veggasi  per  es.  :  Darbouz,  Théorie  générale 
des  surfaces;  Parte  III,  pag.  318). 

**)  S'intende  che  escludiamo  il  caso  in  cui  si  uguagli  ad  una  costante  la  curvatura  totale  o  media, 
e  quindi  anche  che  si  ponga  p^  =  p,  ;  perchè  allora  la  superficie  sarebbe  necessariamente  una  sfera. 
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perfide  di  rotazione,  che  hanno  i  raggi   principali  di  curvatura   legati  dalla 
(13).  Esse  risultano  determinate  intrinsecamente  mediante  la  (9)  e  le  (11); 
numero  infinito,  a  causa  della  costante  arbitraria  C  che  figura  nell'espression 
detto  int^ale  (ed  anche  in  quella  di  i). 

Quando  invece  il  primo  membro  della  (15)^  pd  valori  di  p,  e  p,  rica 
(14)  e  dalla  (13),  non  si  riducesse  ad  una  costante,  dò  significherebbe  che  e 
sibile,  per  nessun  valore  di  k^  far  coesistere  colla  (13)  le  due  equazioni  (7] 
alla  (8);  e  quindi  conduderemmo  che,  fra  le  infinite  superficie  aventi  i  ra^ 
di  curvatura  legati  dalla  relazione  (13),  non  ne  esistono  —  eccetto  U  caso  che 
coidi  —  di  quelle  applicabili  sopra  una  superficie  di  rotazione. 

Per  esempio,  nd  caso  delle  superficie  canali,  la  (13)  è 

con  e  quantità  costante.  Epperò  dalla  (14)  si  ricava 

P.  =  <^+Ctangi.|i. 


Quindi  : 
P.  — Pa  =  Ctang-^u,     H'  = ^-^,     JT  =  c(c  +  Ctang  4"« 

^  2COS   Y«  \  2 

Per  conseguenza,  il  primo  membro  della  (15)  diventa 

C 

4c(c  +  Ctang  ■{.«)■ 

Ed  esso  non  si  riduce  mai  ad  una  costante  diversa  da  zero.  Dunque: 
Le  superficie  canali  applicabili  sopra  una  superficie  di  rota^^ne  sono  necessi 
degli  elicoidi  (il  toro  e  il  cilindro  di  rotazione  compresi)  *). 


Genova,  settembre  1905. 


MiKEO    Chiìì 


•)  Naturalmente,  per  talune  classi  di  superficie,  si  potrà  giungere  alla  condusione  in   r 
spiccio.  Così,  ad  esempio,  ò  noto  —  per  averlo  dimostrato  il  Beltrami  e  il  Dini  —  che  le  i 
perficie  ri;;atc  (reali  e  non  sviluppabili),  aventi  i  raggi  principali  di  cur\'atura  funzioni  Tunc 
sono  necessariamente  degli  elicoidi  (fra  cui  si  deve  anche  includere  l'iperboloide  drrìvoluaoi 
falda).  Quindi: 

Mm  esistono  superficie  W  rigate,  che  siano  applicabüi  sopra  una  superficie  di  rotazione,  tüTheß 
elicoidi  rigati 


it 

'! 
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DEFORMAZIONI  INFINITESIME  DELLE  CURVE  INESTENDIBILI 
E  CORRISPONDENZA  PER  ORTOGONALITÀ  DI  ELEMENTI 

Nou  di  Gustavo  Sannia  (Torino). 


Adunanza  del  la  nOTembre  190$. 

I. 

Deformazioni  infinitesime. 

1.  In  una  precedente  Nota  *)  mi  occupai  delle  curve  O  riferibili  punto  per  punto 
ad  una  curva  assegnata  C  per  modo,  che  la  tangente  di  C  in  ciascun  punto  sia  pa- 
rallela alla  tangente  o  alla  binormale  o  alla  normale  principale  di  C  nel  punto  corri- 
spondente. Le  prime  sono  le  trasformate  di  Combescure  di  C,  definite  dal  Prof.  Bian- 
chi **);  le  altre  chiamai  rispettivamente  le  trasformate  B  t  U  trasformate  N  di  C. 

Ora  queste  trasformate,  insieme  con  infinite  altre,  intervengono  nello  studio  delle 
deformazioni  infinitesime  delle  curve,  considerate  come  fili  flessibili,  ma  inestendibili. 

Il  Dr.  A.  Perna  ***)  e  poi  il  Dr.  F.  FoÀ  f)  già  si  occuparono  più  general- 
mente delle  deformazioni  infinitesime  delle  curve  flessibili  ed  estendibili. 

Qui  mi  limiterò  alle  curve  inestendibili,  allo  scopo  di  fare  una  teoria  afEatto  ana- 
loga a  quella  cosi  importante  delle  deformazioni  infinitesime  delle  superficie  considerate 
come  veli  flessibili  ed  inestendibili. 

a.  Ricordo  anzitutto  che,  dette  x,  y  y  [  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto  M' rispet- 
to alla  tangente,  alla  binormale  e  alla  normale  principale  di  una  curva  C  in  un  punto  Af, 
le  variazioni  $x,  S^,  $:(  di  queste  coordinate,  quando  Af  passa  nel  punto  infinitamente 
vicino  di  C,  sono  date  dalle  formole  f  f  ) 

^x  _dx       i  ÌL  —  ^^JL      Ì!L  —  ^M^u,y 

^^^        dl~  ds        'J'^^'     ds~ds         r  '     d5  ~d5  "^  p    "^  r  ' 


*)  Trasforfna:^ione  di  Combescure  ed  altre  analoghe  per  le  curve  storte  [questi  Rendiconti,  L  XX 
(1905),  pp.  83-92]. 

•*)  Legioni  di  Geometria  differenziale,  2*  ed.,  vol.  I,  pag.  40. 

•**)  Sulle  deformazioni  infinitesime  delle  curve  [Giornale  di  Matematiche  di  Battaguni,  voL  XXXVI 
(1898),  pp.  286-299]. 

f)  Sulle  deformazioni  infinitesime  delle  curve  [Tipografia  della  R.  Accademia  delle  Scienze  Bs.  e 
Mat.  in  Napoli,  1901]. 

ff)  E.  CssÀRO,  I«cûNif  di  Geometria  intrinseca,  pag.  114. 
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ove  p  ed  r  sono  i  raggi  di  prima  e  seconda  curvatura  di  C  in  Af  ed  5  è  Tarco  di  C 
che  ha  per  termine  Af,  computato  a  partire  da  un'origine  fissa  su  C. 

Se  poi  a,  %  Y  sono  i  coseni  direttori  di  una  direzione,  mobile  con  Af,  reggooo 
le  formole  analoghe 

^^^  ds  —  ds         f'ds~ds         r'ds~JT'^p'^r' 

Queste  formole  sono  fondamentali  nello  studio  delle  curve  storte  per  via  intrimecA. 

In  particolare,  ponendo  nelle  (i)  Sx  =  S)p  =  S:(  =  o  d  hanno  le  condizioni  di 
immobilità  del  punto  (x,  >,  0  ^  ponendo  nelle  (2)Xa  =  Xp  =  ÌY  =  o  si  hanno  le 
condizioni  di  immobilità  della  direzione  (a,  ß,  y). 

3.  Per  effetto  di  una  deformazione  infinitesima  il  punto  M  subisce  uno  spostameoto 
MM'  le  cui  componenti  rispetto  al  triedro  fondamentale  di  Cin  Af  indicherò  con  ss, 
tVy  tWy  ove  u,  t;,  w  sono  tre  funzioni  di  x,  per  ora  arbitrarie,  ed  e  è  una  costante 
infinitesima  delia  quale  trascurerò  le  potente  superiori  alla  prima. 

Dirò  C  la  curva  deformata,  luogo  del  punto  Af' ,  s\  p',  r'  l'arco  e  î  raggi  di  cur- 
vatura in  Af' . 

La  condi:^ione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  u,  Vy  w  definiscano  una  defarma^imu 
infinitesima  della  curva  inestendibile  C  i 

/  N  du        w 

^^^  ds  p 

Le  equazioni  intrinseche  della  curva  deformata  C  sono 
,  .  II  /dm         n  \  1  1  /  n         dl\ 

e  i  coseni  direttori  della  tangente,  della  binormale  e  della  normale  principale  in  Af  sono 
a  =  ly  izrren,  c  =  —  em, 

a  =  — en,  ß  =  i,  Y  =  e/, 

>  =  8  w,  [X  =  —  e  /,  ^  =  i» 

ove  /,  w,  n  sono  tre  fun:^oni  di  s  definite  dalle  formole 

dv         XV  dtv    .     u     ,     V 

^^^  ds         r  ds     ^     f     *     r  ^ 

,,.  dn    .     l     .    m 

(6)  -T-  ^ =  0. 

Infatti,  applicando  le  formole  fondamentali  (i)  al  punto  Af  di  coordinate 

x  =  etf,        y  z=  tVy        :^  =  e«/, 
si  ha 

ix  ,      /du        xv\        iy         édv        w\         ^7         /dw    ,     u  «  \ 

J7  =  '-^'(d7--j)'    d7  =  Ìd7--)^    ^-'Ut  +  T  +  t)' 
da  cui 

(if)'=(ìfy-(if)"+(^y=-+»(^-f)' 
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ne  segue  che  per  essere  ^s'  =  ds  occorre  e  basta  la  (3).  Si  ha  poi,  per  le  (5), 
Sx.  ,        ^y  S:( 

Applicando  le  (2)  alla  direzione  (a,  i,  e),  si  ha 
Sa  m        S*  _    l^^  _\^\ '         ^^  ^  /^^         '^  \ 

quindi 

da  cui 

I    ji_         /dm^ n_\ 

Ne  segue 
e  poi  a,  p,  y  si  calcolano  facilmente,  perchè,  supposto 


=  e  m,  ecc. 


si  ha 


abc 
a     ß     Y 


=  I, 


Infine 


a  =  (IC  —  vi,         ß=:va  —  \Cy        Y  =  >.i — (jlö. 

^=i(|p)-=i(ify=C-}y. 

/  jy      V  2  /  Js  fî  \  i 

perchè,  applicando  le  (2)  alla  direzione  (*>  ß?  Y)>  (t-)    ^  (3^)    risultano    infinite- 
simi del  second'ordine;  quindi 

r'  ~ds  —    r        H  p        ds)' 

Osservazione.  —  Il  significato  cinematico  delle  tre  funzioni  /,  m,  n  si  trova  facilmen- 
te. I  coseni  direttori  (i,  0,  0)  della  tangente  di  C  in  Af ,  dopo  la  deformazione,  diventa- 
no (i,  en,  —  em),  quindi  le  componenti  della  rotazione  della  tangente  sono  i  minori 


em. 


I      0 
I     en 


=  en 


0  0  IO 

=  0,     — 

en      —  em  i     —  em 

della  matrice 

IO  o 

I         en        — em 

presi  con  segni  convenienti.  Dunque:  la  rota:(ione  della  tangente  ha  componente  nulla 
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Basta  determinare  Uj  v,  Wj  in  modo  che  sia 


tu 


(7)  T"""^""T""^  °^^  />  =  V«'  +  v'  +  «'*. 

Essendo  Ç,  »,  ^  costanti,  la  (3)  diventa 

as  P 

e  dà 

(8)  />  =  jfcj-^^ 

se  Ç  ^  o,  con  Jb  costante  arbitraria.  Dunque  :  esiste  una  deformaxiont  infinitesima  nella 
quale  ogni  punto  si  sposta  secondo  una  direzione  (e,  tq,  ^)  qualunque  rigidamente  legata  al 
triedro  fondamentale,  ma  che  non  sia  normale  alla  curva,  ed  ï  definita  dalle  (7)  e  (8). 

Per  una  direzione  normale  vale  il  teorema  h), 

g)  Si  voglia  che  C  e  C  giacciano  su  di  uno  stesso  cilindro  con  le  gcneratrid 
aventi  una  assegnata  direzione,  ossia  che  la  curva  C  non  esca  da  un  cilindro  su  cui 
si  suppone  tracciata. 

Detta  ($,  TQ,  C)  1^  direzione  fissa  delle  generatrici  del  cilindro,  occorre  e  basta  che  la 
generatrice,  lo  spostamento  e  la  tangente  in  ciascun  punto  M  della  curva  sieno  com- 
planari, e  però  occorre  e  basta  che  sia 

in  tu  —  l^v  =  o. 

Si  noti  però  che  per  avere  una  eflfettiva  deformazione  non  dev'essere 

u   V   w 

dp 
che  in  tal  caso,  detto  p  il  valor  comune  di  quei  rapporti,  si  ha  ^^==0  ösda/>=ö, 

se  si  pone  Ç  =  — ,  Ç  =  ---  nella  prima  delle  tre  condizioni  di  immobiliti  della  di- 
rezione (^,  Y),  C)  e  si  tien  presente  la  (3).  Ed  allora  la  deformazioitô  nofi  è  chd  Un  pufo 
movimento,  cioè  una  traslazione  neUa  direzione  (Ç,  ì),  ^). 

h)  La  curva  C  sia  sferica  e  si  voglia  che  essa  ^  deformi  setizt  uscire  dalla  sfera 
su  cui  è  tracciata. 

I  piani  normali  di  una  curva  sferica  concorrono  in  un  punto,  centro  della  sfera. 
Etette  (jc^,  y^y  ;(^)  le  coordinate  di  questo  punto  fisso,  si  ha 

4^_I^  +  x=o,        ^-1^  =  0,        4^  +  ii  +  ii.  =  ö; 
ds  p     '  ds  r  '  di     '     p     '     f  * 

ma  evidentemente  x^  =  o,  quindi  risulu 

df  9     X     à  t    df\ 

delie  quali  IHiltlma  è  la  nota  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ima  öxrvz  sia 
sferica. 

Rtmi.  Cifc.  MtUtm,  PmUrwt;  tomo  XXI  (190Q.  —  Sumpâto  il  7  febbrtjo  1906.  )0 
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Volendo  che  la  curva  deformata  C  giaccia  sulla  stessa  sfera  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  sia 

(*.-««y+Oo-«fy+(^-««/y=*:+^:+ì:, 

ossu 

oppure 

dp 

Vf  j^  =  Ott/. 

ds        ^ 

Assegnau  u  ad  arbitrio,  la  (3)  determina  «;  e  la  precedente  determina  Vy  ossia 

du  ..        p   du 

^  a5  '  f    flp 

Se  la  curva  sferica  C  è  piana  (circolo)  è  zero  —  e  quindi  t;,  e  p  è  costante;  e 

per  le  (5),  (6)  /  =  «  =  o,  quindi  per  la  seconda  delle  (4)  — ^  =  o  ;   dunque  queste 
defarnuK^ioni  conservano  i  circoli. 

n. 

Corrispondenza  per  eguaglianza  d'arco. 

5.  Le  funzioni  u,  v^  tu  definiscano  una  deformazione  infinitesima  di  C,  ossia  soddi- 
sfino alla  (3)  e  si  consideri  la  curva  luogo  del  punto  (m,  v,  w). 
Per  le  (i),  il  quadrato  del  suo  arco  elementare 

sarà  dato  dalla  formola 

..  X<T*         /du         tu     .      Y  .    /dv         t^V  I    /^«^    I     "     I     ^  \ 

ossia,  per  la  (3),  da 

S<T*  ,    /dv        wV  ,    /du    ,    u     ,    V  V 

7?-  =  ^  +  (d7--)+U  +  T  +  7-)- 

Ora  il  secondo  membro  non  si  altera  cambiando  i*,  v,  «;  in  —  i*,  —  v,  —  tv; 
dunque:  se  w,  v,  tu  soddisfano  alla  (3),  cioè  definiscono  una  deformaT^ione  inßnitesifM 
della  curva  C,  le  due  curve  luoghi  dei  punti  (w,  Vj  «;),  ( —  m,  —  v,  —  ui)  si  corrispon- 
dono per  eguaglianza  d'arco. 

Viceversa:  stabilita  tra  i  punti  di  due  curve  una  corrispondenza  per  eguaglian:^a 
d'arco,  la  curva  C,  luogo  dei  punti  medii  delle  congiungenti  i  punti  corrispondenti,  am- 
mette una  deformas^ione  infinitesima  in  cui  ogni  punto  si  sposta  nella  direT^ione  di  quella 
congiungtntc. 

Perchè  dette  (1*,  v,  «;),  ( — u,  — v,  —  w)  le  coordinate  di  due  punti  corrispondenti 
delle  due  curve,  rispetto  al  triedro  f'^^       ^tale  della  curva  C  nel  punto  medio  del 
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segmento  che  li  unisce,  la  (7)  dà  l'arco  elementare  dell'una  e,  per  ipotesi,  anche  del- 
l'altra curva  e  quindi  non  deve  alterarsi  quando  vi  si  cambi  «,  Vj  tv  in  —  1*,  —  v, 
—  w.  Ora  ciò  accade  solo  quando  è  soddisfatta  la  (3),  e  però  solo  quando  u,  Vj  tv  de- 
finiscono una  deformazione  infinitesima  di  C 

Lo  studio  delle  deformazioni  infinitesime  assume  cosi  un  primo  aspetto  finito. 

ffl. 
Corrispondenza  per  ortogonalità  di  elementi. 

6.  Da  un  punto  fisso  0(x,,  y^^  ;(J  spicco  un  vettore  OM,  di  componenti  1*,  v, 
tu  e  considero  la  curva  C,  luogo  del  punto  Af,,  che  ha  per  coordinate 

*,  =  ^a  +  ^>        y,=y2'^^j        ^  =  ^.  +  ^' 
Per  le  (i)  si  ha 

'^  ds  r       ~\ds         rj^ds' 

.dtv       x,  +  tf       y,^v  _  /^   I   JL  4.  J!_\  4.  k« 
IT-^^^Ts^       p       ^       r       -\ds^   f    ^  r  )^  ds' 

ossia,  per  le  (3),  (5)  e  per  le  condizioni  di  inmiobilìtà  del  punto  Oj 

(8)  -37^  =  ^'       17  =  ^'       -77  =  -^- 

Essendo  Sjc,  =  0,  la  tangente  a  C,  in  Af,  è  ortogonale  alia  tangente  di  Cin  Af, 
dunque  :  se  da  un  punto  qualunque  0  si  spiccano  vettori  eguali  agli  spostamenti  che  su- 
biscono i  punti  M  di  una  curva  C  in  una  deforma:(ione  infinitesima,  la  curva  C,  luogo 
degli  estremi  Af ^  corrisponde  a  C  per  ortogonalità  di  elementi. 

Viceversa:  se  C  e  C^  sono  due  curve  che  si  corrispondono  per  ortogonalità  di  ele- 
menti ed  0  h  un  punto  fisso,  ciascuna  di  esse  ammette  una  deforma:^ione  infinitesima 
nella  quale  ciascun  suo  punto  si  sposta  nella  dircT^ione  del  raggio  che  dal  punto  0  va 
al  punto  corrispondente  delV altra. 

Si  dimostra  facilmente,  invertendo  il  ragionamento  precedente.  Infatti,  dette  x,, 
^, ,  :(^  le  coordinate  di  0  rispetto  al  triedro  fondamentale  di  C  in  un  punto  Af  e  x, , 
^,,  ;(,  quelle  del  punto  corrispondente  Af,  di  C,,  si  ha  per  ipotesi 

Xx.        dx,        X,     , 


ds 

-   ds 

ds 

-   ds 

h, 

.i^ 

ds  ds  f 
ossia, 

du  dx^  w  +  ^  4.  ,  —  o 

17^  ds  p        r^-o, 
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ove  ù  è  posto 

ma  per  la  prima  delle  condizioni  di  immobilità  di  0, 

P 


^-^  +  -  =  ''. 


dunque 

du       w  

ds         p"         ' 

e  però  u^  v^  w  definiscono  una  deformazione  infinitesima  per  la  curva  C  nella   quale 
ciascun  punto  M  si  sposta  parallelamente  ad  OAf, . 

7.  Il  problema  delle  deformazioni  infinitesime  di  una  curva  C  assume  cosi  un 
secondo  aspetto  finito  :  studiare  h  curve  che  corrispondono  a  C  per  ortogonalità  di  eie- 
mentij  o  che  è  lo  stesso  :  studiare  le  curve  luoghi  dei  punti  le  cui  coordinate  soddisfanno 
alla  /•  delle  tre  condizioni  di  immobilità. 

Posto 
(9)  n  =fscn  •,    —  m  =/cos  6 

le  (8),  per  le  formole  fondamentali  (1)9  si  possono  scrìvere 

(II)  /sen6  =  A«ÌL,       /co6e  =  Ì5i-  +  5-  +  A. 

^^  -^  ds  r   ^       ^  ds     ^     f    ^  r 

La  prima  esprime  la  condizione  di  ortogonalità  fra  gli  elementi  delle  due  curve 
C  e  C,  e  le  seconde  definiscono  le  funzioni /(i)  e  6(5),  delle  quali  vedremo  subito 
il  significato  geometrico. 

Le  curve  C,  sono  infinite  :  se  ne  ha  una  quando,  assegnate  ad  arbitrio  le  due 
coordinate  x, ,  y^  del  punto  M^,  si  determina  la  terza  [^  mediante  la  (io).    Allora  le 

(11)  determinano/  e  6  e  pel  calcolo  dell'arco,  delle  curvature,  etc.  della  curva  valeü 
Teorema.  —  L'arco  elementare  di  una  curva  C,  corrispondente  per  ortogonalità  di 

elementi  alla  curva  C  h 

(12)  Xi,  =fds; 

le  due  curvature  sono  date  dalle  formole 


(.3)  f = |A+^, 

j.  p  5r  sen  6-T f-  cos  6 ^-(0 ^s) 

J_  _  _  ^ ds     ' ds^^   ^ 

O4)  77  ~  cos'e  +  p'i' 

e  j  coseni  direttori  della  tangente  della  binormak  e  della  normale  principale  sono  : 


sen  y 
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a,  =0,  i,  :=  sen  0,  e,  =  cos  6, 

X.=_AS^^     ^=^.cose,     v.=-A.sen9, 

^    ^  ds         r 

Segue  che  :  /  i  il  rapporto  di  due  archi  elementari  corrispondenti  eòi  l'angolo 
che  la  tangente  di  C,  fa  con  la  normale  principale  di  C. 

Per  dimostrare  queste  formole,  osservo  anzitutto  che  dalle  (8)  e  (9)  segue 

(^)"=Ct')"h-(^')-+(^)-=«-+»-=a 

e  quindi  la  (12);  poi,  dividendo  le  (8)  per  la  (12),  si  ha 

flj  =  o,    J,  =  ^  =  sen  6,    e,  = ^r-  =  cos  6. 

Applicando  le  (2)  alla  direzione  (ö^,  ^, ,  cj,  sì  ha 

Xa,  cose       Ib^       ^       Ä       Ä^.  a 

j—  = ^>     ^  =  ar  cos  e,  »  =  _  i  sen  6, 

ds  ^    ^     ds  ^      ds  * 

ove  5r  è  definito  dalla  (16);  ne  s^;ue 

e  quindi  la  (13).  Poi 

e  analogamente  si  calcolano  (i.,  e  v^;  poi  «,  9  f^,9  Y,  ^  calcolano  con  le  formole 
«1  =  ^.^  — *,^»     ß,  =  ^,\  — ^.\»    T.  =  ^\-Ä.f^.- 
La  torsione  —  può  calcolarsi  direttamente  applicando  le  (2)  alla  direzione   (a,, 
ß,,  Yi)  ^  ricordando  che 

ma,  dopo  calcoU  laboriosi,  si  ha  una  formola  di  natura  complicata  e  che  non  lascia 
scorgere  le  grandi  semplificazioni  di  cui  essa  è  stiacettìbile. 

Invece  la  torsione  può  calcolarsi  rapidamente,  giovandosi  della  reciprocità  della 
corrispondenza  che  intercede  fra  C  e  C,,  la  quale  permette  di  scambiare,  nelle  for- 
mole precedenti,  le  quantità  relative  a  C  con  quelle  relative  a  C,. 

Cosi,  detto  6|  Tangolo  che  la  tangente  di  C  fa  con  la  normale  principale  di  C, , 
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si  ha  per  la  (i6) 

20         I 

•       is,       r,  ' 

e  per  la  prima  delle  (15) 

ft    "-.  '       ^    (ix    «»®\ 


-^3,  =  sene,     ove    /.  =  4-> 
perchè 6  è  Tangolo  che  la  binonnak  di  C  fa  con  la  tangente  di  C,  ;  ne  s^;iie 

(.7)  '      j-=»j..-.,=ì«.-i^. 

^        «i,  is,  P 

Ora 

(18)  cose.  =  ..  =  -A.^^ 

quindi,  derivando  rispetto  ad  5^, 

'X,.       /  di 

ma 

(19)  sene,  =  «,  =  As, 

qaindì 

X5.~p.s'i^v/  p  r 

e  sostituendo  in  (19) 

I    I       ^/p,    cos6\       sen6 

innne  per  la  (13) 

ì^_     i       d   /        cos  6         \_  senft 

77  ""  T^  '  di  VJT^^pT^TVV  ~  TT  ' 

da  cui  segue  facilmente  la  (14). 

8.  Come  ho  già  osservato,  per  ottenere  una  curva  C, ,  basta  assonare  ad  arbitrio 
le  due  funzioni  x^  t  y^  e  poi  determinare  :f^  con  la  (io). 

Ora  cerchiamo  di  mettere  un  po'  di  ordine  in  questa  gran  folla  dì  curve:  ab 
farà  m^lio  spiccare  i  legami  che  esse  hanno  con  la  curva  C. 

Supponiamo  fissata  x,  e  quindi  :f,  e  lasciamo  y^  arbitraria.  Le  infinite  curve  cor- 
rispondenti alle  infinite  funzioni  y^  sono  tutte  le  curve  di  una  superficie  rigata,  gene- 
rata dalla  parallela  alla  binormale  di  C  in  Af  condotta  dal  punto  P(x,  o  :^^  dd  piano 
osculatore. 

Per  fissare  una  o  più  curve  particolari  di  questa  rigata  si  può  assonare,  anzicchè 
la  funzione  y^ ,  una  delle  due  funzioni  ausiliarie  /  e  6. 

In  particolare,  ponendo  6  =  -^  nelle  (11)  e  s^^uenti  del  §  7,  si  hanno  ttttH  gli 

elementi 
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^s^=fds,    ove    /=-^-^, 

P,  =  -A>    ^  =  — /Pj 
a^  =  o,     i,  =  i,    (;^  =  o,    a,  =  i,     ß,  =  o,    Y,=o,    \  =  o,     (a,  =  o,    v,  =  — i 

di  tt«a  curva  che  ha  per  tangenti  le  generatrici  della  rigata  (parallele  alle  binormali  di 
C),  ha  le  binormali  parallele  alle  tangenti  di  C  e  le  normali  principali  parallele  alle 
normali  principali  di  C  (ma  coi  versi  positivi  opposti).  Insomma  si  ha  una  trasformata 
B  di  C. 

Dunque:  le  infinite  rigate,  dianzi  definite,  e  corrispondenti  alle  infinite  funzioni  x^j 
sono  sviluppabili  ed  hanno  per  spigolo  di  regresso  le  trasformate  B  di  C. 

Per  brevità  le  chiamerò  le  sviluppabili  B  della  curva  C. 

La  normale  ad  una  sviluppabile  B  lungo  una  generatrice,  essendo  parallela  alla  bi- 
normale  dello  spigolo  di  regresso,  è  parallela  alla  tangente  della  curva  C  nel  punto 
corrispondente,  quindi  :  ogni  sviluppabile  B  di  una  curva  ï  l'inviluppo  di  una  semplice 
infinità  di  piani  paralleli  ai  piani  normali  della  curva  (alla  distanza  x  J. 

Segue  che  essa  è  la  sviluppabile  polare  delle  traiettorie  ortogonali  a  questi  piani,  le 
quali  sono  trasformate  di  Combescure  di  C  ;  dunque  :  le  sviluppabili  B  di  una  curva 
sono  le  sviluppabili  polari  delle  sue  trasformate  di  Combescure. 

La  (10)  non  si  altera  aggiungendo  ad  x^  una  costante  arbitraria,  quindi  :  se  alla 
generatriu  rettilinea  di  una  sviluppabile  B  di  una  curva  si  dà  una  trasla^^ione  qualun- 
que parallela  alla  tangente  della  curva,  essa  genera  ancora  una  sviluppabile  B. 

g.  0^  è  l'angolo  che  la  normale  principale  dì  C,  fa  con  la  tangente  di  C,  quindi 
è  anche  l'angolo  che  la  normale  principale  di  C,  fa  con  la  normale  alla  sviluppabile 
B  su  cui  giace,  e  però  *) 

ossia,  per  le  (17),  (18),  (19), 

..  coso        _        3         —seno 

N  =  — -j^,    G  =  -T-,    r  = 


p/  '        /  '        p/ 

sono  la  curvatura  normale,  la  curvatura  geodetica  e  la  torsione  geodetica  della  curva  C, 
sulla  sviluppabile  B  su  cui  giau. 

Linee  di  curvatura  di  una  superficie  sono  quelle  a  torsione  geodetica  nulla,  quin- 
di su  di  una  sviluppabile  B  sono  le  curve  per  le  quali  6  =  o,  e  però  esse  hanno  le 
ungenti  parallele  alle  normali  principali  di  C.  Dunque:  le  linee  di  curvatura  di  una 
sviluppabile  B  di  una  curva,  ossia  le  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici,  sono  trasfor- 


*)  Cbsàro,  L  c,  pag.  152. 
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mate  N  della  curva.  Per  esse 

(21)  y,=f^ds  +  k 

ove  k  h  una  costante  arbitraria, 

^s^=fds    ove   /  =  ^«  +  A+ÌL 
I      ^  -f       ds    *    f     *    r 


a^  =  0,  *,  =  o,  e,  =  I, 

VP  +  ^  y  p  +  r 

^  P 

Le  geodetiche  di  una  superfìcie  sono  le  linee  a  curvatura  geodetica  nulla,  quindi 
le  geodetiche  di  una  sviluppabile  B  di  una  curva  sono  quelU  curve  per  U  quali  risulta 

d9         I 

5r  =  T =  0. 

ds         r 

Per  una  geodetica  qualunque  si  ha 

ove  T  e  A  sono  costanti  arbitrarie; 

^s^=fds,    ove    /=^(>,sen6  +  ;(,cose)  +  --i-cose, 
quindi 

5,  =  )Fj  sen  0 -f- :(^  cos  e -}-  j  ^cos^ds; 

f   cos  6  f   ^       sen  6 

a^  =  0,  i^,  =  sen  Ö,  c^  ===  cos  8, 

«,  =  0.  ß,  =  cos6,  Y.=  — sene, 

\  =  —  I,  [X,  =  o,  v^  =  0. 

Segue  che  :  6  i  l'angolo  che  la  tangente  di  C,  fa  con  la  normale  principale  di  C 
ed  h  pure  l'angolo  delle  loro  binormali  ;  la  normale  principale  di  C,  i  parallela  alla 
tangente  di  C. 

Quindi  :  ogni  curva  h  una  trasformata  N  di  tutte  le  geodetiche  di  tutte  le  sue  svi- 
luppabili B. 
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Le  formule  precedenti  si  dimostrano  facilmente. 

La  y^  si  ottiene  integrando  l'equazione  differenziale  lineare 

che  risulta  dall'eliminazione  di/  tra  le  (ii). 

Posto  ^,  =  $  7)  e  determinata  tq  con  la  condizione 

^dy\        sen  6 

cos  Ö-T TQ  =  o, 

as  r  ' 


che  dà 

I 

la  precedente  equazione  diventa 


di       cos  6  û/^^,     I    ^i\ 


ossia 

^  =  ^a.seae)+^sene, 
quindi 


Ç  =  ;C,sene-}.   C^stn^ds  +  A; 


ne  segue  subito  l'espressione  scritta  per  j^^  =  S». 
Dalle  (11)  risulu  poi 

ossia 

/=^(j'.sen6  +  ;C,cos6)  +  ^cos6 
e  quindi 

s,=  I  fds  =j,  sen  e  -f-  :(j  cos  e  -f-  /  — ^  cos  6d5. 

Infine  le  rimanenti  formole  si  hanno  immediatamente  dalle  (13),  (14)  e  seguenti 
ponendovi  :r  =  o. 

Applicazioni. 

IO.  La  generalità  dei  risultati  precedenti,  permette  di  farne  numerose  applicazioni, 
specializzando  convenientemente  la  funzione  arbitraria  x^ .  Mi  limiterò  alle  più  semplici. 

Pongo  anzitutto  x^  =  o.  Dalla  (io)  risulta  :^,  =  p,  quindi  la  sviluppabile  B  cor- 
rispondente è  la  sviluppabile  polare  della  curva  Cj  inviluppo  dei  suoi  piani  normali, 
luogo  degli  assi  dei  circoli  osculatori. 

Rend.  Cire.  MtUtm.  FmUrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  StAjapato  il  7  febbrajo  1906. 
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I  teoremi  dei  $$  8  e  9  si  spedaliizano  nei  s^œnti: 

Lo  spialo  di  regresso  della  sviluppabile  polare  di  una  curva  h  una  trarformata 

della  curva.  Per  essa 

df 
*.  =0»    3'.  =  — »"jj»    ^  =  P» 

s,  =  -r'^-flräs 


Le  linee  di  curvatura,  traiettorie   ortogonali  delle  generatrici,  sono   trasformate  i 
della  curva  e  per  esse 

)is,=fds    ove   /  =  ^  +  -i-(yi_d,^.i), 

ove  k  h  una  costante  arbitraria. 

Ogni  curva  h  trasformata  N  di  tutte  le  geodetiche  della  sua  sviluppabile  polare,  p 
le  quali 

x,  =  Oy    )f,  =  -^(^  +  psene),    ^,  =  p, 


cos  9^ 
cos  6^ 


^.=7;^fì(p  +  ^^^*)' 


ove 


con  A  e  r  costanti  arbitrarie. 

Supponendo  p  costante,  dal  i°  teorema  se  ne  ha  uno  notissimo  di  Bouquet  s 
circoli  storti  *). 

Per  lo  stesso  teorema,  si  ha  -^  =  — ,  quindi  solo  nell'elica  cilindrica  lo  spigc 

di  regresso  della  sviluppabile  polare  h  un'elica  cilindrica.  In  tal  caso  è  nulla  la  torsioi 
delle  linee  di  duratura,  come  risulta  dal  2°  teorema,  e  però   il  teorema  noto  **): 
sole  sviluppabili  con  linee  di  curvatura  tutte  piane  sono  quelle  che  hanno  per  spigolo 
regresso  un'elica  cilindrica. 


•)  Bianchi,  L  c,  v.  I,  pag.  34»  o  Cbsàro,  L  c,  pag.  145. 
•^  Bianchi,  L  c,  v.  n,  pag.  255. 
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Le  geodetiche  sono  in  numero  doppiamente  infinito,  per  la  presenza  delle  due  co- 
stanti arbitrarie  t  t  A. 

Per  ^  :=  o  si  hanno  quelle  le  cui  tangenti  si  appoggiano  alla  curva  Q  ossia  le 
evolute  della  curva  C;  per  esse 

(23)  y,  =  f^%      ''  =  d^- 

Per  la  presenza  della  costante  t,  si  ha  che  :  tutte  le  evolute  di  una  curva  si  otten- 
gono da  una  di  esse,  faundo  rotare  le  sue  tangenti  di  uno  stesso  angolo  intorno  alla 
curva. 

Passando  da  una  evoluta  ad  un'altra  geodetica  corrispondente  ad  uno  stesso  va- 

A 
lore  di  t,  la  y^  aumenta  di  k?  dunque  A  h  \z  distanza  fra  le  loro  tangenti.  Se  si 

tien  presente  che  ogni  geodetica  è  evoluta  o  di  C  o  di  un'altra  traiettoria  ortogonale 
ai  piani  normali  di  C  (anzi  di  infinite)  e  che  la  sviluppabile  polare  di  una  curva  gene- 
rica è  una  sviluppabile  generica,  l'ultimo  risultato  si  può  enunciare  :  se  a  tutte  le  tan- 
genti  di  una  geodetica  di  una  superficie  sviluppabile  si  dà  una  stessa  traslazione  nei  piani 
tangenti  della  superficie,  esse  inviluppano  ancora  una  geodetica. 

Altrimenti,  essendo  <p  = 6  l'inclinazione  di  una  geodetica  sulla  generatrice 

rettilinea  della  sviluppabile  polare  :  se  da  ciascun  punto  di  una  geodetica  di   una  super- 

A 
fide  sviluppabile  si  porta  sulla  generatrice  il  segmento ,  ove  A  t  una  costante  e 

<p  i  Vinclina^ione  della  geodetica  sulla  generatrice,  il  luogo  degli  estremi  h  un'altra  geo- 
detica egualmente  inclinata  sulle  generatrici. 

Dalla  fusione  dell'antipenultimo  e  del  penultimo  teorema  segue  l'altro:  tutte  U 
geodetiche  di  una  superficie  sviluppabile  si  possono  ottenere  da  una  sola  di  esse,  dando  a 
tutte  le  sue  tangenti,  nei  piani  tangenti  della  superficie,  uno  stesso  movimento  arbitrario 
rispetto  ad  una  traiettoria  ortogonale  alle  sue  tangentu 

Per  la  seconda  delle  (23)  si  ha  poi  che:  le  traiettorie  ortogonali  ad  una  sempliu 
infinità  di  piani  si  possono  immaginare  generate  dai  punti  di  tanti  fili  flessibili  ed  ine- 
stendibili,  i  quali,  primitivamente  avvolti  sulle  geodetiche  della  sviluppabile  inviluppo  di 
quei  piani,  vanno  poi  svolgendosi,  mantenendosi  sempre  tesi. 

II.  Suppongo,  più  generahnente,  che  jc,  sia  una  cosunte.  La  (10)  dà  ancora 
[^  =  p,  dunque  :  non  solo  Vasse  del  circolo  osculatore  di  una  curva,  ma  tutte  le  rette  g, 
ad  esso  parallele,  contenute  nel  piano  w  condotto  per  Vasse  e  parallelo  alla  tangente,  ge- 
nerano superficie  sviluppabili. 

La  y^  dello  spigolo  di  regresso  di  una  qualunque  di  queste  sviluppabile  è  (§  8) 

Supposto  fissato  s  e  variabile  x, ,  quesu  equazione  e  l'altra  ^  =  p  fiooo  quelle 
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linee  di  curvatura.  Per  k  =  o  si  hanno  le  evolventi  della  curva;  dunque:  le  evolventi 
di  una  curva  sono  trasformate  N  di  essa  e  le  loro  equazioni  intrinseche  si  ottengono  eli- 
minando s  tra 


'■=r-r-- 


JL  -  ^r  +  r'         J_  _  _P_  A  /  are  tg  -P- \ 
P.   -rdh-sy        f,   -h-sdsV''"^  r  )' 

IV. 
Curve  con  le  tangenti  ortogonali  alle  binormali  di  un'altra  curva. 

i3.  Le  forinole  del  teorema  del  §  7  valgono  per  qualunque  curva  corrispondente 
alla  curva  C  per  ortogonalità  di  elementi,  ossia  per  qualunque  curva  i  cui  punti  hanno 
coordinate  che  soddisfanno  alla  prima  (io)  delle  tre  condizioni  di  immobilità. 

In  virtù  di  un  elegante  teorema  del  Bianchi,  quelle  formole  acquistano  maggiore 
importanza,  perchè  mediante  opportuni  cambiamenti  di  lettere  quel  teorema  ci  per- 
mette di  scrivere  le  formole  analoghe  per  lo  studio  delle  curve  C^  generate  da  punti 
Mj(x^,  y^y  :(,)  le  cui  coordinale  soddisfanno  alla  seconda 

(24)  ^'-^  =  0 

^  ^^  ds         r 

delle  tre  condi:(ioni  di  immobilità,  ossia  delle  curve   C,    le  cui  tangenti  sono  ortogonali 
alle  binormali  di  un'altra  C. 

Il  Teorema  del  Bianchi  è  il  seguente:  *)  per  ogni  curva  C  ne  esiste  un'altra  C 
(definita  a  meno  di  una  traslazione)  corrispondente  per  eguaglianza  d'arco  alla  C;  le 
due  curvature  e  le  direzioni  della  tangente  e  della  binormale  vengono  per  la  trasforma- 
zione  permutate.  Precisamente  :  scelto  per  verso  positivo  della  tangente  di  C  quello  della 
binormale  di  C,  il  verso  positivo  della  binormale  di  C  sarà  quello  della  tangente  di  C, 
mentre  che  le  normali  principali  saranno  parallele  ma  coi  sensi  positivi  opposti  ;  sarà  poi 

p'  =  —  f,        f  '  =  —  p. 

L'importanza  del  teorema  sta  in  ciò:  che  esso  stabilisce  una  legge  di  dualità  per 
la  quale,  da  ogni  relazione  che  lega  l'orientazione  del  triedro  fondamentale  e  le  curva- 
ture di  una  curva  C,  al  triedro  fondamentale  e  alle  curvature  di  una  curva  C,  se  ne 
può  dedurre  subito  un'altra,  applicando  la  stessa  relazione  alle  curve  C^  e  C. 

Ora  se  una  curva  C,  ha  le  tangenti  ortogonali  alle  binormali  di  C,  essa  corri- 
sponderà per  ortogonalità  di  elementi  a  C  e  però  ad  essa  saranno  applicabili  le  for- 


*)  Bianchi,  L  c,  v.  I,  pag.  53. 
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mole  del  teorema  del  §  7,  qualora  in  questi  si  cambi 

p    in    —  f,        f    in    —  p,        6    in    w  —  6, 

e  si  cambino  di  segno  c^ ,  y^ ,  v^ . 

Quindi  :  l'arco  elementare  e  le  curvature  di  una  curva  C, ,  le  cui  tangenti  sono  or- 
togonali alle  binormali  di  C,  sono  date  dalle  formole 

.        fersen  6-= — (- cos6-j-(f  3)  ^ 

/ ds    ^  ds^    ^    .   sen 6 

f.  ~         cos'e  +  f^3'  ^~r' 

e  i  coseni  direttori  della  tangente,  della  binormale  e  della  normale  principale  dalle  formoli 
a^  =  sen  6,  h^  =  0,  e,  =  cos  6, 

ove 

Il  rapporto  f  degli  archi  elementari  delle  due  curve  e  l'angolo  6  che  la  tangente  di 
C,  fa  con  la  normale  principale  di  C  si  ricavano  dalle  formole 

(25)  /sen  Ö  =  4^'  -  ^-  +  I,        /cos 6  =  ^  +  i^  +  -^  . 

Basta  infatti  osservare  che 

seae  =  a.=^^  =  -^-^^-i,  cose  =  c.  =  -^^ 

e  tener  presente  le  formole  fondamentali  (i)  applicate  ad  (x^,  y^^  ;(,). 

l4.  Le  curve  C,  sono  infinite,  perchè  si  possono  assegnare  ad  arbitrio  le  funzioni 
^i>  3'i  ^  poi  determinare  ;(,  dalla  (24). 

Supponiamo  assegnata  y^  e  quindi  z,^  e  lasciamo  jc,  arbitraria. 

Le  infinite  curve  corrispondenti  alle  infinite  funzioni  x^  ricoprono  tutte  una  super- 
ficie rigata,  generata  dalla  parallela  alla  tangente  di  C  in  Af  condotta  dal  punto  J?(o, 
Jxt  ^i)>  d^l  piano  normale. 

Per  fissare  una  o  più  curve  della  rigata  si  può  assegnare,  anziché   jc, ,   una  ddk 

due  funzioni  /*  e  6.  In  particolare,  ponendo  0  =  -^  nelle  formole  precedenti,  si  hanno 
tutti  gli  elementi  : 
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h^=fds,    ave    /=^_i+i, 
P.  =hy        ^  =/^ 

di  una  curva  che  ha  per  tangenti  le  generatrici  della  rigata  ed  h  una  trasformata  di 

COMBESCURE   di    C. 

Dunque  :  quelle  rigate  sono  sviluppabili  ed  hanno  per  spigolo  di  regresso  le  trasfor- 
mate di  COMBESCURE  di   C. 

Per  brevità  le  chiamerò  le  sviluppabili  T  di  C. 

Come  al  §  8  si  prova  che  :  ogni  sviluppabile  T  di  una  curva  h  l'inviluppo  di  una 
semplice  infinità  di  piani  paralleli  ai  piani  osculatori  della  curva  (alle  distanze  y^. 

Le  sviluppabili  T  di  una  curva  sono  le  sviluppabili  polari  delle  sue  trasformate  B. 

Se  alla  generatrice  rettilinea  di  una  sviluppabile  T  di  una  curva  si  dà  una  trasla- 
zione qualunque  parallela  alla  binormale  della  curva,  essa  genera  ancora  una  svilup- 
pabile T. 

Con  gli  scambi  già  notati,  si  ha  dal  §  9  : 

La  curvatura  normale,  la  curvatura  geodetica  e  la  torsione  geodetica  di  una  curva 
C,  di  una  sviluppabile  T  sono 

j^  _       cos  6  ^_ 2r_  ^  _       sen  6 

~         fr    '  ~        /    '  ~        fr    ' 

Le  linee  di  curvatura,  traiettorie  ortogonali  alle  generatrici,  si  ottengono  per  6  =  0; 
esse  sono  trasformate  N  della  curva  C. 

Valgono  le  formole  (21)  e  seg.  stobilite  al  §  9. 
È  facile  poi  provare  che: 
Per  una  geodetica  si  ha 

(27)  ^  =  fT'^  "' 

ove  t  e  A  sono  costanti  arbitrarie; 

s,=x,sca9-\-X.,cos9-\-  n^cos^  +  seaUdsy 


f  costì  /  sen 6 

/  =  j-  (x,  sen  e  +  It,  cos  e)  -I-  -2i  cos  e  +  sen  e, 


ove 
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fl,  =  o,  ^^  =  sen  6,         e,  =  cos  6, 

a,  =  — cos6,        ß,  =0,  T,  =  senO, 

^.  =  o,  f^,  =  —  h  ^,  =  o. 

Segue  che:  la  normale  principale  della  geodetica  h  parallela  alla  binarmaU  della 
curva  C. 

Infatti  le  geodetiche  sono  le  linee  a  curvatura  geodetica  nulla  e  però  sono  le  curve 
per  cui  i  =  o,  da  cui  segue  la  (27). 

Eliminando  /  tra  le  (25),  si  ha  per  determinare  x,  l'equazione  difFerenziale  lineare 


Posto  X  = il,  come  al  §  9,  questa  diventa 

'       cos  6'  j  -^j  1 


ossia 


di        ;(,  cos6  (dr     ,    y,  \        -. 

^-i-^  +  cos6  =  ^^«+i.)sene, 

^  =  :^(r  sen  6)  +  A  sene  —  cose, 
ds        ds^^'         "^   '     r  ' 

da  cui  segue  Ç  e  poi  x^. 
Dalle  stesse  (25)  si  ha 

=  j-(x,  sen  e  -f-  ;(^  cos  6)  +  A  cos  6  -}-  sen  6. 

Infine  s^  si  ottiene  integrando  ^s^=fds  e  le  rimanenti  formole  si  deducono  im- 
mediatamente da  quelle  del  §  1 3  ponendovi  ^=zo. 

Applicazioni. 

i5.  Sia  y,=^k  (costante).  Si  ha,  per  la  (24),  :^^  =  o  e  la  sviluppabile  T  corri- 
spondente è  descritta  da  una  retu  del  piano  rettificante  di  C  in  Af,  parallela  alla  tan- 
gente, alla  distanza  k.  Si  ha  cosi  il  teorema  di  Appell  :  le  rette  del  piano  rettificante  di 
una  curva,  parallele  alla  tangente  e  rigidamente  legate  cui  esse,  generano  superficie  svi- 
luppabili. 

Ponendo  y^  =z  k^  [^  =  o  nelle  (26)  e  seguenti,  si  ha  che  gli  spigoli  di  regresso  di 
queste  sviluppabili  sono  trasformate  di  Combescure  della  curva  e  per  essi 

x^  = ^  Ä,        5,  =  5  —  *  -^  , 

'■-[■-4(f)].  ^='[--4{f)]- 
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La  prima  forinola  esprime  (cfr.  §  ii)  che  questi  spigoli  di  regresso  giacciono 
sulla  sviluppabile  rettificante  della  curva;  inoltre  le  loro  normali  principali,  essendo  pa- 
rallele alle  normali  principali  di  C  coincidono  con  le  normali  della  sviluppabile  rettifi- 
cante. Dunque  :  detti  spigoli  di  regresso  sono  geodetiche  della  sviluppabile  rettificante  della 
curva. 

Dall'espressione  di  s^  apparisce  poi  chiaramente  che  :  la  differenzia  degli  archi  della 
curva  C  e  uno  dei  detti  spigoli,  o  piti  generalmente  fra  due  qualunque  di  questi  spigoli 
di  regresso,  in  due  punti  corrispondenti  eguaglia  la  distanza  dei  loro  piani  normali  nei 
punti  stessi. 

16.  In  particolare,  per  ife  =  o,  si  ha  la  sviluppabile  delle  tangenti  della  curva  C. 
Ponendo  ^f^  =  o,  :c,  =  o  ^^^  formole  dei  §§  13  e  14  si  fa  lo  studio  delle  curve 
notevoli  di  una  superficie  sviluppabile  di  assegnato  spigolo  di  regresso.  Qui  mi  limiterò 
ad  alcune  curve  finora  non  considerate. 

Come  per  le  curve  piane,  chiamerò  podaria  o  pedale  di  un  punto  rispetto  ad  una 
curva  storta  il  luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari  condotte  dal  punto  sulle  tangenti 
della  curva. 

Dette  X,  y,  Ti  le  coordinate  del  punto  fisso  P  rispetto  al  triedro  fondamentale  della 
curva  C  in  un  punto  Af,  la  podaria  di  P  rispetto  a  C  è  la  curva  C,  luogo  del  punto 
Af,(x,  o,  o). 

Come  è  evidente,  e  come  del  resto  risulta  dall'osservare  che  le  coordinate  di  Af, 
soddisfanno  alla  (24),  la  podaria  di  un  punto  rispetto  ad  una  curva  ha  le  tangenti  or- 
togonali alle  binormali  della  curva,  anzi  contenute  nei  piani  osculatori  da  questa.  Ad 
essa  sono  quindi  applicabili  le  formole  fondamentali  del  §  13. 

Ponendo  x,  =  Xy  y^  =  0,  t^^  =  0,  le  (25)  danno 

3  /senö=:j U  I         /cos  6  =  — , 

•^  di    *  •'  p  ' 

ma  per  l'immobilità  del  punto  P 

dx        i     , 

ds         f     *  ' 

^  quindi 

i  /sene  =  -i-,       /cosez=  — . 

Dunque  :  gli  elementi  della  podaria  di  un  punto  P(x,  y,  :()  rispetto  ad  una  curva 
C  sono  dati  dalle  formole  del  teorema  del  ^  i$j  ove  f  e  9  sono  le  funzioni  definite  dalle 
formole 

^'(28)  ^g«  =  -f'       /=^^ÌE. 

^  P 

La  tangente  di  C,  è  contenuta  nel  piano  osculatore  di  C  in  Af  e  -fa  con  la  nor- 
male principale  di  C  l'angolo  6;  ma  dalla  prima  delle  (28)  segue  che  6  è  anche  l'an- 
golo che  la  proiezione  P  di  MP  sul  piano  osculatore  di  C  f a  con  la  ungente  dun- 

Rmi.  Circ.  Mstem,  Pmltrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  SumpAto  1*8  febbrajo  1906.  fi 
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que  :  La  tangente  alla  podaria  in  un  punto  Af  ,  e  la  proie:^iont  del  raggio  MP  sul  piano 
osculatore  di  C  in  M  sono  egualmente  inclinate  sulla  normale  principale  e  sulla  torcenti 
di  C  rispettivamente. 

Ne  s^^e  che  :  la  normale  alla  podaria  in  M^  e  la  proiofione  di  MP  sul  piano 
osculatore  di  C  in  M  sono  antiparallele  rispetto  alla  tangente  di  C  in  M. 

Poi  :  la  normale  alla  podaria  contenuta  nel  piano  osculatore  taglia  nel  punto  meäe 
la  proieTiione  del  semento  MP  sul  piano  osculatore  e  quindi:  il  piano  normale  alla  po- 
daria in  un  punto  M^  taglia  MP  nel  punto  medio  e  la  normale  principale  di  C  ndk 
proie:(ione  di  P  su  questa  retta. 

Dalla  semplice  ispezione  della  figura  s^;ue  che:  la  distanza  tra  due  punti  corri- 
spondenti M  e  M^  della  curva  e  della  podaria  Ï  media  propon^ionale  tra  i  segmenti  che 
la  tangente  ed  il  piano  normale  della  podaria  staccano  sulla  normale  principale  àlk 
curva. 

Ricordando  i  coseni  direttori  della  binormale  e  della  normale  principale  della  po- 
daria (§  13),  si  ha  che  le  equazioni  del  piano  osculatore  e  dd  piano  rettificante  della 
podaria  sono  rispettivamente 

^„        ^cos*6   ,    ^^   ,    ^senOcosO 
_(X  — x)-^  +  r5  +  Z =  0, 

—  (X  — x)2ïcose—  K— +  Zäsene  =  o; 

s  A 

quindi  le  parti  che  questi  piani  staccano  sulla  binormale  della  curva  C  sono , 

X  r  3,  il  cui  prodotto  è  —  x^  cos*  6,  dunque  :  in  valore  assoluto,  la  proiezione  di  MM^ 
su  p  h  media  propor;^ionale  tra  i  segmenti  che  il  piano  osculatore  ed  il  piano  rcttìficanU 
in  M,  alla  podaria  staccano  sulla  binormale  della  curva  in  M. 

17.  Particolari  sviluppabili  T  della  cur\'a  sono  i  coni  che  si  ottengono  conduccnco 
da  un  punto  fìsso  le  parallele  alle  sue  tangenti,  ossia  i  coni  direttori  delle  sue  tangeni 

Infatti,  dette  x,,  )\y  :^^  le  coordinate  di  un  punto  fisso  P,  r^;gono  le  condiztó 
di  immobilità 

^    ^  ds         p      *  ^       ds         r  ds  ^^  f    ^^  r  ' 

la  seconda  delle  quali  non  è  altro  che  la  (24)  ed  è  soddisfatu  anche  dalle  coordinait 

di  qualunque  altro  punto  del  cono. 

Studiare  le  cur\'e  di  uno  di  tali  coni  equivale  a  far  lo  studio  delle  curve  di  m 
cono  riferendole  ad  una  cur\-a  con  le  tangentf  parallele  alle  generatrici  rettilinee  Ü 
cono,  cioè  a  qualche  cosa  che  è  esclusivamente  proprio  del  cono;  mentre  che  perso 
lito  questo  studio  lo  si  fa  riferendosi  ad  una  curva  particolare  del  cono  stesso. 

Per  queste  curve  valgono  i  risultati  generali  dei  $  13  e  14. 
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Le  funzioni  /  e  0  per  una  curva  qualunque  del  cono  si  ottengono  dalle  forinole 

(29)  /sene  =  j^,         /cose=-i 

che  si  deducono  dalle  (25),  applicandole  al  punto  M^  (x  +  ^  >, ,  :Ci)  ^  tenendo  pre- 
senti le  (28). 

Le  linee  di  curvatura,  0  traiettorie  ortogonali  alle  generatrici  del  cono,  si  ottengono 
portando  sulle  generatrici,  a  partire  dal  vertice,  un  segmento  costante  t  e  le  loro  equazioni 
intrinseche  si  hanno  eliminando  s  tra 


Infatti  per  le  linee  di  curvatura  di  una  sviluppabile  T  è  6  =  0,  quindi  per  le  (29) 

t  =  costante    ed    /  =  — ; 

P 

sostituendo  nelle  (21)  e  seguenti  si  hanno  le  formole  scritte. 

Si  ha  che  —  =  0  solo  quando  è  costante  —,  ed  allora  è  costante  anche  p^, 

ossia  le  linee  di  curvatura  sono  circoli  ;  dunque  :  proprietà  caratteristica  di  un'elica  ci- 
lindrica  h  che  il  cono  direttore  delle  sue  tangenti  l  circolare. 

Le  geodetiche  di  un  cono  si  ottengono  portando  sulle  generatrici,  a  partire  dal  ver- 

tice,  il  segmento  t  = z ,  ove 

^  cos  6  ' 

con  Act  costanti  arbitrarie;  le  loro  equa:(ioni  intrinseche  si  hanno  eliminando  s  tra 
(30)  s^  =  Atg%     P.  =  — r^,     r,= 


p  cos^  6  '       '       p  sen  6  cos*  6  ' 

TT 

Uinclina^ione  di  una  geodetica  sulle  generatrici  l  ç  = 6. 

Infatti  le  geodetiche   di   una   sviluppabile    T  della   curva    C  si  hanno  ponendo 

:5  =1 ;7~  ^^  ^'  da  cui  si  ricava  0  con  una  quadratura.   Inoltre  dalle  (29)  si  ha 

dt        ds      g.  A  JA 

—  =  — tge  =  tgOde, 

da  cui  t  = ^ ,  con  A  costante  arbitraria.  Poi 

cos  6' 

/=^sene  +  -Lcose  =  ^(^sene)  =  ^/.tge=-^, 
•^       ds  '     p  ds^  ^  ds  ^         pcos'6' 

quindi 

s,=Jfds  =  Atgfi. 
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Infine  p^  ed  r,  si  deducono   dalle   formole   genenU  dd  $  13,  ponendovi  d  =  o 

Essendo  t  =: sq[ue  che  :  sviluppando  il  cono  sul  piamo   le    sue  geodeticbi  si 

rettificano.  i 

S^;ue  pure  che  ^  è  la  distanza  del  vertice  dd  cono  da  una  tangente  qualunque  | 

di  una  geodetica,  dunque  :  il  vertice  di   un   cono  è  equidistanle   da  fuite  le  tangenti  ä 

una  sua  geodetica  ;  ossia  :  la  podaria  del  vertiu  di  un  cono  rispetto  ud  una  sua  gioà- 

tica  i  una  curva  sferica. 

Essendo  5^  =  -^  tg  6  =  -^  cot  9,  si  ha  che  :  la  luf^bei:^a  delVarco  di  una  geodetica 

di  un  cono  è  la  distan:^a  dell'estremo  delVarco  dalla  proiei(}ont  del  vertiu  del  cono  sulk 

tangente  in  detto  estremo;  ossia  :  la  podaria  del  vertiu  di  un  cono  rispetto  ad  una  su 

geodetica  è  una  evolvente  di  qtusta. 
Dalle  (30)  s^^e  facilmente 

^.^  =  ^p.• 

Viceversa  da  questa  relazione  segue  che  il  punto  ( —  j,  ,  A^  o)    soddisfa  aDe  tre 
condizioni  di  immobilità,  rispetto  alla  cur\'a  C, ,  ossia  che  i  piani   rettificanti  della  C, 
concorrono  in   un   punto,   cioè  in\ìluppano   un   cono,   sul  quale    C^  è  una  geodeda  1 
(perchè  ogni  cur\'a  è  geodetica  sulla  sua   s\ìluppabile  rettificante).   Dunque  :  propriti  1 
caratteristica  delle  geodetiche  di  un  cono  Ï  che  in  esse  la  torsione  varia  come  il  prodctts 
della  flessione  per  l'arco. 

Supponendo  Ô  costante,  si  hanno  le  eliche  del  cono.  Si  trova  fadlmente  che: 
l'arco  e  le  curvature  di  un'elica  di  un  cono,  che  incontra  le  generatrici  sotto  Vangolo  9, 
sono  dati  dalle  formole 


ove 


ed  h  h  una  costante. 

Infatti  le  (29)  danno 


'       sen  9'       P,    "  r    ^  P*     ' 

.  p*  sen  9  -j- 1  —  I 

/ ^         ^ ds  VP/        CO8Ç 

r,   ""  r'  -[-  p'  sen'  ç  T"' 

•^         p  sen  9  ' 


dt        ds       . 
/  p   ^   ' 


P 

da  cui,    essendo  ?  =  -^ ^  Tinclinazione  dell'elica  sulle  generatrici^  s^ue  per  t  i 

valore  scritto.  Poi  dalle  stesse  (29)  e  dalla  precedente,  si  ha 

r       àt       ^   ,     t 

/=-=— sen»-| cos  6  = 

-^       ds  '     p 


psenf 


I 


da  cui 
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'       J -^  senç  j     p         sen<pj  senç 


Infine  p^  ed  r,  si  ottengono  dalle  forinole  generali  del  §  13,  ponendovi 


Si  può  scrivere 


2        ^^        ds         ^  p 


ove  d  è  l'arco  dell'indicatrice  sferica  delle  generatrici  del  cono,  quindi  :  sviluppando  un 
cono  sul  piano  le  sue  eliche  diventano  spirali  logaritmiche. 

Dall'espressione  di  5,  segue  che  :  Varco  di  un'elica  di  un  cono  (come  per  le  geode- 
tichej  i  eguale  al  segmento  della  tangente  condotta  nell'estremo  dell'arco,  compreso  tra 
questo  estremo  e  la  proie^jone  del  vertice  del  cono  sulla  tangente;  ossia:  la  podaria  del 
vertiu  di  un  cono  rispetto  ad  una  sua  elica  h  una  evolvente  di  questa. 

Per  finire,  considero  sul  cono  la  curva  che  si  ottiene  per  t  =  —  2  x,  ossia  la 
curva  luogo  del  punto  ( —  x, ,  )f, ,  ;(,)  che  h  la  curva  descritta  dall'immagine  di  un 
punto  luminoso  fisso  P  rispetto  ad  uno  specchio  mobile  (il  piano  normale  di  C). 

Gli  elementi  di  questa  curva  sono  dati  dalle  formole  generali  del  §  13,  qualora  in 
esse  si  ponga 

Questi  valori  di  /  e  0  si  deducono  dalle  (29),  ponendovi  t  =•  —  x  t  tenendo  pre- 
sente la  prima  delle  (28). 

V. 
Curve  piane. 

18.  Tutu  i  risultati  precedenti  non  cessano  di  sussistere  nel  caso  di  una  curva 

piana  C;  anzi  le  formole  diventano  alquanto  più  semplici,  perchè  ora  —  =  0. 

Le  sviluppabili  B  sonò  cilindri  e  le  sviluppabili  T  sono  piani  paralleli  al  piano 
delia  curva. 

19.  Risultati  molto  più  semplici  e  più  interessanti  si  hanno  considerando  le  sole 
deformazioni  infinitesime  nelle  quali  la  curva  non  esce  dal  suo  piano. 

Volendo  applicare  tutti  i  ri3ultati  precedenti  sen^a  uscire  dal  piano  della  curva,  do- 
vremo supporre 

2-  =  o,  v  =  0,  y=y^=y^  =  o. 

Per  effetto  di  una  deformazione  infinitesima  il  pimto  generico  M  subisce  imo  spo- 
stamento di  componenti  tUy  tw  secondo  la  tangente  e  la  normale  della  curva  C  in  Af  . 
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Il  teorema  del  §  3  diventa  :  la  condi:(ione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  le  funxymi 
Uy  tu  definiscano  una  deformazione  infinitesima  della  curva  C  h 

,    .  du        w 

L'equazione  intrinseca  della  curva  deformata  C 

dm 
IT 


(32)  p'  =  p-f  e-j^, 


ove 

/^    \  dw   .     u 

(33)  -'»=i7  +  y 

Ciascun  elemento  della  curva  subisu  una  SrcLslaxfone  di  componenti  zu,  zv  e  una 
rota'j^one  di  momento  tm. 

Per  le  particolari  deformazioni  considerate  nel  §  4,  si  ha: 

a)  Le  deformaz}oni  che  non  alterano  la  curvatura  della  curva  sono  moti  rigidi.  Gò 
è  evidente,  ma  risulta  pure  subito  dalle  formole  precedenti.  Infatti  p'  =  p  solo  quando 
m  è  costante;  in  questa  ipotesi  le  (31)  e  (33),  posto 

, w_  ,  _  u 

m  '  ^         m  ^ 

diventano 

dx'        v'     ,  dy'    ,    x' 

ds  p     *  '  ds    ^     f 

Or  queste  esprimono  *)  che  il  punto  (x',  y')  è  immobile;  dunque:  la  deforma:(ione 
non  i  che  una  rotaxione  infinitesima  ed  il  punto  (x',  ^')  i  il  centro  istantaneo  di  rotas!Ìone. 

b)  Non  esiste  una  deformazione  infinitesima  nella  quale  ogni  punto  si  sposti  nor- 
malmente alla  curva, 

e)  Esiste  sempre  una  deformazione  infinitesima  nella  quale  ogni  punto  si  sposti  in 
una  direzione  assegnata  nel  piano  ma  che  non  sia  normale  alla  curva. 

e)  Esiste  una  deformazione  infinitesima  nella  quale  ciascun  punto  si  sposta  lungo  la 
tangente  alla  curva  e  lo  spostamento  è  costante. 

In  questa  deformazione  i  circoli  si  conservano;  anzi  i  circoli  sono  le  sole  curve  piane 
che  ammettono  deformazioni  infinitesime  in  sh  medesime, 

20.  Se  da  un  punto  fisso  O  si  spicca  un  vettore  OM^  eguTÌc  allo  spostamento 
MM'  che  Af  subisce  per  una  deformazione  infinitesima  della  curva  C,  la  curva  C  luogo 
del  punto  Af , ,  corrisponde  a  C  per  ortogonalità  di  elementi.  E  viceversa,  come  al  §  é. 
Il  problema  delle  deformazioni  infinitesime  assume  cosi  un  aspetto  finito:  studiare  le 
curve  i  cui  punti  Mj(x, ,  Zx)  soddisfanno  solo  alla  prima 

(34)  ^--^  +  1  =  0 

delle  due  condizioni  di  immobilità. 


*)  QuÀRO,  L  c^  pag.  aa 
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Posto  —  =  0,    >',  =  0  nelle  (ii)  si  ha 

(55)  e  =  o,    7=^'  +  -^ 

ed  il  teorema  del  §  7  diventa:  L'arco  elementare  e  la  curvatura  di  una  curva  C^  cor- 
rispondente a  C  per  ortogonalità  di  elementi  sono  date  dalle  formole 

(36)  55..  =fds,       p.  =/p. 

Per  X,  =  o,  le  (54)  e  (55)  danno  t,  =  P»  /=  7^»  quindi:  l'arco  e  il  raggio 
di  curvatura  dell'evoluta  di  una  curva  sono 

df 

Per  X  =  ky  cosunte,  si  ha  pure  ;(,  =  p  e  la  curva  corrispondente  è  una  curva 
parallela  all'evoluta  di  C. 

Per  x^  =  h  —  Sy  con  la  cosunte,  la  (34)  dà  ;(j  =  o  e  la  curva  C,  è  un'evol- 
vente di  C.  Per  le  (35)  e  (36)  si  ha  che:  Varco  e  la  curvatura  di  un'evolvente  di  una 
curva  C  sono 

'*  —  -^j  L 

■  dSj        Pi  =  Ä  —  s. 


•■=!' 


P 

21.  Passando  al  §  13  e  seguenti  tutte  le  curve  del  piano  hanno  le  tangenti  orto- 
gonali alle  binormali  di  C,  ossia  le  coordinate  (x,,  i^  del  punto  M^  non  sono  legate 
da  alcun  vincolo.  Il  teorema  del  §  13  diventa:  Se  x^  e  x,^  sono  due  f unioni  assegnate 
ad  arbitrio,  l'arco  e  la  curvatura  della  curva  C,  luogo  del  punto  M^  (x, ,  x^^  sono  dati 
dalle  formole 

ove  f  e  6  sono  dati  dalle  formole 

/sen  0  =  ^  _  ^  +  I,        /cos  e  =  ^  +  i^; 
•^  ds         p     *     '        -^  ds    ^     r 

6  i  l'inclinazione  della  tangente  di  C  sulla  normale  di  C. 

Son  queste  le  formule  per  lo  studio  dei  luoghi  geometrici  per  via  intrinseca  *). 

22.  Dal  §  13  si  ha  che  in  un  piano  Varco  e  la  curvatura  della  podaria  di  un 
punto  P(xy  :()  rispetto  ad  una  curva  sono  date  dalle  formole  (36),  ove 

*  X  '         ■^-         p        ' 

oppure  dalle  formole 

'■""/'r'^''      P'  =  2*-pcose' 

ove  t  =  '\/x'-\-:C  =  MP. 


*)  CbsAro,  L  c,  pag.  33. 
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Infatti  jc  =  f  sen  6,  [  =  tœsQ,  quindi 


dB  _         I         cose  t 


,    ecc. 


La  tangente  alla  podaria  in  M^  ed  il  raggio  MP  sono  egualmente  inclinate  sulla 
normale  e  sulla  tangente  di  C  in  M  rispettivamente;  quindi  il  raggio  MP  e  la  normak 
alla  podaria  sono  antiparallele  rispetto  alla  tangente  di  C  in  M. 

La  normale  alla  podaria  in  M^  biseca  il  segmento  MP. 

Morcone,  settembre  1905. 

Gustavo  Sannia. 


INTORNO  AL  TEOREMA  D'ABEL  SULLE  SUPERFICIE  ALGEBRICHE 

ED  ALLA  RIDUZIONE 
A  FORMA  NORMALE  DEGLlNTEGRALI  DI  PICARD. 

Memoria  di  Francesco  Severi  (Padova). 


Adunanza  del  7  gennajo  1906. 


Nella  mia  Memoria  «  //  teorema  J'Abel  sulle  superficie  algebriche  »  *)  ho  dato,  sotto 
varie  forme,  le  condizioni  (necessarie  e  sufficienti)  affinchè  le  curve  di  un  sistema  con- 
tinuo, tracciato  sopra  una  superficie  algebrica,  sieno  tutte  quante  contenute  in  un  me- 
desimo sistema  lineare. 

Queste  condizioni  sono  già  molto  espressive,  come  lo  dimostra,  tra  l'altro,  l'appli- 
cazione che  ne  ho  fatto  alla  determinazione  del  numero  degl'integrali  semplici  di  i*  specie, 
che  appartengono  alla  superficie  **). 

Tuttavia,  se  si  pensa  (come  già  osservavo  nella  citata  Memoria)  che  sopra  ima 
curva  algebrica  l'ordinario  teorema  d'AßEL  dà  le  condizioni  di  equivalenza  di  due  gruppi 
di  un  ugual  numero  di  punti — cioè  di  uno  stesso  sistema  continuo  —  mediante  U  sem- 
plice confronto  delle  somme  degl'integrali  abeliani  nei  punti  di  quei  due  gruppi,  sorge 
la  questione  di  determinare  maggiormente  «  il  teorema  d'ABEL  sulle  superficie  algebri- 
che »,  assegnando  le  condizioni  di  equivalenza  di  due  curve  D, ,  D,  di  uno  stesso  si- 
stema continuo,  senza  nulla  sapere  delle  altre  curve  del  sistema. 

Il  teorema  principale  del  presente  lavoro,  risponde  in  parte  a  tale  questione,  affer- 
mando che,  quando  nei  punti  dei  gruppi  ove  le  D^ ,  D^  segano  una  curva  C  fissata 
in  un  sistema  continuo  (di  grado  >  o),  gl'integrali  semplici  di  i*  specie  appartenenti 
alla  superficie  F,  danno  somme  uguali,  due  equimultipli  convenienti  delle  D,.,  D,,  ap- 
partengono ad  uno  stesso  sistema  lineare  (Teorema  IV). — É  in  particolare  notevole  la 
forma  che  assume  il  teorema  quando  C  appartiene  al  sistema  continuo,  cui  apparten- 
gono le  D, ,  D,  (Teorema  V)- 

Ma  si  può  anche  abbandonare  l'ipotesi  che  le  due  curve  D^ ,  D^  appartengano  ad 
uno  stesso  sistema  continuo,  sostituendovi  l'ipotesi  aritmetica  che  abbiano  lo  stesso  or- 
dine, lo  stesso  grado  virtuale,  e  che  si  seghino  in  un  numero  di  punti  uguale  al  loro 
grado:  ciò  in  virtù  di  un  teorema  che  riferirò  a  suo  tempo  e  che  si  troverà  dimostrato 
in  una  mia  Memoria  di  prossima  pubblicazione. 


•)  Annali  di  Matematica  pura  ed  appKcata,  serie  III,  t.  XII  (1905),  pp.  55-79. 

**)  Veggasi  l'Introduzione  alla  stessa  Memoria,  ove  si  troveranno  le  citazioni  relative  all'argomento. 

Rmd.  Circ.  MaUm.  Faltrmo,  tomo  XXI  (1906).  —  Stampato  il  la  febbrftjo  1906.  )| 


3^9  piAVCEsco   smrimt. 

Si  giunge  cosi  al  risaluto  seguente: 

Se  sopra  una  superficU  F  s^yn  tracciaU  due  cmrvt  D^ .  D^  ddlo  stesso  ardine,  tali 
che  i  lyro  gradi  sieno  ambedue  upudi  al  numero  delle  laro  mterse^iom  e  che  gTintegrâi 
di  f  spedi  della  F  dieno  le  susse  somme  nei  gruppi  act  le  D^^  D^  tagUdmo  una  curca 
C,  fissata  entro  un  sistema  continue  di  grado  y>  o  (im  partiadare  urna  S€:^iane  piana), 
due  equimultipli  abbastanza  elevati  delle  due  curve,  appartengama  ad  un  meàUsimo  sistema 
lineare  (Teorema  \T). 

Se  si  vuole  confrontare  questo  teorema  axI*orcìnano  teorema  iÌ'Abeu  si  poni  dire 
che  la  considerazione  delle  cue  curve  D. .  D^  soddisfadenti  a  quelle  tali  condiziooì 
aritmetiche,  e  analoga  alla  considerazione  dei  òx  grappi  ài  on  ugual  numero  di  punii 
cui  si  riferisce  il  teorema  d'ABEL. 

Per  giungere  ai  teoremi  sopra  enunciati,  mi  si  è  presentata  la  necesâti  di  ridurre 
a  forma  normale  gi'int^ali  di  Pic\u>  delle  ere  specie,  che  appartengono  ad  una  so- 
perfide  algebrica.  Questa  riduzione  è.  socio  certi  riguardi,  analoga  afla  riduzione  a  fonca 
normale  degl'integrali  abeliani  appartenenti  ad  una  curva  algdnica;  ma  l'analogia  noe 
è  eoa  perfetu  da  permecere  un  ovvio  trasporto  delle  prcqirìeti  noce  dei  campo  abdiana 

Anzitutto  qua,  per  difetto  di  una  rappresentazione  reak  dell'ente  complesso,  dx 
cada  sotto  l'immediato  dominio  dei  sensi,  non  si  può  adottare  pei  cicli  normali  deDi 
corrispondente  varietà  riemanniana,  una  definizione  analoga  a  quella  dei  tagli  norma 
di  una  superfide  di  Riemavx;  né  si  possono  eoa  facilmente  maneggiare  gl'integnE 
normali  di  2*  spede,  perchè  occorre  definirli  in  relarione  ad  una  curva,  assunta  come 
polare,  ed  enn'a  quindi  in  giuoco  un  nuovo  elemento,  che  non  ha  riscontro  nel  campo 
abeliano,  ed  e  ia  funzione  residua  indi\-iduau  da  ogni  int^rale  normale  sulla  propria 
curva  polare. 

II  leuore  si  farà  subito  un'idea  delle  nuo\-e  difficoltà  che  qua  si  presentano,  quandc. 
dall'espressione  di  una  funzione  razionale  della  superficie  medunte  gfintegrali  nonni: 
di  2*  specie  Qj  3),  voglia  ricavare  il  numero  delle  costanti  arbitrarie  che  entrano  ndk 
funzione  razionale  stessa. 

Tuttavia  in  qualche  parte  l'analogia  è  perfetu:  ma  io,  pur  succintamente,  hoc^i 
du  to  opportuno  di  fissare  anche  quei  concetti  che  si  delineano  da  sé«  a  chiunque  abbi 
familiarità  con  queste  teorie. 

S  I.  —  Cicli  lineari  normali  d'una  superficie  algebrica. 

I.  Generalità.  Costruzione  di  un  sistema  primitivo  di  cicli  lineari.  —  Sia  p  z=r^i 
l'ordine  di  connessione  lineare  della  varietà  riemanniana  ì\  a  quattro  dimensioni,  i  ff 
punti  reali  rappresentano  i  punti  compiessi  di  una  superficie  algebrica  (irriducibile)  f 
e  sieno  e,,  <?,,  . . . ,  5,,  r  cicli  lineari  distinti  della  /'  (o  della  superficie  f  )  ♦). 


•)  Pei  concetti  di  connessione  lineare,  di  cicli  disànn.  etc^  rimando  il  lettore    alla     Théorit  * 
fondioms  algibriques  de  deux  variMes  tmiifeniMUs  di  Picard  et  Suiart  [Paris,  Gauthier- Vìllars], 
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Se  (T  è  un  altro  ciclo  arbitrario  della  F,  ed  (o,  w^ ,  . . .  ,  co^  sono  i  periodi  di  un 
integrale  di  Picard  della  2*  specie,  appartenente  ad  F,  rispettivamente  lungo  i  cicli  <i, 
<Tj ,  . . .  ,  (T^ ,  si  ha  tra  le  0)  l'equazione  lineare 

(1)  wco  =  m,&)j  -j-  m^cùj  +  •  •'  +  ^r^ry 

a  coefficienti  interi  (positivi  o  negativi)  indipendenti  dalVintcgrale  J  considerato. 

Anzi,  poiché  i  valori  delle  w^,  &)^,  ...  ,  w^  si  possono  assegnare  ad  arbitrio,  il 
periodo  w  non  potrà  esser  nullo  in  corrispondenza  ad  ogni  integrale  /,  se  non  quando 
sia  m^=^  m^=i  •  •  •  =  m^  =  0,  cioè  soltanto  quando  (x  possa  ridursi  ad  un  punto  per 
deformazione  continua. 

Supposto  che  <i  non  sia  riducibile  ad  un  punto,  saranno  diversi  da  zero  alcuni 
dei  numeri  m^ ,  . . .  ,  m^  ed  anche  m;  sicché,  dividendo  per  m  i  due  membri  della  (i), 
avremo  : 

(2)  ^=/>,<^.   +/>a^,+    •••    +/>r^r5 

ov^  Pi  ^  Pi  y  '  '  '  j  Pr  ^^^  numeri  razionali,  non  tutti  nulli. 

Se  G\y  (T^',  . . .  ,  (T^  sono  altri  r  cicli  della  F  ed  (ü^ ,  o)^,  . . .  ,  co^  i  relativi  periodi 
dell'integrale  /,  si  avranno  le  relazioni: 

ny^  =  «a,^  +  n^^co,  4.  .  .  .  +  n^^iù^ 


e  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  gli  r  cicli  a'  sieno  distinti,  è  che  il  de- 
terminante X  i  ^11^12  •  '  •  ^rr  ^^^  diverso  da  zero. 

Si  dice  che  i  cicli  d^ ,  <i^ ,  . . .  ,  g^  formano  un  sistema  primitivo,  allorquando  nella 
relazione  (i),  che  lega  il  periodo  o>  ai  periodi  w^ ,  . . .  ,  &)^,  risulta  sempre  m  =  i, 
comunque  si  sceglie  il  dclo  <i.  Riprendendo  un  noto  procedimento  del  Weierstrass  *), 
che  adesso  svilupperemo  per  comodità  del  lettore,  si  giunge  a  costruire  facilmente  im 
sistema  primitivo  di  cicli  lineari  entro  alla  superfìcie  F. 

Essendo  h  un  qualunque  intero  della  successione  i,  2,  . . .  ,  r,  consideriamo  quei 
cicli  lineari  <7  della  F,  in  corrispondenza  ai  quali  la  relazione  (2)  si  pardcolarizza  nella 

^=A^i+/>a^a+  •••  +Ph^hy 
ove  p^  è  un  numero  razionale  positivo  non  nullo,  mentre  />,,/>,,  . . .  ,  />fc_,   son  nu- 
meri razionali  positivi  0  nulli.  Esistono  certamente  deli  soddisfacenti  a  queste  condi- 
zioni :  uno  di  essi  è  <ij  (pel  quale  p^=z  i^  p^  =  p^z=  ...  =  p^_^  =  o). 


(1897),  Gip.  II  e  Gip.  IV,  n°  9.  —  Queste  nozioni  trovansi  pure  riassunte,  sotto  forma  un  po'  diversa, 
nell*introduzione  alla  mia  Memoria  :  SuUe  superficie  algebriche  che  posseggono  integrali  di  Picard  della 
2*  specie  [Math.  Annalen,  LXI  (1905),  pp.  20-49]. 

•)  Cfr.  per  es.  Picard,  Traiti  d'Analyse  [Paris,  Gauthier-Villars],  II,  2"«  éd.  (1905),  pp.  227-228. 
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Tra  i  cicli  della  classe  definita,  fissiamone  uno,  a^y  z  cm  speed  il  minimo  valore 
p^^^  del  coefficiente  p^^;  e  diciamo  p\^\  p^^\  . . .  ,  /^J^^^  i  valori  ài  p^^  p^j  ...,  p^_^  cor- 
rispondenti  al  ciclo  t^  ,  e  (o^  il  valore  dell'int^ale  /  lungo  il  ciclo  medesimo.  Tenen- 
do presente  che  al  ciclo  «Jj  spetta  il  valore  i  del  coefficiente  /),,,  si  vede  che  il  coei- 
ciente  p^^^  della  relazione 

(5)  ^»  =/'?'<-.+/'•>. +  •••+/''>», 

soddisfa  alle  disuguaglianze 

Si  osserverà  inoltre  che  i  numeri  p[^\  . . .  ,  p^J^^^  son  pienamente  determinati,  giac- 
che, in  caso  diverso,  ne  seguirebbe  una  relazione  a  coefficienti  interi  non  tutd  duE 
tra  i  periodi  distinti  w^,  (o^,  . . .  ,  cü^^^. 

Per  A  =  I,  2,  . . .  ,  r  otteniamo  cosi  r  cicli  <i, ,  ff^,  . . .  ,  d^.  Si  noti,  in  prin» 
luogo,  che  questi  cicli  son  distinti,  perche  il  determinante 


p'; 


(>) 


(») 


/>•;' 


o 

0 


o 

0 


o 
o 


hir) 


h(r) 


p';l.  pV 


=p':'p'^ 


p'; 


ir) 


PT  PT  />';'  ■ 

è  diverso  da  zero.  Ora  noi  proveremo  di  più  che  i  cicli  costruiti  formano  un  sistema 
primitivo. 

Sia  infatti 

Tcsprcssione  del  periodo  w,  relativo  ad  un  arbitrario  ciclo  e,  in  funzione  dei  pcrioi 
&)j ,  (0^ ,  . . .  ,  (i>^  relativi  ai  cicli  (x^ ,  <7^ ,  . . .  ,  <t^  dati  inizialmente.  Con  semplici  dhi 
sioni  numeriche  si  possono  determinare  successivamente  i  numeri  razionali  positivi  o 
nulli  P[,  P[,  . . .  ,  P;,  risp.  minori  di  p['\  p[*\  . . .  ,  p['\  in  guisa  che  soddisfino  al 
relazioni  : 


(5) 


Pr  =  \Pr     +  P'r 
Pr-,   =  \P'Z,   +  \.J:ir  +  P'r-, 

Pr-,  =  \p';l  +  \-J'r::' + \-J:zr  +  K-. 
p.  =  \pv  +  \-,pr"  +  •  •  •  +  \p\'' + \p[" + p[. 


ove  Xj ,  \^  . . .  ,  \  son  interi  positivi  o  negativi  o  nulli. 


Sostituendo  nella  (4)  i  valori  di  P, ,  . . .  ,  P^  dati  dalle  (5),  e  ricordando  la  O)! 


verrà: 


Didamo  ora  «  Il  ciclo  «  —  ^,  »,  —  •  •  •  —  X,«t,  (o  un  ciclo  equivalente  a  qnesBJl 
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ed  (0  il  valóre  di  /  lungo  a.  Poiché 

ì:=p>. +?>.+  . ..+PX, 

ove 

a  causa  della  definizione  di  p[^^  dovrà  risultare  P'^  =  o.  Ma  allora,  a  causa  della  defi- 
nizione di  p^^Zi\  dovrà  pure  risultare  P^__,  =  o;  e  cosi  pros^uendo  si  trova 

P'  =  F  =  . . .  =  F     =  F  =  o. 
Da  ciò  segue  che  il  valore  dell'int^ale  /  lungo  il  ciclo  «r,  si  esprime  come  com- 
binazione lineare  a  coefficienti  interi  dei  periodi  co^,  w^,  ...,  &)^,  mediante  la  relazione 

Resta  cosi  dimostrato  che  5e  /),  =  r  +  i  i  l'ordine  di  connessione  lineare  di  una 
superficie  algebrica  F,  si  posson  sempre  costruire  entro  alla  varietà  riemanniana  imma- 
gine reale  di  F,  r  cicli  lineari  distinti,  che  formino  un  sistema  primitivo. 

2.  Sui  deli  lineari  di  una  curva  algebrica  appartenente  ad  una  data  superficie.  — 
Prima  di  passare  alla  costruzione  dei  cicli  normali,  dimostriamo  il  seguente 

Teorema  I.  —  Avendosi  una  superficie  F  di  ordine  di  connessione  lineare  p=r-\'ij 
e  sulla  F  una  curva  irriducibile  C,  appartenente  ad  un  sistema  continuo,  almeno  oo', 
di  grado  >  o,  entro  alla  superficie  di  Riemann  immagine  reale  di  C,  si  posson  sempre 
trovare  r  cicli  distinti  della  varietà  riemanniana  immagine  reale  di  F. 

Suppongasi  infatti  che  sulla  C  si  trovino  soltanto  f  ^r  cicli  distinti  della  F.  Al- 
lora un  integrale  semplice  di  i*  specie  appartenente  ad  F,  riguardato  come  integrale 
abeliano  del  punto  scorrente  sulla  C,  avrà  i  suoi  periodi  riducibili  a  p  distinti. 

Ciò  posto,  indicando  con  q  il  numero  degl'integrali  indipendenti  di  i*  specie  ap- 
partenenti ad  F,  e  con  q'  (^  q)  il  numero  d^l'integrali  abeliani  indipendenti  staccati 
su  C  dagl'integrali  suddetti,  risulterà 

pX2y'  *)    ed    r  =  2q  **); 
onde  q'  uguaglierà  q  soltanto  quando  sia  p  :i=  r . 

Se,  dunque,  p  <  r  vi  sono  q  —  q'  ^  o  integrali  di  /*  specie  della  F  che  su  C 
riduconsi  a  costanti. 

Teniamo  ora  conto  del  fatto  che  la  C  è  variabile  entro  ad  un  sistema  continuo, 
almeno  oo',  2. 

Se  C^  è  im'altra  curva  qualunque  di  2,  facendo  tendere  con  continuità  C^  a  C, 


*)  Vedi  per  es.  il  n°  3  della  mia  "Nota  :  Sulla  differenza  tra  i  numeri  deghnUgrdi  di  Picard  dèlia 
I*  e  della  2*  specie,  appartenenti  ad  una  superficie  algebrica  [Atti  della  R.  Acc.  delle  Scienze  di  Torino, 
XL  (1905),  pp.  288-296]. 

*•)  Cfr.  Castelnuovo,  Sugli  integrali  semplici  appartenenti  ad  una  superficie  irregolare  [Rendiconti 
della  R.  Acc.  dei  Lincei,  XIV  (1905),  pp.  545-556,  593-598,  655-663]. —  Cfr.  pure  il  n®  8  della  mia 
Memoria:  Il  teorema  J'Abel  suüe  superficie  algebriche  (citata). 
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Ogni  ciclo  lineare  di  Q  si  deforma  con  continuità  e  tende  ad  un  ciclo  lineare  di  C 
(eventualmente  ridotto  ad  un  punto)  ;  e  poiché  in  questa  deformazione  continua  del  ci- 
clo non  s'altera  il  valore  lungo  il  ciclo  stesso,  di  un  qualunque  int^^rale  di  i*  spedc 
/  della  Fj  si  conclude  che,  se  /  è  costante  lungo  la  curva  C,  avrà  un  perìodo  nullo 
lungo  ogni  ciclo  lineare  di  Q,  cioè  sarà  costante  anche  sopra  quest'ultìma  curva. 

Dunque  i  q  -^  q'  integrali  costanti  lungo  C,  sono  costanti  lungo  ogni  altra  curva 
di  2. 

Ma  poiché  le  curve  di  2  si  segano  a  due  a  due  almeno  in  un  punto,  ogni  int^ 
graie  di  F  costante  sopra  ogni  C,  lo  sarà  su  tutta  la  F.  Dovrà  quindi  risultare  q — j'=o, 
cioè  p  =  r. 

Osservazione  T.  —  La  condizione  che  il  sistema  21  sia  di  grado  >  o,  è  necessaria 
per  la  validità  del  teorema.  Infatti  sulla  superficie  F  con  due  fasci  irrazionali  uni- 
secantisi  di  generi  />,  />'  (superficie  delle  coppie  di  punti  di  due  curve  di  generi/»,^'), 
si  hanno  p  -^  p'  integrali  indipendenti  di  i*  specie,  dei  quali  p  son  costanti  sulle  cune 
del  fascio  di  genere  />,  e  p'  sulle  curve  del  fascio  di  genere  p'  ;  cioè  sulle  curve  dd  i* 
fascio  si  posson  trovare  soltanto  2/)'(=  r  —  2/>)  cicli  lineari  distinti  della  F,  e  sulk 
curve  del  2°  fascio  se  ne  possono  trovare  soltanto  2p(=  r  —  2/)'). 

Osservazione  II*.  —  Nel  caso  in  cui  la  C  sia  una  sezione  piana  della  data  super- 
ficie F,  la  proposizione  dimostrata  riducesi  al  teorema  che  ogni  ciclo  lineare  di  f  a 
può  deformare  con  continuità  sino  a  ridurlo  a  stare  sulla  C  *). 

Osservazione  III*.  —  Dal  Teorema  I  segue  pure  come  corollario  che  grintegrtB 
semplici  di  2*  specie  appartenenti  ad  F,  staccano  sopra  la  curva  C,  di  cui  nell'enun- 
ciato del  teorema,  r  integrali  abeliani  distinti  di  2*  specie;  cioè  ogni  int^rale  trascen- 
dente di  2*  specie  della  F,  dà  luogo  su  C  ad  un  int^rale  abeliano  trascendente,  e  noo 
già  ad  una  funzione  razionale. 

3.  Costruitone  dei  cidi  normali,  —  Sulla  curva  irriducibile  C,  di  genere  jp,  appar- 
tenente ad  un  sistema  continuo,  almeno  00' ,  di  grado  >  o,  tracciato  sulla  superfide 
F,  consideriamo  le  p  retrosezioni  riemanniane  (tagli  normali),  e  sieno  p^^^,  p  ^  i  due 
cicli  lineari,  seganrisi  in  un  punto,  che  costituiscono  la  retrosezione  d'indice  A(fc=iì 
2,  . . .  ,  p). 

Diciamo  inoltre  (x^ ,  a^ ,  . . .  ,  (x^ ,  r  cicli  distinti  formanti  un  sistema  primitivo  enne 
alla  F  (n°  i).  Allora,  indicando  con  /,  /  due  qualunque  integrali  semplici  di  2*  spci 
appartenenti  ad  F,  con 

i  periodi  di  /,  /  risp.  ai  cicli  p,,  p,,  . . .  ,  p,^,  e  con 

e;,  0;, 


•)  Picard  et  Sxmart,  loc.  cit.,  pag.  86,  n°  11. 
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i  periodi  ài  Ij  J  risp.  ai  cicli  a^ ,  d^,  . . .  ,  g^,  avremo  le  relazioni  a  coefficienti  interi: 

(.,  =  .,.;  +  «,<+...+«,<       (.^,,,,...,,^, 

Dicendo  e  il  contorno  positivo  della  superficie  di  Riemann  C,  resa  semplicemente 
connessa  mediante  i  tagli  lungo  le  retrosezioni  congiunte  a  catena,  si  ha  notoriamente  *)  : 


(7) 


ve  /— I 


Mediante  le  (6)  la  forma  bilineare  del  2°  membro  si  muta  in  una  forma  bilineare 
nelle  t',  Ô': 

/-I  «-I  j^l 

ove  le  k  sono  interi  soddisfacienti  evidentemente  alle  condizioni 

Indichiamo  con  d, ,  J^ ,  . . .  ,  d  /  ove  y  =  —  è  il  numero  degli  integrali  di  i*  specie 
appartenenti  ad  Fj   i  divisori  elementari    (positivi)    del  determinante   emisimmetrico 

UT  =  X  it  *i,*22  •••  *rrj  disposti  in  ordine  di  grandezza  (d^^d^Z,d^^,,.  ^d^). 
ì  Si  può  allora  soggettare  le  t',  9'  ad  una  medesima  sostituzione  lineare  unimodu- 

'    lare  a  coefficienti  interi 

^       ^^  (     Ö;  =  öfc.'^,  +  ^fc,'fa+    •••     H-^^r-^r        V^  =  Z  ±  ^m  ««    •  •  •    ^rr  =  ±  l/    ' 

in  guisa  da  ottenere  identicamente: 


'    (9)  Ì.tK,<%=fd,('^,\^x-r,^A)n 

la  sostituzione  lineare  unimodulare  inversa  della  (8). 


F 


Sia 


*)  Cfr.  per  es.,  Picard,  Traiti  d* Analyse  (citato),  pp.  455-456. 

*•)  Cfr.  Frobenius,  Theorie  der  linearen  Formen  mit  gan:^en  Coefficienten  [Journal  fur  die  r.  und  a. 
Math.,  LXXXVI  (1879),  PP-  146-208];  pag.  165. — Nel  caso  in  cui  il  determinante  K  sia  uguale  all'u- 
nità, la  sostituzione  lineare  che  riduce  a  forma  normale  la  forma  bilineare  ^  ^a^'^a  ^^*  trovasi  anche 
in  Briot,  Théorie  des  fonctions  àbiliennes  [Taris,  Gauthier- Villars,  1879],  pag.  56.  —  Cfr.  pure  Picard, 
Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  des  intégrales  àbiliennes,  etc.  [Bulletin  de  la  Soc.  Math,  de 
France,  XI  (1883),  pp.  25.53]. 
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Allora  noi  considereremo  entro  ad  F  i  nuovi  cidi 

b     G    -i-  b     <X-l-'----(-J     9 
*^ai     I     1^     aa    a     I  1^  "'ar    r 


b   G  -4^  b   <x-|-'«««-4-Ä   ff. 

ri     I      I        ra     a     1^  1^  '^rr    rJ 

e  designeremo  risp.  coi  simboli  v^ ,  v^ ,  . . .  ,  v^  i  cicli  stessi  o  cicli  ad  essi  equivalen 

I  cicli  definiti  v^,  v^,  . . .  ,  v^  sono  tra  loro  distinti  (perchè  B  ^  ó)  e  formai 
evidentemente  un  sistema  primitivo. 

Li  diremo  i  cicli  normali  della  superfìcie  F,  per  la  loro  anabgla,  che  avremo  subì 
occasione  di  constatare,  coi  cicli  formanti  le  retrosezioni  normali  sopra  una  curva  alg 
brica  (cioè  sulla  corrispondente  superficie  di  Riemann). 

Due  cicli  normali  v^  e  v^^j(ä  =  i,  . . .,  y),  i  cui  indici  difFeriscano  di  q  uniti, 
diranno  tra  loro  associati;  i  cicli  v^,  v^,  . . .  ,  v  si  diranno  cicli  normali  del  i""  grup^ 
ed  i  cicli  v^^^ ,  . . .  ,  v^^ ,  risp.  associati  ai  precedenti,  si  diranno  del  2*"  gruppo.  Si  chi 
meranno  infine  periodi  normali  i  periodi  d*un  integrale  semplice  lungo  i  cicli  normal 

Osservazione.  —  Nella  costruzione  dei  cicli  normali  c'è  di  arbitraria  la  scdu  dcB 
curva  irriducibile  C,  la  quale  è  soggettata  alla  sola  condizione  di  appartenere  ad  lu 
sistema  continuo  1,  almeno  00%  di  grado  >  o;  ed  i  cicli  a,,  a^,  . . .  ,  <t^  costitucnì 
il  sistema  primitivo  di  partenza. 

Si  potri  osservare,  in  primo  luogo,  che  se  la  C  varia  con  continuità  entro  al  si 
stema  1  che  la  contiene,  i  cicli  p^ ,  p^ ,  . . .  ,  p^^  si  deformano  con  continuità,  costituenà 
però  sulla  curva  trasformata  un  sistema  di  p  retrosezioni;  e  i  periodi  <o,  e  degrins 
grali  /,  /,  lungo  i  cicli  suddetti,  restano  costanti.  Onde  le  (6)  continuano  a  sussistere 
e  continua  pure  a  sussistere  la  relazione  (7),  ove  e  denoti  il  contorno  deformato. 

Ne  deriva  che,  qualunque  sia  la  posizione  della  curva  C  entro  al  sistema  contimi 
che  la  contiene,  partendo  dai  cicli  a^,  a^,  , , .  ,  c^  e  applicando  il  procedimento  espisi: 
si  giunge  sempre  agli  stessi  cicli  normali  v^,  v^,  . . .  ,  v^. 

Ma  si  può  inoltre  provare  che  cambiando  il  sistema  dei  cicli  »t,  ,  a  , ç  h 

cui  siamo  partiti,  si  perviene  ad  altri  cicli  normali  v^,   v^,  ...  ,  v^,  tali  che  rintegri 


si  esprime  in  funzione  dei  periodi 


/"^ 


_«,,  9. 9, 

di  /,  /  lungo  i  cicli  v^,  v^,  . . .  ,  v^,  mediante  la  forma  bilineare 


ove 


^  =  'k  (X  =  i ( 
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Invero,  i  due  sistemi  di  cicli  v,  v  essendo  primitivi,  la  sostitiizione  lineare  a  coef- 
ficienti interi  che  fa  passare  dalle  t  (o  dalle  6)  alle  t  (o  alle  6),  è  unimodulare,  e 
quindi  le  due  forme  bilineari 

che  esprimono  il  valore  dello  stesso  integrale,  sono  equivalenti  nel  senso  di  Weierstrass  : 
cioh  hanno  gli  stessi  divisori  elementari  (d^  =  dj . 

Ma  se  si  cambia  il  sistema  continuo  a  cui  appartiene  la  C,  quale  relazione  passerà 
tra  i  cicli  normali  primitivi  e  quelli  che  vengono  a  costruirsi  nelle  nuove  condizioni? 
E,  ciò  che  più  interessa,  si  potrà  scegliere  un  sistema  continuo  tale  che  i  cicli  normali 
costruiti  a  partire  da  una  curva  di  questo  sistema,  dieno  luogo  ad  una  forma  bilineare 
normale  coi  divisori  elementari  uguali  all'unità? 

Sono  queste  questioni  assai  diflScili,  alle  quali  per  ora  non  possiamo  rispondere. 

4.  Proprietà  dei  cicli  normali. — Passando  ad  esporre  le  principali  proprietà  dei  cicli 
normali,  dimostriamo  il 

Teorema  H.  —  Se  l'integrale  semplice  I,  di  i*  specie,  appartenente  alla  superficie 
algebrica  F,  ha  i  periodi  normali 

(0     :^  6t)'   -1-  Ìiù*\       (0     =  Û)'  -(-  Ìco" CO       =  CO*      -|-  fco"   . 

sussiste  la  disuguaglianza 

la  quale  riducesi  ad  un'uguaglianza  solo  quando  I  riduusi  ad  una  costante. 

Questo  teorema  si  dimostra  riprendendo  il  solito  ragionamento  di  Riemann,  che 
conduce  alla  disuguaglianza  analoga  nella  teoria  degl'integrali  abeliani. 

U  Teorema  I  (n°  2)  permette  di  applicare  anche  alla  questione  attuale  il  procedi- 
mento riemanniano. 

Infatti,  per  l'ipotesi  che  la  curva  C,  mediante  cui  si  son  definiti  i  cicli  normali, 
sia  variabile  in  un  sistema  continuo  di  grado  >  o,  l'integrale  trascendente  I  staccherà 
su  C  un  effettivo  integrale  abeliano  di  i*  specie  (Teorema  I).  Ciò  posto,  s'indichino 
con  X  e  con  i  Y  la  parte  reale  e  la  parte  immaginaria  dell'integrale  /,  e  si  consideri 
il  solito  integrale  riemanniano 

(12)  JxdY, 

esteso  al  contorno  positivo  e,  definito  al  n°  precedente.  Le  X,  F,  considerate  come  fun- 
zioni di  un  punto  variabile  sulla  immagine  reale  di  F,  hanno  per  rispettivi  periodi  ai 
cicli  normali  v^ ,  v^ ,  . . .  ,  v^^ ,  le  quantità  reali 

co",  co" co"  ; 

e  considerate  come  funzioni  di  un  punto  scorrente  sulla  immagine  reale  di  C,   hanno 

Rmtd.  Circ.  Metern,  PéUrmo,  tomo  XXI  (1906).  ~  SumiNito  il  la  febbrajo  1906.  )4 


'li» 
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per  rispectivi  pcxiodi  (reali)  ai  ckli  p,,  p,,  , . . ,  p^^,  le  quandti: 
essendo 

e.  =  e:  +  ie:,      e.  =  6;  +  ie';, ...,  e.,  =  e;,  +  ie;; 

>  i  periodi  dell'integrale  /  ai  deli  p, ,  p, ,  . . . ,  p,^ . 

^  Poiché  dalle  0',  6"  si  passa  alle  &>',  u"  mediante  le  formole 

i.  %  =  «/.  Z  «.*  «1  +  "*,.  Z  '».*  "IH H  »/..I  Z  «M.»  "'» 

:  ove  i  numeri  interi  m,  a  son  quelli  già  considerad  nelle  sostituzioni  (6),  (8),  la 

!  bilineare 

Ì(e;.e;'^.-e';e;^.), 

i-i 

che  esprime  il  valore  dell'integrale  (12),  si  muterà,  conformemente  alla  (9),  ne 
ma  bilineare  normale 

Ricordando  che  Tintegrale  (12)  è  essenziahnente  positivo  *),  si  conclude  a 
suguaglianza  (11). 

Osservazione  I*.  —  Una  prima  conseguenza  del  Teorema  II  è   che    nessu 
'.  numeri  interi  positivi  d^ ,  rf^ ,  . . .  ,  d  pub  essere  nullo  **). 

Se,  infatti,  la  prima  d  nulla  fosse  d^,^,  (y'  <;  y),  avremmo  necessariamente 

:  (13)  ^,'^,  =  ^,va  =  •  •  •  =  ^,  =  o, 

giacché  Tannullarsi  della  d^r_^,  implica  l'annullarsi  di  tutti  i  determinanti  d'ordine 
estratti  dal  determinante  /T,  e  quindi  l'annullarsi  di  tutti  i  determinanti  d'ordine 
riore. 

È  facile  ora  costruire  un  integrale  /,  di  i*  specie,  trascendente,  che  abbia  i 
nulli  lungo  i  cicli  v^ ,  v^,  . . . ,  v^,.  Detti  invero  /,,/,,...,  /^  i  y  integrali  ii 
denti  di  i*  specie,  che  appartengono  ad  F,  e  X^^.  il   periodo   dell'integrale    I^   a 
v^.(fe  =  I,  . . .  ,  j';  ;  =  I,  . . .  ,  q*\  basterà  prendere 

I  =  V'^K'^V'J^'\ h^^,. 

ove  le  (X  soddisfino  alle  equazioni  lineari 


•)  Cfr.  per  CS.  Picard,  Traiti  d'Analyse  (citato),  pag.  451. 

•*)  Cfr.  per  es.  Krazer,  Lehrbuch  der  Theiafunkiionm  QLeipâg,  Teubner,  1903],  pag.  xa: 
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Se  la  caratteristica  della  matrice  delle  S  è  q"  (9"  ^  ?'<?),  ^  —  f  "  delle  (x  sa- 
ranno arbitrarie,  e  si  potranno  quindi  assumere  diverse  da  sera  Ma  allora,  riferendo 
le  notazioni  del  Teorema  II  all'integrale  /  ultimamente  costruito,  si  avrebbero,  oltre  alle 
(13),  le  uguaglianze 

coj  ==:  Ci)^  ==   •  •  •   :^  tó^,  ;:i=  tó'/  =:=:  Cû^'  =    •  •  •   i^  iù*^,  ^  O, 

e  quindi  la  forma  bilineare  ^  ^(««>x^j+x  —  ^x^'q-^^ù  risulterebbe  identicamente  nulla: 

dal  che  seguirebbe  la  còsunza  deU'int^ale  /. 

Si  osservi  per  ultimo  che,  essendo 

K  =  (d^d^  ...  d^)\ 
il  determinante  K  risulterà  diverso  da  x^ro. 

Osservazione  H*.  —  Dalla  disuguaglianza  (11)  seguono  pure  queste  altre  conse- 
guenze, che  ci  limitiamo  ad  enunciare,  perchè  derivano  dalla  (11)  còme  le  proprietà 
corrispondenti  degl'integrali  abeliani  derivano  dalla  disuguaglianza  analoga. 

Un  integrale  semplice  di  j*  specie  appartenente  ad  F,  che  abbia  periodi  nulli  lungo 
i  cicli  normali  di  un  medesimo  gruppo,  0  i  periodi  normali  tutti  quanti  reali  0  tutti 
quanti  immaginari  puri,  riducesi  ad  una  costante. 

Le  parti  reali  (0  le  parti  immaginarie  pure)  dei  iq  periodi  di  un  integrale  sem- 
plice di  j"  specie  appartenente  ad  F,  si  possono  assegnare  del  tutto  ad  arbitrio;  cosicchh 
gl'integrali  di  i*  specie  dipendono  da  iq  parametri  reali  (mentre  gPintegrali  di  2*  specie 
dipendono  da  2q  parametri  complessi)  *). 

Un'altra  proprietà  notevole  dei  cicli  normali  viene  espressa  dal 

Teorema  HI.  —  Se  I,  J  son  due  integrali  semplici  di  /'  spedi  della  superficie  al- 
gebrica F,  ed 

(i>    •       6)    .    .  .  .  .    €i> 
*i  J        ®i  >    •  •  •  >   'aj 

sono  i  loro  rispettivi  periodi  normali,  si  ha  la  relazione  bilineare 

(14)  ^^^K  Vi  —  ^  Vx)  =  o, 

ove  d^j  d^j  . . .  ,  d   son  numeri  interi  non  inferiori  alfunità. 

Considerando  infatti  gl'integrali  /,  /  sulla  superficie  di  RiSmann  C,  e  indicando 
con  e  il  contorno  definito  al  n°  3,  avremo  con  Rusmakn 


/■ 


Idf  =  o. 


Questa  relazione  riducesi  alla  (14)  in  virtù  della  definizione  dei  perìodi  normali 
(n°  3). 


*)  Un'altra  dimostrazione  di  questo  teorema,  in  cui  giuoca  la  consideraiiône  delTeqoasioiie  ^S^k- 
renziale  lineare  E  (di  Fuchs-Picard),  trovasi  accennata  in  una  breve  Nota  del  sig.  Picard  (Comptes 
rendus  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  séaiKe  do  3  ayril  1905). 
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Osservazione.  —  Tra  i  perìodi  normali  di  due  intendi  abeliani  appartenenti  ad 
una  curva  di  genere  9,  corre  la  relazione  (14),  ove  però  le  d^  son  tutte  uguali  all'uniti 

Anche  la  relazione  tra  i  perìodi  di  due  int^ali  di  Picard  della  i*  specie,  si  po- 
trebbe rìdurre  ad  una  forma  bilineare  normale,  identicamente  nulla,  e  coi  divisori  el^ 
mentarì  uguali  ad  i,  purché  si  assumessero  come  fondamentali  i  deli 

^,\»    ^a^»  •••»  ^,\y    V«»  •••»%» 
ove  v^ ,  V,,  . . .  ,  v^^  è  un  sistema  di  cicli  normali.  Ma  in  tal  modo,  se  le  J  non  fos- 
sero tutte  uguali  all'uniti,  si  avrebbero  dei  cicli  non  costituenti  un  sistema  primitivo. 

§  3.  —  Integrali  semplici  normali,  delle  tre  specie. 

5.  Integrali  normali  di  j*  specie.  —  Sieno  A", ,  A",,  . . .  ,  K^^  q  integrali  semplici  di 
i^  specie,  tra  loro  indipendenti,  della  superfìcie  algebrica  F  d'irr^olarìti  q\  e  sieno 

i  perìodi  dell'integrale /r^  lungo  i  cicli  v^,  ... ,  v^^  d'un  sistema  normale. 
Osserviamo  anzitutto  che  il  determinante 

7'  =  Z±^,.^«  •••  -f,, 

è  diverso  da  zero  ;  giacché,  nell'ipotesi  contrarìa,  si  potrebbe  formare  una  combinazicme 
lineare  a  coefficienti  non  tutti  nulli,  degl'integrali  A",  in  guisa  che  i   perìodi  di  questa 
combinazione  lineare  ai  cicli  v^,  . . .  ,  v^  fossero    tutti  nulli:  il  che  è  assurdo,  avendo 
supposto  gl'integrali  K  tra  loro  indipendenti  (n°  4,  Teorema  H,  Osservazione  W). 
Ponendo  dunque 

%    i  ifc  \    J^ih  \   M* 

ove  r^j,  r^j,  . . .  ,  r^^  sono  i  coniplemenri  algebrìci  (non  tutti  nulli)  d^li  clemcffii 
della  /;**""*  verticale  nel  determinante  T,  i  periodi  dell'integrale 

lungo  i  cicli  normali  v^,  v^,  . . .  ,  v^_^,  v^^^,  . . .  ,  v^,  rìsulteranno  tutti  nuUi,  ed  il 
periodo  lungo  v^  risulterà  uguale  ad  i. 

Per  Ä  =  I,  . . . ,  j'  otteniamo  cosi  q  integrali,  che  sono  indipendenti  tra  loro,  perchè 
ogni  combinazione  lineare  a  coefficienti  non  tutti  nulli  dei  q  integrali  costruiti,  ha  per 
periodi  lungo  i  cicU  v, ,  . . .  ,  v^  i  coefficienti  stessi,  e  quindi  non  può  mai  ridursi  ac 
una  costante. 

Diciamo 

i  perìodi  dell'integrale  /^  lungo  i  cicli  normali  v^^^ ,  . . .  ,  v^^ .  Il  Teorema  in  applicato 
agl'integrali  /^ ,  /^  (fc  ^  k)y  dà  luogo  alle  ^^ ~  relazioni 


2 
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Riassumendo  la  tabella  dei  periodi  degl'integrali  /^ ,  /, ,  -  -  -  L  i 

I    O    .    .    .   O   W^^CÙ,,    .    .    .    tó,^ 

o  I   .  .  .  o  a>,,6)„  .  .  .  a>,^ 


O  0  ...   I   co^.w^,  .  .  .  co,„* 


ave  i  periodi  w  son  legati  dalle  relas^foni 

essendo  le  d  numeri  interi  non  inferiori  all'unità. 

I  q  integrali  /^ ,  /^ ,  . .  . ,  /^  si  diranno  gVintegrali  normali  di  /*  specie  della  super- 
ficie F. 
i*  6.  Integrali  normali  di  2*  5/)e«e. — Fissiamo  ora  sulla  superficie  F  d'irregolarità  y, 

1'    una  curva  algebrica  irriducibile  Z),  la  quale  sia  priva  di  punti   multipli  e  possegga  la 
.  i  serie  caratteristica  (completa)  di  dimensione  p  X  o  *).  Consideriamo  inoltre  il  sistema 
lineare  \D\,  e  diciamo  X  la  deficienza  della  serie  caratteristica  di  questo  sistema  (cosicché 
la  dimensione  del  sistema  stesso  risulterà  uguale  a  p  — S  -f-  i). 

Prendendo  entro  alla  serie  caratteristica  completa  una  serie  g  di  dimensione  ^  —  i, 

e  non  contenente  nessun  gruppo  caratteristico  del  sistema  |Z)|,  potremo  costruire  S  in- 

É   tegrali  di  2*  specie  £, ,  L,,  . . .  ,  L^,  che  divengano  infiniti  del  1°  ordine  lungo  la  Z), 

ì:    individuando  sulla  curva  polare  altrettanti  gruppi  caratteristici,  tra  loro  indipendenti, 

à    scelti  del  resto  comunque  entro  alla  serie  g  **). 

DI  Mediante  un  ragionamento  che  ho  già  esposto  altrove  ***),  si  giunge  a  dimostrare 

non  soltanto  che  gFintegrali  L^ ,  L^ ,  . . .  ,  L^  son  distinti,  cioè  che  una  loro  combina- 
zione lineare,  a  coefficienti  non  tutti  nulli,  non  riducesi  mai  ad  una  funzione  razionale; 
ma  di  più  ch'essi  son  linearmente  indipendenti,  cioè  che  una  loro  combinazione  lineare, 
lì  a  coefficienti  non  tutti  nulli,  non  riducesi  mai  ad  una  funzione  razionale  aumentata  di 
un  integrale  di  i*  specie. 

Si  può  dunque  enunciare  la  seguente  proposizione,  che  sotto  forma  implicita  è  già 
contenuta  nella  mia  Nota  citata: 

La  deficienza  della  serie  caratteristica  d'un  sistema  lineare  |Z)|,  sopra  una  superficie 
algebrica  F,  uguaglia  il  numero  degl'integrali  linearmente  indipendenti  di  2*  specie,  che 
divengono  infiniti  del  1°  ordine  lungo  una  curva  generica  del  sistema. 

Consideriamo  ora  uno,  L^,  degl'integrali  L^,  L^,  ... ,  L^,  e  diciamo 

Ky    \zj  •••!  ®Mì  (*='»  •••'  ^) 


*»  •)  Pel  concetto  di  serie  caratteristica  (nel  senso  più  generale)  vedi  la  mia  Noto:  Osservazioni  sui 

Wmsistetni  continui  di  curve  appartenenti  ad  una  superficie   algebrica   [Atti  della  R.  Acc.  delle  Scienze  di 
Torino,  XXXIX  (1904)^  pp.  490-506]. 

**)  Vedi  la  mia  Noto:  SuUa  differenza  ira  i  numeri  degl'integrali,  etc.  (dtoto);  n^  i. 


li* 
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i  suoi  perìodi  ai  deli  normali  v^,  v^,  . . . ,  v^^.  Allora  Tint^^rale 

ove  /^ ,  /^ ,  . . .  ,  /^  son  gl'intc^ali  normali  di  i*  spede,  avrà  pericxii  nulli  1 
normali  del  i°  gruppo;  ma  avrà  periodi  non  tutti  nulli  lungo  i  rimanenti  d 
perchè  altrimenti  sarebbe 

Lj  =  6^^/^  -f  ...  +  6^^/^  -f-fiumonc  razionale. 

L'integrale  /  si  dirà  un  integrale  normale  di  2*  specie  relativo  alla  a 
(del  f  ordine)  D. 

Per  h  =  ly  2j  . . .  y  i  otteniamo  in  tal  modo  ^  integrali  normaE  di  2 
lativi  alla  curva  polare  D. 

Supponiamo  ora  che  la  curva  C  di  genere  pj  da  cui  partimmo  per  cos 
normali  v^,  v^,  . . .  ,  v^^  (n°  3),  sia  una  sezione  della  superfide  F  di  equa 

con  un  piano  generico,  y  =:  y^j  dd  fasdo  y  =  cost.  Ci  sarà  pur  lecito  sup[ 
^;  introdurre  restrizioni  essenziali,  che  la  curva  polare  Z),  di  cui  sopra,  non  f 

'f\j  di  alcun  piano  y  =  cost.,  né  giaccia  sulla  F^  =  o. 

';.  Ciò  premesso,  indichiamo  con  t^  il  perìodo  dell'int^ale  normale  /a] 

i;  e  fissiamo  l'attenzione  sull'integrale   j  Jdl^^  ove  7^  è  Tint^ale  normale  d 

1.  che  ha  il  periodo  i  lungo  il  ciclo  v^  associato  a  v^^.  Da  un  lato,  ricorda 

zioni  (7),  (9)  del  n^  3,  abbiamo 

J'jdl,  =  -d,r,; 
d'altro  lato,  indicando  con  iì(xj,  iì(xj,  ... ,  R(xJ)  i  residui  deUa  funzic 

nei  punti  x^,  x,,  . . .  ,  x^  comuni  alle  curve  C,  Z),  abbiamo: 

7^/,  =  2^i[R(ix,)  +  Rix,)  +  • . .  +  RixJl 


I> 


'■  perche  la  funzione  razionale  ,-'  ha  residui  nulli  in  tutti  i  punti  della  C,  e 

/  ha  residui  non  nulli  soltanto  ne'  suoi  poli  x,,  x^,  ...  ,  x^. 
|;  Ma  se  'i^(xyì)  è  la  funzione  residua  di  rango  i  individuata  da  /  sulk 

r  lare  D  *),  e  se  inoltre 

K  =  JAJx-^BJy, 
risulterà 

•)  Skvkri,  Sullf  supnjiiif  alfifbriche  chr  possfggono  inUgraìi  di  Picard,  etc  (citata);  ' 


INTORNO  AL  TEORBMA  d'aBEL  SUtLE  SUPERFICIE  ALGEBRICHE  ED  ALLA  RIDUZIONE,   ETC.         27I 

onde,  in  definitiva,  avremo  le  formole 

9  IP  1 
d   (l6)  T,  =  -  -^  Z,1>(*/)^«(*;)  (a  =  I,  ....  ì), 

a 

che  esprimono  razionalmente,  rispetto  al  gruppo  dei  punti  x, ,  x^ ,  . . . ,  x^  variabili  sulla 
curva  polare,  i  periodi  dell'integrale  normale  di  2*  specie  /,   lungo  i  cicli  normali  del 
2*  gruppo. 
■i  Osservazione.  —  Nel  2°  membro  delle  relazioni  (16),  comparisce  Tarbitraria  y^*y 

ma  siccome  il  1°  membro  è  una  costante  indipendente  da  y^  (che  per   una  a   conve- 
Ï  niente  si  può  anzi  supporre  non  nulla)  ne  deriva  che  la  funzione 

deve  risultare  indipendente  da  y. 

Da  ciò  si  potrebbe  ricavare  nuovamente  la  determinazione  degli  zeri  e  dei  poli 
della  funzione  residua  <fixy7i)y  giacché  la  funzione  razionale  A^^  è  pienamente  cono- 

m  sduta. 

k;  7.  Integrali  normali  di  f  specie.  —  Assunta  sulla  F  la  solita  curva  C  di  genere  /), 

appartenente  ad  un  sistema  continuo  almeno  00',  di  grado  >  o,  a  partire  dalle  p  re- 

;»  trosezioni  (p,p^^.,),  (paP^+a)?  •••  della  C,  costruiamo  i  cicli  normali  v^,  v^,  ...  ,  v^^ 
<leUa  F  (n^  3). 

Preso  quindi  su  F  un  sistema  algebrico  irriducibile  2  (che  può  anche  contenere  la 

Ä  C  parzialmente  o  totalmente)  diciamo  D^ ,  D^  due  curve  di  questo  sistema,  e  UT  un  inte- 
sale semplice  di  3*  specie  appartenente  ad  F,  il  quale  divenga  infinito  (logaritmica- 
mente) soltanto  lungo  le  curve  Z)^,  D^,  coi  relativi  periodi  polari  +  i  e  —  i. 

Si  può  sempre  costruire  un  tal  integrale  considerando  entro   2  un  sistema  alge- 

^^rico  irriducibile  00*,  S,  che  contenga  D^,  D^;  rappresentando  le  curve  di  S  coi  punti 
di  una  curva  piana  (p($y))  =  o,  e  prendendo 

/ir  =  e(';)  +  «(0+---+HÇx), 

>ve  Ej ,  $^,  . . .  ,  Ç;^  è  il  gruppo  dei  punti  di  9  che  rappresentano  le  curve  di  S  uscenti 


la  un  punto  di  f,  e  6($)  =   f  KiÌ)dÌ  è  un  integrale  abcliano  di   3*  specie 


della 


»rva  (p,  il  quale  diviene  infinito  (logaritmicamente)  coi  periodi  polari  -f- 1  e  —  i,  sol- 
ante nei  2  punti  a^ ,  a^  che  rappresentano  Z), ,  D^  *). 

Anzi,  se  si  suppone  che  la  funzione  razionale  intcgranda  ^  ($)  abbia  in  a, ,  a,  poli 

lei  1°  ordine,  si  dimostra'facilmente  che  la  funzione  razionale  -j-  diviene  infinita  del 

^  ordine  lungo  le  curve  D, ,  /),,  cioè  che  lo  sviluppo  dell'integrale  abeliano  K{xyx) 
icll'intorno  di  un  punto  x^Qc^yx^  della  curva  D^{pD^^  non  contiene  altri  termini 


*)  Cfr.  il  n^  I  delb  mia  Nota  :  SuHa  diffirew^a  tra  i  nutnêri^  etc.  (dtataX  ov*è  esposta  la  cosa  del 
itto  analoga  per  grintegrali  di  2*  specie.  « 
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ì  che  non  si  conservino  finiti  in  x^ ,  all'infiiori  di  log  (x  —  x^   Diremo   perdo 

\  A  >  ^a  ^°  ^^^^  logaritmiche  pure  per  Tintegrak  K. 

\  Per  provare  quanto  sopra  è  affermato,  si  osservi  che,  mentre  x  sì  muove  su 

;  y  =  yj  descrìvendo  un  dclo  infinitesimo  avvolgente  il  punto  x^,  i  >.  punti  ^,, 

corrispondenti  ad  x,  descrìvono  altrettanti  deli  infinitesimi  avvolgenti  i  punti  ^^ 
^%  •  "  1  ^l  corrispondenti  ad  x^ .  Ora,  se  x^  è  generico  sulla  curva  D^ ,  x  risu 
zione  olomorfa  di  ^.  nell'intorno  di  ^%  e  ^.  funzione  olomorfa  di  x  nell'iute 
x^  *).  Avremo  dunque: 

■  *  =  'o  +  *.a.-0  +  f.(':.-5D'+---  (con 

Inoltre  anche  C(;J?  •  •  •  »  ^(^0»  J^' »  J^%  •  •  •  »  j- 1  risulteranno  olomo 
l'intorno  di  x^«  e  quindi  in  quest'intorno  avremo: 

('  -  '-^f.  =  ('  -  'j['e.)K' + ìft)§  +  •  •  •  +  '-f-^'è] 
=!:e,)g|[',e.-ïo+<.(i.-w+  ■•■]+♦(»). 

ove  ^  è  una  funzione  olomorfa  di  x,  che  si  annulla  in  x  . 

Passando  al  limite  per  x  =  x^,  e  quindi  per  ;,  =  Ç®,  viene: 


-(tv 


od  anche,  essendo  e 

JK 


lim 


(^-^>^  =  ^C--'^'<-> 


j  IT- 
la  quale  prova  che  in  ogni  punto  di  D^  la  ^  possiede  un  polo  del  i®  ordine 

Ciò  premesso,  suppongasi  che  i  periodi  ^, ,  r^ ,  . . .  ,  :r      di   un    integrale 

spede  /  della  F,  lungo  i  ddi  f^,  p^ p^^,  si  esprimano  in   funzione    dei 

'^.^  '^x^  "  '  t  'aç  ^^o  stesso  integrale  lungo  i  ddi  v^,  v^,  . . . ,  v        mediante 
mole 


;»*f  '^M 


0  =  1. 


ove  le  m  son  interi:  allora  i  periodi  X^ ,  Ì5^,  . . . ,  i^^  dell'integrale  K  lungo  i . 
p, f,,,  si  esprimeranno  in  funzione  dei  periodi  normali  ®,,   0  , 6 


•)  SuUa  a  ferenda  tra  i  mtmrri,  etc,  (dtata"^;  n^  i. 

-)  Dall'ultimi  relaiione  segue  pure  che  —  indixidua  su  D,  una  fiumonc  residua  cos 
gualc  al  residuo  della  funzione  C(ì)  nel  punto  d, .  Che  quella  fimxionc  residua  dovesse  risi 
stante,  «a  prevedibile  a  priiii,  giacché  Imiegralc  A;  esteso  ad  un  dclo  infinitesimo  awolg 
punto  quahnuftte  della  D^ ,  dà  un  valore  costante. 
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Stesso  integrale,  mediante  le  forinole 

ove  anche  le  (x  son  numeri  interi. 
Se  si  pone 

in  forza  dell'ipotesi  che  i  cicli  v  sieno  normali,  la  forma  bilineare 

Ì(^s;.,-vy^;)' 

mediante  le  (17),  (18),  si  muterà  identicamente  nella  forma  bilineare 

9 

Poiché  inoltre 


f' 


;-» 


ponendo  al  posto  di  S .  il  valore  S'.  -(-  a . ,  avremo  : 


/ 


;-i  /-i 


Sostituendo  ivi  i  valori  di  w.,  X'.  dati  dalle  (17),  (i8)j  verrà: 

(19)  fidK  =  ÌdxOxO,.x  -  Vi^x)  +  iC'-x^i  +  ^1  Vx)> 

ove  le  f ,  5  son  numeri  interi. 

In  particolare,  se  chiamiamo  integrale  normale  di  f  specie  relativo  alle  curve  lo- 
garitmiche  (pure)  D^ ,  D^ ,  l'integrale 

n  =  if-e./.-v, e,/,, 

che  ha  i  periodi  nulli  lungo  i  cicli  normali  del  1°  gruppo;  e  se  indichiamo  con  e^, 
e,  j  •  •  •  >  S  Î  periodi  di  U  lungo  i  cicli  v^^, ,  v^^^,  . . . ,  v^^,  la  relazione  (19),  appli- 
cata all'integrale  di  i*  specie  /^  e  all'integrale  di  3*  specie  n,  ci  dà: 


/ 


ove,  secondo  le  notazioni  del  n°  5,  w^^ ,  w^^,^ ,  . . . ,  co^  sono  i  periodi  dell'integrale  nor- 
male /j  ai  cicli  normali  del  2°  gruppo. 

Dicansi  ora:  x|,  x^,  . ..  ,  x^  i  punti  comuni  alle  curve  C,  D,;  x",  x'/,  . . .  ,  x'^ 
i  punti  comuni  alle  C,  Z)^  ;  ed  x  un  punto  variabile  sulla  C  Asportando  dalla  superficie 
di  Rie  MANN  C,  ove  immaginiamo  già  descritto  il  contomo  e,  2  m  dischetti  che  conten- 
gano i  punti  x',  x^,  . . .  ,  x'^j  x'/,  x",  . . .  ,  x^j  e  applicando  il  teorema  di  Cauchy 


•)  Cfr.  per  es.  Appell  et  Goursat,  morie  des  fonciions  àlgihriquês  et  de  leurs  intégrales  [Taris, 
.     Gauthier- Villars,  1895],  pag.  163. 

JImi<.  Gre.  Mûttm.  PéUrmo,  t.  XXI  (  1906).  —  SumpAto  U  13  fcbbrajo  1906.  3$ 


9^4  rsA^sczice  sztzbi. 

aH'naçrîJc    f  I^cVL  fsssc  al  ccmirzi:)  •  cd  Ê bcc£  àà  2m  hodd  ooâ  praticati,  a^ 

perót  Ä  fjza-jae  /.^  hs  rrsirir  r::2:  i=:  ==  :  pcod  òdh  Q  eccczkm  fana  pò  p 
X  .  x"  (j  =  1 •«!),  ov«  hi  resi-  ràpesTramCDS  i^nafi  ad 

Si  conci;: ûc  perarr:*)  coljc  rglzygi  /jKM'wBnrïjlî 

(2o)        i,.,  +  r,  +  5,^,,-j-"  -h^-«  =  |:[A('P-u*p]  (»  =  «.• 

che  ci  condurranno  alla  coEi:pJesa  cssaisâone  âd  teorema  d'ÂBEL  sulle   superficie  : 
bricbe. 

Osservazione.  —  Una  conseguenza  àe^  reìaziom  (20)  è  fl  teorema  : 

Se  D^j  D^  sou  due  curve  di  un  fmdesimc  sistema  cemümuo,  e  C  è  una  curva 
riabile  in  un  sistema  continuo  di  grade  >>  o  fezentualmente  anmddenie  col  sistema 
appartengono  Z),,  DJ,  la  diferen^a  tra  le  somme  dei  valori  assunti  da  un  integ 
sempliu  di  /*  specie  della  F.  nei  punti  dei  gruppi  {CD^^t  (CD,)i  si  mantiene  cast 
al  variare  continuo  di  C. 

Invero,  se  si  suppone  che  C  vari:  con  conùnuiti.  nelle  (20)  rimangono  cost 
<i. ,  t^,  fc>.j,  . . .  ,  to.^.  e  i  numeri  inuri  r,  j;  onde  restano  costanti  anche  i  sea 
membri. 

H  caso  in  cui  C,  D^,  D,  appanengino  ad  un   medesinx)   sistema    contìnuo, 
vasi  gii  considerato  al  n°  4  deUa  mia  Memoria  ciuu  «  //  teorema  d'AsEi.  sulle  sa 
ficie  algebriche  ». 

S  3.  —  Espressione  d'una  funzione  razionale  dell'ente  00' 
mediante  gl'integrali  normali  di  2^  specie. 

8.  Data  sulla  superficie  algebrica  F  la  cur\-a  irriducibile  D,  la  quale  appart 
ad  un  sistema  algebrico  completo  noti  lineare,  almeno  oc*,  un  integrale  di  2*  s] 
che  possegga  la  D  come  cur\'a  polare  del  i**  ordine,  non  riduccsi  in  generale  ad 
funzione  razionale. 

Quali  condizioni  algebriche  debbono  esser  perciò  soddisfatte? 

È  chiaro  che  la  ricerca  di  queste  condizioni  equivale  alla  ricerca   delle    condi 


•)  Cfr.  per  es.  Appell  et  Goursat  (opera  ciuta),  pp.  162-165. 
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affinchè  il  gruppo  caratteristico  individuato  sulla  D  dall'integrale  di  2*  specie  fissato^ 
appartenga  alla  serie  caratteristica  del  sistema  lineare  \D\  *). 

Profittando  degl'integrali  normali  di  2*  specie,  è  facile  scrivere  sotto  forma  esplicita 
queste  condizioni. 

Ritorniamo  perciò  all'ipotesi  che  i  cicli  normali  v^ ,  v^ ,  . . .  ,  v^^  della  superficie  F 
di  equazione 

sieno  costruiti  a  partire  da  una  sezione  C  di  F  con  un  piano  y  =z  y^;  e,  detta  r  la 
dimensione  del  sistema  algebrico  completo  che  contiene  la  curva  D  (che  supponiamo 
non  appartenente  ad  alcun  piano  y  =  cost.),  scegliamo  su  D  r  gruppi  caratteristici  G, , 
^2  y  *  •  •  9  ^r  9  indipendenti  tra  loro,  e  non  appartenenti  alla  serie  caratteristica  del  si- 
stema \D\. 

Sieno  J^j  J2Ì  -  "  y  Jr  E^  ^  integrali  normali  di  2*  specie  che  individuano  sulla 
curva  polare  D  i  gruppi  caratteristici  fissati  (n°  6)  **),  e  Ç,(*JfO>  TaC^^  0>  —  >  ?X*>' 0 
le  funzioni  residue  individuate  su  D  dagli  stessi  int^rali. 

Se  R(^xy7;^  è  una  funzione  razionale  che  posséda  la  D  come  curva  polare  del 
1°  ordine,  poiché  il  gruppo  caratteristico  individuato  da  R  sulla  D  è  linearmente  dipen- 
dente dai  gruppi  G, ,  . . . ,  G^ ,  avremo  : 

<f{xy:0  =  \?^CxyÛ-i \'\9XxyÛ 

ove  (p  è  la  funzione  residua  relativa  ad  JS,  e  X, ,  . . . ,  X,  son  costanti  non  tutte  nulle. 
Ma  allora  l'integrale  di  2*  specie 

(21)  R-\J,-\J, \Jr. 

individuando  sulla  D  una  funzione  residua  idetitkamenl6  ntdla,  tiducd^i  alla  i*  specie; 
e  poiché  i  periodi  dell'integrale  (2ï)  lungo  i  deli  normaU  del  1°  gruppo  son  nulli,  ne 
segue  (n^  4,  Osservazione  2*)  che  esso  riducesi  addirittura  ad  una  costante. 
Sicché,  indicando  con  X  una  costante,  abbiamo  l'uguaglianza 

che  esprime  la  funzione  razionale  R  come  combinas(ione  lineare  a  coefficienti  costanti,  de- 
gl'integrali normali  di  2*  specie. 

Poiché  l'integrale  (21)  ha  i  periodi  nulH  aUche  lungo  i  deli  normali  del  2°  gruppo, 
avremo  [vedi  le  (16)  del  n°  6]: 

(22)  \Ì?.(X,.)^,(*,)  +  \X;?.(*,)^.(*;)+    •••    +M,?r(*;)^.(*,)  =  0, 


•)  Severi,  Sulle  superficie  algebriche  che  posseggono  integrali  ài  Picard,  etc.  (citata);  n°  4. 
**)  Sì  ricordi  che,  se  S  è  la  (Mdenia  della  serie  caràtterìMica  di  4Z>i,  tra  i  »oddetà  iaftegfali  se 
ne  trovano  soltanto  B  linearmente  indifKkidenti 
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ove  Xj ,  x^ ,  . . .  ,  x^  sono  i  punti  comuni  alle  curve  C,  D  ed 

è  il  differenziale  totale  dell'integrale  normale  di  i*  spede  /^. 

Viceversa,  se  le  X^ ,  X, ,  . . .  ,  X^  soddisfano  alle  equazioni  lineari  (22),  Tintegrak 
X,/,+\/aH f-\/r  ^^  ^^^^  i  periodi  nulli  e  quindi  rìducesi  ad  una  funzione  ra- 
zionale. 

Dunque  le  eqiia:^oni  (22),  lineari  nelle  \  esprimano  le  conduzioni  necessarie  e  ji/- 
fidenti  affinchè  un  integrale  di  2*  specie  \/,  +\/,  -f-  •••  'hKJr  ^  riduca  ad  mm 
funzione  razionale^  infinita  del  f  ordine  lungo  la  curva  D. 

Ne  deriva  che  la  dimensione  del  sistema  lineare  completo  \D\  viene  espressa  dalk 
differeni^a  tra  la  dimensione  del  sistema  algebrico  completo  \D\  e  il  numero  q'  ^q ii^ 
equazioni  (22)  tra  loro  indipendenti. 

In  altri  termini:  //  numero  q'  delle  equazioni  (22)  tra  loro  indipendenti,  ugtiagUi 
la  deficienza  della  serie  caratteristica  del  sistema  lineare  |D|. 

Sembra  assai  difficile  tradurre  geometricamente  le  condizioni  di  dipendenza  deb 
equazioni  (22).  Questa  traduzione  geometrica  permetterebbe  di  assegnare  il  significaai 
della  differenza  tra  la  deficienza  della  serie  caratteristica  di  un  sistema  lineare  e  ^ur^ 
golarità  q  della  superfìcie  a  cui  appartiene  il  sistema;  e  quindi  porterebbe  astahüirein 
modo  ben  netto  il  significato  della  sovrabbondanza  di  un  sistema  lineare  di  curve  sopn 
una  superfìcie  irregolare  *). 

La  differenza  q  —  q'^  dal  punto  di  vista  atmale,  è  analoga  all'indice  di  spcdaïd 
di  una  serie  lineare  di  gruppi  di  punti  sopra  una  curva  irrazionale. 

§  4.  —  Maggiore  determinazione  del  teorema  d'Abel 
stille  superficie  algebriche. 

9.  Ritorniamo  ora  alle  due  cur\'e  D^ ,  D^  che  abbiamo  considerato  al  n**  7;  e 
riferiamoci  agli  sviluppi  ivi  contenuti,  conservando  anche  le  stesse  notazioni. 

Denotiamo,  come  di  solito,  con  (^CD^)  il  gruppo  dei  punti  Jc|,  jc^,  ...,  jc'  co- 
muni alle  curve  C,  D^j  q  con  Xfc(^A)  ^^  somma 

e  similmente  scriviamo  X*(^A)  ^^  luogo  della  somma 

Se,  qualunque  sia  Ä,  sussistono  le  relazioni 
(23)  Z*(Ci),)  =  Z*(CDJ    (modd.  periodi), 


•)  Per  le  superficie  regolari  vedi  Enriques,  Ricerche  di  geometria  sulle  superficie    algebriche  |> 
morie  della  R.  Acc.  delle  Scienze  di  Torino,  s.  II,  t.  XUV  (1893),  pp.  171-2323,  S  IV   n*>  2. 
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cioè  le 

Zfc(CA)  =  Zfc(C/),)  +  Wfc  +  ^«fc,  +  «,C«>*a  H h  ^%» 

ove  le  m,  n  son  interi,  in  forza  delle  (20)  avremo  : 

^hh  =  ^k  +  K'^bx  +  K^h^'] h^%  (Ä=i.  ...,?). 

dove  le  a,  b  son  pure  numeri  interi. 

Ciò  premesso,  detto  x  il  punto  variabile  sulla  superficie  data  F,  e  d  il  minimo 
comune  multiplo  (^  d)  dei  numeri  interi  positivi  d, ,  d^ ,  . . .  ,  (i  ,  consideriamo  la 
funzione 


ove  /^ ,  /,,  . . .  ,  /   son  gl'integrali  normali  di  i*  specie  appartenenti  ad  F,  e  D  è  Tin- 
tegrale  normale  di  3*  specie  colle  curve  logaritmiche  Z), ,  D^. 

Percorrendo  col  punto  x  il  ciclo  normale  Vj(fc  =:  i,  . . .  ,  y)  l'integrale 7^  aumenta 
di  I,  mentre  gli  altri  integrali   che  figurano   nell'esponente,   rimangono  invariati.  Ne 

deriva  che,  dopo  la  circolazione,  ^  si  riproduce  moltiplicata  per  e        *  =  i. 
Percorrendo  con  x  il  ciclo  normale  v^_^|^(Ä  =  i,  . . .  ,  y)  l'integrale 

I  a  q 

aumenta  di 


e  quest'espressione,  in  virtù  delle  relazioni  (15)9  rìducesi  alla  forma 


—  «t  = 


Onde  per  la  circolazione  di   x  lungo  v^^^,  ^(x)  si  riproduce  moltiplicata  per 


e         '*  =  I. 


Ne  deriva  che  ^  (x)  i  funzione  uniforme  del  punto  x. 

È  chiaro  che  la  ^  si  mantiene  finita  finché  x  non  appartiene  ad  alcuna  delle  curve 
Dj,  D^,  Vediamo  ora  cosa  accade  quando  x  coincide  col  punto  x^{x^y  x^^  della/),. 

Ricordando  che  il  valore  di  n  lungo  un  ciclo  avvolgente  x^  è  uguale  ad  i,  avremo, 
nell'intorno  di  x,  : 

\ì{xyx)  = rlog(x  —  JCj)  -f-  funz.  olomorfa  in  x,; 

e  quindi  _ 

ove  ^,  è  olomorfa  nell'intorno  di  x, .  Ciò  dimostra  che  il  punto  x,  è  un  polo  (d'or- 
'*   dine  ^  (i)  per  la  *(x). 
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Similmente,  se  x^(x^y:Q  è  un  punto  generico  ddla  D,,  si  ha  nell'intorno  d 

*(x70  =  ^''°f^'-''^*,(*>0  =  (^  -  ^a)'*a(^yOl 

ove  ^,  è  olomorfa  in  x^;  e  ciò  prova  che  x^  è  uno  zero  (d'ordine  2^^  J)  per  la 
rione  *(x). 

Poiché  la  <I>(x)  è  uniforme  e  non  presenta  in  tutta  la  superficie  F  singolari 
natura  diversa  dalla  polare,  si  conclude  che  4»(x)  è  una  funxfone  ra:(ionale,  che  dt 
infinita  soltanto  lungo  la  curva  D^  e  nulla  soltanto  lungo  la  D^. 

Detto  \  l'ordine  d'infinito  di  O  lungo  D^ ,  siccome  D^ ,  D^  s^;ano  un  piano  1 
stesso  numero  di  punti,  X  rappresenterà  pure  l'ordine  di  zero  di  4>  lungo  D^,  eqi 
avremo  le  disuguaglianze: 

X  ^  d,    X  ^  d,    donde  segue  :    X  =  i. 

Riassumendo  otteniamo  il 

Teorema  TV.  —  5^  sopra  una  superficie  algebrica  F  si  hanno  due  curve  D,, 
di  un  medesimo  sistema  continuo,  che  seghino  sopra  una  ter^a  curva  C,  fissata  pun 
tro  ad  un  sistema  continuo  (di  grado  >  o),  due  gruppi  di  punti  nei  quali  gHnte^ 
semplici  di  prima  specie  appartenenti  ad  F  dieno  somme  uguali,  a  meno  di  multipli 
periodi,  allora  esiste  un  intero  positivo  d  tale  che  i  sistemi  lineari  I^DJ,  \dD^\  coincid 

IO.  Supposto  che  le  D^ ,  D^  appartengano  ad  un  sistema  continuo  di  grado  ^ 
nulla  ci  vieta  di  assumere  come  curva  C  una  curva  di  questo  sistema.  Allora  è  fi 
vedere  che  le  condizioni  (23)  risultano  perfettamente  equivalenti  alle  condizioni: 

(24)  L^G,~Z,.(D,D;)  =  Z,G,     (modd.  periodi), 

ove  G, ,  Gj  son  gruppi  caratteristici  di  Z)^,  D^. 

Invero,  per  ogni  posizione  di  C  entro  al  sistema  continuo  cui  appartengono 
Dj,  tra  le  ^h(,CD^)j  ^h(CD^)  sussiste  la  relazione  (25)  (vedi  l'Osservazione  in 
del  §  2)  ;  sicché  se  la  C  variando  con  continuità  viene  infinitamente  prossima  a 
si  ha 

e  se  la  C  viene  infinitamente  prossima  a  Z)^,  si  ha  similmente 

Dal  confronto  di  queste  relazioni  seguono  le  (24). 

Viceversa,  indicando  con  C  una  curva  qualunque  del  sistema  continuo  cui 
partengono  Z), ,  D, ,  in  forza  dell'Osservazione  con  cui  termina  il  §  2,  sussistonc 
relazioni  : 

I»(CA)  -  X»(Ci5J  ^  Z»  G.  -  ZXA  A)  =  Z»(A  A)  -  Z*  G., 

le  quali,  una  volta  ammesse  le  (24),  danno  le  (23). 
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Adottando  per  le  somme  dei  valori  assunti  dagl'integrali  di  i*  specie  della  F  nei 
punti  di  un  gruppo  caratteristico  di  D^  (o  i)  J,  la  locuzione  già  altrove  usata  di  somme 
caratteristiche  *),  il  Teorema  IV  si  può  anche  enunciare  sotto  la  forma  seguente: 

Teorema  V.  —  Sieno  Z), ,  D^  due  curve  di  uno  stesso  sistema  continuo  di  grado 
>  o  appartenente  ad  una  superficie  F:  allora,  se  le  somme  dei  valori  di  un  intégrait 
qualunque  di  i"  specie  della  F,  nei  punti  del  gruppo  (Z),  Z),),  i  uguale,  a  meno  di  mul- 
tipli dei  periodi,  alle  somme  caratteristiche  cui  quell'integrale  dà  luogo  sulle  curve  D^,  D^y 
esiste  un  intero  positivo  d,  tale  che  le  curve  dD^,  dD^  risultano  equivalenti. 

Osservazione.  —  Se  si  suppongono  soddisfatte  soltanto  le  relazioni 

ricordando  che 

Z»  G,  -  I,(Z).  DJ  =  1,(2),  D,)  -  I,  G„ 
si  dedurrà 

Considerando  ancora  l'integrale  normale  di  3*  specie  II  relativo  alle  curve  25^,  D^ 
e  indicando  con  s^  il  suo  periodo  al  ciclo  v    ^ ,  si  avrà  in  tal  caso  : 

2d,h  =  a,  +  b^iù,^-] 1-*,%. 

e  quindi 

W(^x)  =  e     ^''  '*         ^ 

si  ridurrà  ad  una  funzione  razionale. 

Ed  anzi,  ripetendo  il  ragionamento  già  esposto  al  n°  precedente  per  la  funzione 
4>,  si  conclude  che  la  W  diviene  infinita  d'ordine  2d  lungo  D,  e  nulla  d'ordine  2d 
lungo  D^. 

Onde  dall'essere  uguali  le  corrispondenti  somme  caratteristiche  delle  curve  Z), ,  D^ 
si  deduce 

\2dD,\  =  \2dD,\. 

Ma  non  è  escluso  che  possano   essere  identici  anche  due  multipli  inferiori  delle 

A,  A- 

II.  All'ipotesi  che  le  due  curve  Z5, ,  Z),,  cui  si  riferisce  il  Teorema  IV,  apparten- 
gano ad  un  medesimo  sistema  continuo,  si  può  sostituire  l'ipotesi  ch'esse  soddisfino 
a  certe  condizioni  aritmetiche  (che  adesso  preciseremo),  senza  che  la  conclusione  del 
Teorema  IV  cessi  di  valere. 

Però  la  nuova  ipotesi  ci  permetterà  soltanto  di  aflfermare  l'equivalenza  delle  curve 
i  /Z), ,  /Z)j,  con  /  generalmente  maggiore  dell'intero  d,  di  cui  si  parla  nell'enunciato 
a  del  Teorema  IV. 

Le  condizioni  aritmetiche  a  cui  ho  sopra  alluso,  derivano  dal  teorema  seguente: 


Ce; 

•)  n  teorema  ì'Abel  suüe  superficie  algebriche  (citato);  n°  5. 
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«  Avendosi  sopra  una  superficie  F  due  curve  2), ,  D^  dello  stesso  ordine,  che 
«  abbiano  il  grado  vinuale  uguale  al  numero  delle  loro  intersezioni,  si  può  déterminait 
«un  intero  positivo  \  tale  che  le  curve  XD^,  XD^  appartengano  ad  un  medesimo 
«  sistema  continuo  *). 

Se  facciamo  l'ipotesi  che  le  somme  dei  valori  assunti  da  un  qualunque  int^rale 
di  I*  specie  della  F  nei  punti  dei  gruppi  (CJ5,),  (CD,),  ove  le  i5, ,  D^  s^ano  una 
curva  C  fissata  entro  ad  un  sistema  continuo  di  grado  ^  o,  sieno  uguali  tra  loro 
(a  meno  di  multipli  dei  periodi),  risulteranno  pure  uguali  le  somme  cui  di  luogp 
lo  stesso  integrale  nei  punti  dei  gruppi  (XD,,  C),  (XZ),,  C);  sicché  le  curve  Xfl,, 
XD^  si  troveranno  nelle  condizioni  previste  dal  Teorema  IV,  onde  avremo 

\d\D^\  =  \d\DJi. 

Si  perviene  quindi  al 

Teorema  VI.  —  Abbiansi  sopra  una  superficie  algebrica  F  due  curve  D^jD^idk 
stesso  ordine,  i  cui  gradi  virtuali  sieno  entrambi  uguali  al  numero  delle  laro  interstTJffn; 
ed  una  terT^a  curva  C  fissata  in  un  sistema  continuo  (di  grado  >  o)  :  allora,  se  gfv^ 
tegrali  semplici  di  i"  specie  appartenenti  ad  F,  danno  le  stesse  somme  nei  gruppi  ave  k 
C  i  segata  dalle  D, ,  25,,  esiste  un  intero  positivo  l  tale  che  le  curve  ID^,  ID^ri» 
tano  equivalenti. 

12.  Dedurremo  ora  dal  Teorema  FV  dimostrato  al  n^  9,  la  proposizione  de 
segue: 

Se  delle  due  curve  D^ ,  D^  di  cui  si  parla  nelV enunciato  del  Teorema  IV,  Twa^ 
Dj,  Ï  fissa,  e  l'altra  si  pub  far  tendere  con  continuità  a  Z), ,  senzfl  che  le  condi^imìi 
enunciate  cessino  di  esser  soddisfatte,  risulta 

Infatti  i  multipli  secondo  d  dei  gruppi  (^AD^\  (-^A)  s^^iti  dalle  D, ,  Z),  sop 
una  curva  A^  fissata  entro  ad  un  fascio  lineare,  in  forza  del  Teorema  IV  sonon 
loro  equivalenti,  perchè  staccati  dalle  curve  equivalenti  d-D, ,  dD^. 

Se,  quindi,  denotiamo  con  u  un  integrale  abeliano  qualunque,  di  i*  specie,  disttsD 
suUa  A  e  con  {x\ ,  x;,  . . .  ,  x^\  {x[,  x'[,  . . .  ,  x^)  i  punti  dei  gruppi  (^Z>,),  (if DJ 
avremo  : 


ioò  : 


(25)  d\±u{x';)-j_u{x';)\^o. 


•J  Questo  teorema  si  troverà  dimostrato  al  n'*  2  della  mia  Memoria,  Sulla  totalUà  ddU  atn* 
grhrichf  trinciate  sopra  una  superficie  algebrica,  di  prossima  pubblicazione  nei  Mathematische  Ann^ 
Veramente  quando  le  /),  ,  D,  abbiano  il  grado  virtuale  nullo,  si  può  soltanto  afTermare  che  ^ 
tengono  ad  uno  stesso  sistema  algebrico  irriducibile  le  curve  L  +  XD,  ,  L-j-  \D  ove  li* 
curva  conveniente  ;  ma  ciò  non  pregiudica  affatto  le  deduzioni  successive. 


I 
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Ora,  prendendo  come  valori  di  u  nei  punti  del  gruppo  {AD^  quelli  che,  col 
tendere  di  D^  z  D^y  derivano  per  continuità  dai  valori  di  u  nei  punti  del  gruppo 
(^DJ,  la  differenza  tra  le  somme  X  ^(^')j  X^(^p  ^^^^^  ^  ^^o  col  tèndere  di 
D^  a  D,  ;  e  quindi  risulta  tendente  a  zero  anche  il  i°  membro  della  relazione  (25). 
Ma  poiché  questo  1°  membro  si  deve  esprimere  mediante  una  combinazione  lineare  a 
coefficienti  interi  dei  periodi  di  m,  ne  deriva  che  i  coefficienti  di  questa  combinazione 
lineare  son  rigorosamente  nulli,  e  quindi  che  è  nulla  la  differenza  tra  le  due  Somme 
suddette. 

Da  ciò,  in  virtù  dell'ordinario  teorema  d'ABEL,  segue: 

e  quindi,  mediante  l'applicazione  del  Teorema  VI  contenuto  nella  mia  Memoria  citau 
«  //  teorema  J'Abel,  etc.  »  : 

D  =D  . 

Dalla  proposizione  dimostrata  discende  come  corollario  immediato  la  seguente: 

La  condiT^ione  necessaria  e  sufficiente  affinchh  un  sistema  continuo  di  curve  D  sopra 
una  superficie  F,  sia  contenuto  totalmente  entro  un  sistema  lineare,  h  che  la  somma  dei 
valori  di  ogni  integrale  semplice  di  i'*  specie  della  F,  nei  punti  comuni  ad  una  D  e  ad 
una  curva  C,  fissata  entro  ad  un  sistema  continuo  di  grado  >  o,  resti  costante' 
al  variare  continuo  della  D, 

Questo  teorema  differisce  dal  Teorema  VII  della  mia  Memoria  più  volte  citata  sul 
teorema  d'ABEL,  solo  pel  fatto  che  la  curva  C  che  là  si  considerava  (e  che  si  chiamava 
jÌ)  doveva  supporsi  scelta  entro  ad  un  fascio  lineare;  mentre  qui  si  suppone  più  ge- 
neralmente scelta  entro  ad  un  sistema  continuo  di  grado  >  o. 

Ma  ciò  che  è  più  interessante  da  notare,  si  è  che,  ove  s'immagini  acquisito,  con 
un  procedimento  diverso  da  quello  sviluppato  al  n°  8  della  mia  Memoria  sul  teorema 
d'ABEL,  il  risultato  che  il  numero  degl'integrali  di  i*  specie  è  la  metà  del  numero  dei 
loro  periodi  (e  cioè  seguendo  per  es.  la  primitiva  via  del  sig.  Castelnuovo  o  quella 
indicata  dal  sig.  Picard),  reggono  tutti  gli  sviluppi  del  presente  lavoro,  e  quindi  s* 
giunge  a  dare  una  nuova  dimostrazione  del  primo  teorema  d'ABEL,  sotto  la  forma  che 
ho  esposu  nella  Memoria  precedente. 

i3.  Prima  di  terminare  noterò  ancora  il  seguente  corollario  geometrico  della  pro- 
posizione ultimamente  enunciata: 


*)  Il  ragionamento  esposto  conduce  alla  seguente  proprietà  di  geometria  sopra  una  curva  :  Se 
sopra  una  curva  irriducibile  si  ha  una  serie  continua  di  gruppi  di  punti,  tale  che  i  multipli  secondo  d  dei 
gruppi  di  questa  serie  appartengano  ad  una  serie  lineare,  allora  la  serie  stessa  appartiene  ad  una  serie  li- 
neare. —  E  da  ciò,  mediante  Tapplicazione  del  teorema  dimostrato  al  n°  6  della  mia  Memoria  sul  teo- 
rema d*ABEL,  segue  che  :  Se  sopra  una  superficie  irriducibile  si  ha  una  serie  continua  di  curve,  tale  che 
i  multipli  secondo  d  delle  curve  della  serie  sieno  contenute  totalmente  in  un  sistema  lineare,  allora  la  serie 
stessa  è  contenuta  totalmente  in  un  sistema  lineare, 

Rmd.  Circ.  Umltm.  PaUrme,  X.  XJCI  (i9o6).->  StampAto  il  19  febbrajo  1906.  )6 
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5^  sopra  una  superficie  F  le  curve  di  un  sistema  continuo  S  segano  gruppi  t 
lenti  sopra  una  curva  irriducibile,  fissata  entro  ad  un  sistema  continuo,  che  non 
fascio  irrazionale,  il  sistema  S  è  contenuto  totalmente  in  un  sistema  lineare. 

Ê  questa  un'estensione  del  coroliarìo  a)  dimostrato  al   n^   9   della  mia  Me 

sul  teorema  d'ABEL. 

Parma,  15  dicembre  1905. 

Francesco   Severi. 


RISOLUZIONE  DEL  PROBLEMA  DEI  VALORI  AL  CONTORNO 
PER  ALCUNE  CLASSI  DI  EQUAZIONI  ALLE  DERIVATE  PARZIALI 

Memoria  di  Tommaso  Boggio  (Genova). 


Adiuunza  del  io  dicembre  190$. 


Nella  Memoria  precedente  :  Sulle  funT^ioni  di  Green  d'ordine  iw,  pubblicata  nel 
tomo  XX  (1905)  di  questi  Rendiconti,  ho  stabilito  alcune  proprietà  generali  delle  fun- 
zioni di  Green  d'ordine  m  ;  nella  presente  Memoria  mi  propongo  di  esporre  l'applica- 
zione di  esse  alla  risoluzione,  col  metodo  delle  approssimazioni  successive,  del  problema 
dei  valori  al  contorno  (Randwertaufgabe)  per  alcune  classi  di  equazioni  alle  derivate 
parziali,  di  ordine  2m. 

Nel  Gap.  I  considero  un'equazione  della  forma  A^^u  =  F  (ti),  ove  F(u)  è  un'e- 
spressione lineare  in  w  e  nelle  sue  derivate  parziali  dei  primi  2  m  —  2  ordini,  e  dimo- 
stro che  data  un'area  semplicemente  connessa  e  sufficientemente  piccola,  si  può  sempre 
trovare  un  integrale  regolare  di  detta  equazione,  che  sul  contorno  dell'area  assuma  colle 
sue  derivate  normali  sucussive  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  valori  assegnati.  Considero 
perciò  anzitutto  un'area  circolare  e  mostro  che  se  è  abbastanza  piccola,  si  può  risolvere 
la  questione  proposta  mediante  un  metodo  di  approssimazioni  successive,  analogo  a 
quello  esposto  dal  Picard  nella  sua  Memoria  :  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  et  la  méthode  des  approximations  sucussives  [Journal  de  Mathématiques,  4*"* 
série,  t.  VI  (1890)]  *).  Indi  esamino  un  caso  in  cui  F(u)  contiene  anche  delle  de- 
rivate di  ordine  2  m  —  i,  ed  elimino  queste  derivate  mediante  un  opportuno  cambia- 
mento della  funzione  incognita;  tale  eliminazione  si  trova  poi  anche  applicata  altre  volte 
in  seguito.  Infine  passo  al  caso  generale  di  un'area  piana  semplicemente  connessa,  e 
mediante  la  rappresentazione  conforme  su  un  cerchio  mi  riduco  alla  questione  prece- 
dentemente trattata  per  l'area  circolare  **). 


*)  Vedasi  anche  :  Picard,  Sur  la  déterminatUm  des  intégràUs  d'une  équatum  aux  dérivées  parüeU 
les,  etc.  [Journal  de  Mathématiques,  5^<"«  série,  t.  II  (1896)]  ;  Sur  la  déterminatUm  des  intégrales  de  cer- 
taines équations  linéaires  du  second  ordre,  etc.  [Journal  de  Mathématiques,  5^»«  série,  t.  VI  (1900)]. — 
DiNi,  Sur  la  méthode  des  approximations  successives,  etc.  [Acta  Mathematica,  t.  XXV  (1902)]. 

**)  Questo  procedimento,  basato  sulla  rappresentarione  conforme,  trovasi  già  adoperato,  per  equa, 
zioni  di  4^  ordine  nella  mia  Nota:  SuWequilibrio  delle  piastre  elastiche  incastrate  [Rendiconti  della 
R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  5^  voL  X,  1°  sem.  1901,  pp.  197-205]. 
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Si  possono  pure  integrare,  con  approssimazioni  successive,  equazioni  non  lineari 
dine  2  m  :  questo  è  mostrato  nel  Cap.  II,  nel  quale  considero  dapprima  un'area  « 
lare  e  stabilisco  che  se  essa  i  sufficientemente  piccola,  si  può  sempre  trovare,  meù 
approssimazioni  successive,  un  integrale  regolare  deirequas(ione  \^u  =/(«),  [mx 
indica  una  funzione  data,  non  più  lineare^  di  m  e  delle  sue  derivate  parziali  dei  ] 
2  m  —  2  ordini],  che  sul  contorno  assuma  colle  sue  derivate  normali  successive  dei  j 
m  —  I  ordini,  dei  valori  assegnati;  il  metodo  che  seguo  k  un'estensione  di  quello 
perato  dal  Picard  per  equazioni  non  lineari  di  2^  ordine.  Passo  quindi  ad  un 
piana  semplicemente  connessa,  e  colla  rappresentazione  conforme  su  un  cerchie 
riduco  al  problema  già  risolto  per  l'area  circolare. 

Considero  da  ultimo  il  caso  in  cui  /(»)  non  contiene  derivate  della  funzioDC 

Il  metodo  delle  approssimazioni  successive  può  estendersi  facihnente  al  casce 
campo  sferico,  come  faccio  vedere  nel  Cap.  Ili;  prendo  in  esame  dapprima  equa 
lineari,  poi  in  modo  speciale  una  equazione  non  lineare  della  forma  A^^tF=F(x,  y,  : 
in  cui  F  non  contiene  derivate  della  funzione  incognita  v. 

Nel  Cap.  IV  mostro  come  il  metodo  delle  approssimazioni  successive  possa 
applicarsi  con  vantaggio  all'integrazione  di  sistemi  di  equazioni  differenziali.  Consi 
infatti  un  sistema  di  due  equazioni  differenziali  lineari  di  ordine  2i»,  e  faccio  ¥C 
che  se  Varea  che  si  considera  h  abhastanxfl  piccola^  esistono  sempre  due  funxfoni  reg 
che  soddisfinio  alle  equa:^ioni  date  e  che  assumono  sul  contorno,  colle  loro  derivate 
mali  successive  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  valori  assegnati.  Stabilisco  dapprima  qi 
proprietà  nel  caso  di  un'area  circolare,  poi  mediante  una  rappresentazione  confo 
per  un'area  qualunque,  semplicemente  connessa. 

I. 
Equazioni  lineari  con  due  variabili  indipenidentL 

I.  Non  sarà  inopportuno  richiamare  brevemente  qualche  proprietà,  dimostratti 
mia  Memoria  citata,  che  ci  sarà  utile  nel  seguito. 

Consideriamo  un  campo  circolare  n,  di  raggio  i?,  limitato  da  una  drconfen 
5,  e  diciamo  n  la  direzione  della  normale  ad  s  volta  all'interno  di  <r.  Sia  poi  F(x 
una  funzione  data,  continua  colle  sue  derivate  prime,  e  consideriamo  la  funzione 
regolare  in  a,  che  soddisfa  alle  equazioni: 

/  A,^  r  =  F        (in  <t) 

^)  ^  r  =  ^  =  ...  =  -^-^^  =  o      (su.)    V         dx-t-dy 

essa  è  data  dalla  formola: 
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ove 

ed  (x,  y)  è  un  punto  di  <r,  G^  la  funzione  di  Green  d'ordine  m  e  di  i*  specie  avente 
tale  punto  per  polo,  e  d<j  l'elemento  d'area  attiguo   al   punto   variabile  d'integrazione 

Si  ha  poi   G^  ^  o  in  <r,  secondochè  tn  è  pari  o  dispari. 

Inoltre,  indicando  con  <I>  il  massimo  valor  assoluto  di  F  in   <r,  e  con  D'  V  una 
qualunque  delle  derivate  d'ordine  i  (rispetto  ad  x,  y)  della  funzione   F,  sussistono  le 
disuguaglianze 
(3)  |Z)'rf<X,^'-'4.  0  =  0.  ......  2m-i). 

ove  \.  è  una  costante  numerica  positiva.  Da  esse  risulta  che  le  derivate  parziali  dei 
primi  2  m  —  i  ordini  della  funzione  V  sono  finite  anche  nei  punti  del  contorno,  e  ten- 
dono a  %ero  quando  il  cerchio  <j  descresu  indefinitamente. 

Nel  caso  di  una  sfera  di  raggio  R^  la  funzione  V  che  soddisfa  ad  equazioni  della 
fqrma  (i)  è  data  ancora  da  una  formala  analoga  alla  (2),  ove  però  t  ha  il  valore: 

k  =z{2m  —  2)  !  4  TU, 

e  naturahnente  sussistono  le  disuguaglianze  (3)  e  il  teorema  or  ora  enunciato. 

2.  Ciò  premesso,  indichiamo  con  F{u)  un'espressione  lineare  in  w  e  nelle  sue  de- 
rivate parziali  successive  dei  primi  2  m  —  2  ordini,  cioè  un'espressione  del  tipo  : 

(4)  ^^"^=5'.>'''"ä7äy  o+y^»«->x 

ove  le  a,,  y  sono  funzioni  date  di  x,  y^  regolari  in  <x  e  su  i,  di  cui  indicheremo  con 
A^-  il  massimo  dei  valori  assoluti;  e  cerchiamo  una  funzione  u,  regolare  nel  cerchio 
a,  e  che  verifichi  le  equazioni: 

(5)  ^a«»  —  f  W  (iû    <y) 

(6)  -j^.  =  ?i  (su   5)  0=0,   I,  ....  m-  I), 

1^ 

^  ove  le  (p.  indicano  funzioni  date  nei  punti  di  s. 

4  Per  questo  sostituiamo  l'equazione  (5)  colla  seguente: 

ove  e  ^  un  parametro  qualunque.  Facendo  poi  Ç  =  i  avremo  la  funzione  u  che  rì- 
^'  solve  il  problema  proposto. 

Consideriamo  u  come  fuozioue  (U  Ç  e  sviluppiamo  tale  funzione  in  serie  intera^ 
ordinata  secondo  le  potenze  crescoati  di  ^.  Poniamo  doà: 
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risulterà: 


^,-«,  =  -'^(O         (in  0;        7^  =  o        («"  *) 


àie 

àie 


à'u, 


àn' 


(i  =  O,   I,  Î,  . . .  ,  «•  —  l). 

La  funzione  u^  si  può  ottenere  col  procedimento  indicato  a  §  15  della  mia  Me- 
moria già  citata;  le  altre  funzioni  si  ottengono  poi  dalla  seguente  forinola,  analoga 
alla  (2): 

(7)  ku.  =  £G„F(Uf_,-)à,s,  ü=i.a....> 

La  funzione  u^  è  finita  in  <j  colle  sue  derivate  parziali  successive;  se  poi  si  sup- 
pone che  le  funzioni  date  ç.  abbiano  derivate  continue  finite  dei  primi  2  m  —  i  ordi- 
ni *),  allora  è  assai  facile  riconoscere  (ad  es.  collo  sviluppo  in  serie  di  Fourœr)  che 
la  funzione  u^  è  finita  colle  sue  derivate  parziali  dei  primi  2  m  —  i  ordini  anche  nei 
punti  di  s;  perciò  indicando  con  «P  un  conveniente  numero  positivo  finito,  avremo  in 
(j  e  su  s: 

|i="(«o)l<*; 

applicando  la  (3)  avremo  quindi: 

(8)  iD^w.KVÄ— ^cl>**), 
da  cui: 

\F(u,)\<\R'^, 
avendo  posto  : 

Applicando  di  nuovo  la  (3)  ricaviamo: 
(8')  |D'«J<X.i?'— Xi?'*, 


*)  Nel  caso  di  m  :=  2  basta,  a  dir  vero,  che  ^  o  abbia  una  derivata  prima  e  che  ^ ,  sia  continua: 
car.  Hadamard,  Sur  l'équilibre  des  plaques  élastiques  circulaires,  etc.  §  8  [Annales  scientifiques  de  l'É- 
cole Normale  Supérieure  de  Paris;  3*  série,  t.  XVIII  (1901)].  È  perciò  assai  probabile  che,  analoga- 
logamente,  basti  supporre,  per  m  qualunque,  che  le  ^ j  abbiano  derivato^  continue  dei  primi  2111^3—1' 
ordini. 

**)  In  questa  diseguaglianza  e  nelle  seguenti  è  sottinteso  che  i  assimie  i  valori  o,  i,  2,  ..^  2«i— i. 
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onde: 

|F(«J<(>Ä74», 
e  in  generale: 

\Fiu._,)\<CkR'y-'% 

(8")  |D'  «,.|  <  \  Ä'"-' (X  Ry-'  *. 

3.  Prendiamo  ora  le  serie: 

(9)  I>'u„ +  $£>'«.  H-Ç'D'«,+  ... 

e  diciamo  M  il  massimo  valor  assoluto  di  D*u^;  in  virtù  delle  (8),  (8'),  (8")  avremo 
le  diseguaglianze  s^;uenti: 

dalle  quali  segue  che  le  serie  (9)  sono  assolutamente  ed  uniformemente  convergenti  in 
<r  e  su  J  se  è  soddisfatta  la  condizione: 

(10)  -ie|XÄ'<i, 
e  risulterà  allora: 

D'u  =  D'u^  +  iD'u^  +  ^'D'u^  H ; 

in  questo  caso  è  facile  dedurre: 

F(«)  =  F(«J  +  $F(0  +  Ç'F(«J  +  . . . , 
perdo: 

/*G.F(«)d<r=  rG.F(Orf,  +  Ç  rG„F(«.)^<rH-  .-.., 

•/<T  •/(!  va 

onde  dalla  (7): 
quindi  : 

Le  derivate  di  ordine  2  m  della  funzione  ti  esistono  nell'ipotesi  che  la  funzione 
F  (li)  abbia  derivate  prime  continue;  ora  questa  ipotesi,  nel  caso  nostro,  è  soddisfatta, 
poiché  dalla  (9)  risulta  subito  che  la  serie: 

DFiu;)  +  lDF(u,)  +  l'DFiu;)  +  •  •  • 

è,  souo  la  condizione  (io)  assolutamente  ed  uniformemente  convergente  in  <x  e  su  s, 
e  quindi  rappresenta  DF(u). 

Ciò  posto,  dall'equazione  precedente  osservando  che: 

G,  =  f'"-'iogf-r., 

ove  r  è  la  distanza  di  un  punto  di  <r  da  un  punto  variabile,  e  T^  è  la  funzione  pre~ 
liminare  di  Green  d'ordine  m  e  di  i^  spede,  si  deduce: 
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ove  h  è  una  costante  numerica;  ne  segue: 

da  cui,  pel  teorema  di  Poisson: 

^.^  =  5FW, 

che  è  precisamente  l'equazione  (5'). 

Si  ha  poi: 

d'u        d*u^    ,    rd*u,    . 

dn         dn  dn 

se  ne  deduce  che  la  nostra  fimzione  u  soddisfa  sul  contomo  alle  condizioni  (6),  onde 

concludendo  : 

Se  la  condizione  (io)  i  soddisfatta,  esiste  un  integrale  regolare  della  (5'),  che  assume 
su  5,  colle  sue  derivate  normali  successive  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  valori  assegnai; 
tale  integrale  si  pub  sempre  ottenere  con  approssimas^oni  successive  *). 

Ponendo  poi,  come  si  disse,  Ç  ^^  i  otteniamo  un  int^ale  della  (5),  sotto  la  con- 
dizione (io)  che  ora  diventa: 
(io')  \k'  <  I. 

È  chiaro  che  questa  condizione  è  certamente  soddisfatta  se  il  cerchio  er  è  coûV6 
nientemente  piccolo. 

U  metodo  d'integrazione  ora  esposto  vale  anche  per  tutte  quelle  aree  a  di  etri  si 
riesca  a  determinare  la  funzione  G^  e  a  subilire  le  diseguaglianze  corrispondenti  alle  (3). 

4.  Consideriamo  ora  l'equazione: 

ove  F  (IT)  è  un'espressione  analoga  alla  (4),  ed  /(x,  y)  una  funzione  ruotare  dati. 

È  facile  mostrare  che  mediante  un  opportuno  cambiamento  di  funzione  si  possono 
fare  sparire  dalla  (11)  i  termini  contenenti  le  derivate  di  ordine  2  m —  i  della  fun- 
zione U. 

Poniamo  infatti  : 
(12)  U  =  Xu, 

ove  X  è  una  funzione  di  x,  y  da  determinarsi,  ed  m  è  la  nuova  funzione  incogniu» 
sostituendo  nella  (11)  avremo: 

ove  F^(u)  è  del  tipo  (4). 


•)  Il  caso  di  m  =  2  è  stato  trattato  dal  Dr.  A.  Vaccaro  nella  sua  Memoria  :  Sur  VmUgraim 
d'une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielies  du  quatrüme  ordre  [Bulletin  des  Sciences  Mathématiques, 
2*«ne  série  t  XXII  (1898)]  ;  egli  però  suppone  già  precedentemente  conosciuta,  nell'area  che  si  consi- 
dera, la  funzione  G,,  e  stabilite  le  diseguaglianze  analoghe  alle  (3). 


-âir/ 
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Affinchè  manchino  il  2°  e  il  3®  termine,  basta  pertanto  che: 

onde  si  può  prendere: 

X  =  e 

e  la  trasformazione  da  farsi  sarà  quindi: 

-— / 
(13)  U  =  1^"^   u, 

e  dalla  (11)  si  otterrà  come  trasformata  un'equazione  del  tipo  (5)  *). 

Ciò  premesso,  si  voglia  cercare  un  integrale  della  (11),  regolare  in  d,  e  che  sul 
contorno  assuma  colle  sue  derivate  normali  successive  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  va- 
lori assegnati;  converrà  fare  la  trasformazione  (13),  colla  quale  l'equazione  proposta  si 
riduce  alla  forma  (5);  inoltre,  mediante  la  (13)  stessa  si  conosceranno  su  s  le  funzioni 

— -  (»  =  o,  I,  . . .  ,  m  —  i),  onde  ci  si  trova  ricondotti    alla  questione  trattata  nei 
dn* 

SS  2,  3- 

5.  Indichiamo  con  <r'  un'area  piana,  semplicemente  connessa,  appartenente  al  piano 

x'y'  e  limitata  da  un  contorno  s';  consideriamo  poi  l'equazione: 


ove,  al  solito,  F'(f7')  indica  un'espressione  analoga  alla  (4),  ed  /  è  una  funzione  re- 
golare data  di  x',  y'. 

Si  tratta  di  cercare  un  integrale  della  (14),  regolare  in  a',  conoscendo  su  s' i  va- 
lori assunti  da  esso  e  dalle  sue  derivate  normali  dei  primi  m  —  i  ordini. 

La  (14)  essendo  del  tipo  (11),  mediante  la  sostituzione: 

!-/# 

si  trasforma  in  un'equazione  in  u'  del  tipo: 

(14')  a;.«'  =  f.(«'), 


*)  L'equazione  generale: 

^am  ^    1"  ^a«— 1,0  -^^im^t     l    ^2m-2,i  ^  j^2m— a  ^  „    l"   "  *  *    I     ^o,2»i— i  ^  yam— i  ^^  **C^/> 

ove  le  A  sono  date  funzioni  di  x,  y^  si  riduce  alla  forma  (iz)  allorquando  sono  soddisfatte  le  equazioni  : 
(m  —  I  —  0-^ai»»-i-a»,a»  =  0+  0 -^am-s-at^ai-t-a  t 
(m  «  I  »  0'^a»i-a-ai,ai-i-i  ==  0+  ') '^ai»-4-ai,»»-i-5  • 
A  -^  A  =^ 

ove  f  è  una  funzione  dì  x^  y, 

Remd.  Circ.  U^tnm.  Palermo,  X.  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  19  febbrajo  1906.  57 
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ove  F,  (ti')  è  della  forma  (4)  ;  e  sul  contomo  di  9'  conosceremo  i  valori  di  i#'  e  delle 
sue  derivate  normali  dei  primi  m  —  i  ordini. 

Facciamo  ora  la  rappresentazione  conforme  dell'area  9'  sul  cerchio  e  di  raggio  R 
appartenente  al  piano  xy,  e  siano 

x'=pÇ,x,y)j        y  =  q(x,y) 

le  formole  che  stabiliscono  questa  rappresentazione;  ponendo: 


«■=(ii)'+(i^)" 


risulterà  : 

dx''  +  dy'  =  H\dx'  +  d/)  *), 
quindi: 

(15)  d»'  =  Hdn,       ^  =  H^, 

essendo  dn,  dn'  elementi  lineari  normali  rispettivamente  al  contomo  di  a'  e  alla  dr 
conferenza  s  di  <r. 
Si  ha  poi  ancora: 

da  cui  si  ricava  facilmente  : 

ove  si  è  indicato  brevemente  con  [2  m  —  2]  il  gruppo  di  termini  contenenti  le  derivate 
di  ordine  ^im  —  2. 

Facendo  quindi  la  rappresentazione  conforme  di  a'  su  a,  la  (14')  si  muterà  nella 
seguente  : 

ove  F^(u)  è  della  forma  (4).  Inoltre  sopra  5  si  conosceranno,  in  wtù   delle  (15),  i 

,    .   ,.  d*u  .,  V 

valori  di  — 7  (t  =  o,  i,  . . .  ,  m  —  i). 
dn' 

Poiché  l'equazione  precedente  è  analoga  alla  (11),  possiamo  fare  sparire  le  deri- 
vate di  ordine  2  m  —  i  di  w  per  mezzo  della  trasformazione  (13),  che  ora  può  scri- 
versi : 

u  =  ve 


^  Si  suppone  naturalmente  che  la  (unzione  H  non  si  annulli  né  diventi  infinita  in  or  e  su  j»  rìoè 
che  la  rappresentazione  conforme  di  o^  sul  cerchio  9  sia  regolare  in  9  e  su  /. 
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doè: 

«  =  /f-*t;  *), 

ed  Otterremo  cosi  un'equazione  in  v  analoga  alla  (5);  sul  contorno  s  conosciamo  pot 
la  x;  e  le  sue  derivate  normali  successive  de;  primi  m  —  i  ortBni;  perciò  per  determi- 
nare la  funzione  v  basterà  applicare  il  metodo  d'integrazione  esposto  nei  §§  2,  3,  sicché 
potremo  concludere: 

Esiste  sempre^  almeno  per  aru  sufficientemente  piccole,  un  integrali  regolare  delVe- 
qua^iione  (14),  che  sul  contorno  assume  colle  sue  derivate  normali  successive  dei  primi 
m  —  I  ordini,  dei  valori  assegnati;  tale  integrale  si  può  sempre  ottenere  mediante  ap- 
prossimazioni sucussive. 

n. 

Equazioni  non  Hneari  con  due  variabiH  indipendenti. 

6.  Passiamo  ora  all'integrazione  di  equazioni  non  lineari  con  due  variabili  indipen- 
denti. Seguiremo  un  metodo  analogo  a  quello  del  Picard. 

Indichiamo  brevemente  con  f{u)  una  funzione  data  di  x,  jr,  ti  e  delle  derivate  dei 
primi  2  m  —  2  ordini  di  u,  soggetta  a  cene  limitazioni,  che  stabiliremo  fra  poco,  cioè 
poniamo: 

(16)  f{u)=f\^x,     y,     U,     ^,      _,...,  ^-5^,j; 

e  cerchiamo  una  funzione  u,  ruotare  nel  soUto  cerchio  a,  e  che  verifichi  le  equazioni  : 

(17)  ^«  «=/(«)  (ina) 

j^  =  9i  (su  0  f*  =  o»  I,  ...,III-I), 

ove  le  9,-  indicano  funzioni  date  nei  punti  di  5. 

Sia  perciò  U  la  funzione,  regolare  in  <r,  che  soddisfa  alle  equazioni: 

^M^  =  o        (in  0 
d'U  .       , 

dn 

se  nella  (17)  in  luogo  di  u  si  pone  U-^-u  essa  conserverà  la  medesima  forma,  essendo 
sob  cambiata  la  funzione  />  e  la  nuova  funzione  u  si  annullerà  sul  contomo  colle  sue 


•)  Se,  in  particolare,  Fequafione  AJ^i/  =  F,  (tO  si  riduce  alla  AJ^n'  =  o,  e  la  trasformazione 
che  si  fa  è  una  inversione  per  raggi  vettori  reciproci,  allora  mediante  la  sostituzione  precedente  spa. 
riscono  non  solo  le  derivate  di  ordine  2  m  —  i,  ma  anche  tutte  quelle  di  ocxiine  infsnore,  oade  si  ot- 
tiene, come  trasformata,  l'equazione  A,^  t/  =  o  ;  si  ritrova  così  una  nota  proprietà  della  inversione 
dovuu  ai  ProflF.  Lsvi-CivrrA  e  Volterra. 
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derivate  normali  successive  dei  primi  m  —  i  ordini;  per  conseguenza  basteri  int^rare 
l'equazione: 

(17')  ^.«=/(«) 

supponendo  che  sul  contomo  sia: 

■7  =  0  (Î  =  o,  I,  . . . ,  f»  — 1> 


d 


n 


Indichiamo  perciò  con  u^  una  funzione,  per  ora  arbitraria,  ma   ruotare   in   a,  e 
int^riamo  successivamente  le  equazioni: 

A««*.  =  /(«o)i  (iû  0;        ITT  =  ^'        (^  O 

un 


d^u, 
A„ u.  =  /(u ._,),        (in  <r);        7-7  =  0»        (su  0 


avremo  allora: 

(18)  ku.  =  jGJiu._;)dc  a=  I.  2.  ...> 

Supponiamo  ora  che,  mentre  il  punto  (x,  y)  rimane  in  una  certa  regione  di  piano 
contenente  il  cerchio  «,  la  funzione  /  d^li  argomenti 

d  II         du  d'"~*  u 

(riguardati  ora  come  parametri  indipendenti)  rimanga  determinata  e  finita  quando  queste 
quantitA  rimangono  comprese  tra  — /  e  4-/,  ove  /  è  una  certa  costante  positiva;  in  tal 
caso  ia  funzione  /  avrà  un  ceno  massimo  4>.  Se  ora  si  assoggetta  la  funzione  inÌ2Ìalc 
«^,  che  sinora  era  arbitraria,  alla  condizione  che  le  espresdoni: 

du,  du^  d^^u^ 

siano  comprese  tra  —  /  e  -|"  '>  si  dedurrà  facilmente  dalla   (18),  per  ;  =  i,   che  le 

espressioni  : 

soddisfano  a  diseguaglianze  affano  analoghe  alle  (8);  se  poi  si  prende  il  cerchio  a  suf- 
ficientemente piccolo  si  può  far  in  modo  che  queste  espressioni  siano  pur  esse  com- 
prese tra  —  /  e  -|-  i  •).  In  tale  ipotesi  si  deduce  poi    successivamente   che,   per  c^ni 


^  Infitti,  affinchè  dò  accada,  basta  (5  2)  che: 
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valore  di  ;,  le  quantità: 


du, 


du, 


d'"'-*a, 


saranno  comprese  tra  —  /  e  -}"  ^• 

Ciò  posto,  consideriamo  le  equazioni: 

A.-«.  =/(»o) 


A.-*/ =/(«/_.) -/(«/_.) 


ove: 


«.  =  «.  —  M 


■«> 


,f,  =  «,-«,_., 


e  facciamo  ancora  l'ipotesi  che  la  funzione  /  abbia  derivate  parziali  finite  rispetto  agli 
argomenti  «,  3—,  ^,  ... ,  ..  ^„_,  (riguardati  ancora  come  parametri  indipendenti); 
allora  è  chiaro  che  per  due  sistemi  di  valori  di 

du,         du,  d"*"'», 

"•'        dx'        dy  '  ■■''  dy""' 

compresi  nell'intervallo  ( —  /,  -f"  0  potremo  determinare  delle  costanti  positive  (finite) 
^00.  ^,o>  ^o.»  •  •  •  >  ^o,.«-,  in  guisa  che  risulti: 


l/(«.)-/(«o)l<'|>,.' 
similmente  avremo: 


e  in  generale; 


notando  poi  che: 


i/(«,)-/(«.)i<'5>,.' 


dx'dy'      dx'dy 


(r  +  f  ^21»  — 2); 


d*'d/ 


•^^^  .  P'*'v. 


*^=/G.[/(«^.)-/(«,._.)]d<T, 


e  ragionando  su  questa  funzione  v.  analogamente  a  quanto  si  fece  per  la  funzione  Uj 
nei  SS  2,  3,  è  facile  concludere  che  Vp  al  crescere  indefinitamente  di  ;  tende  verso 
zero,  e  che  la  serie: 

^.  +  ^a  +  V,  H h  ^-  H 

è  convergente,  essendo  il  cerchio  <r  abbastanza  piccolo,  cioè  che  uy  tende  in  queste 
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condizioni  verso  un  limite  Uj  in  modo  che  si  potrà  scrìvere: 

(19)  tt  =  tt,  +  v,  +  V,  + \-v.-{ . 

Questa  funzione  si  annulla,  sul  contomo,  colle  sue  derivate  normali  successive  dd 
primi  m — I  ordini;  inoltre,  nei  punti  di  <i,  ammette  derivate  parziali  dd  primi  2111—1 
ordini,  il  che  si  riconosce  ragionando  come  a  $  3;  per  stabilire  Pesistenza  delle  deri- 
vate di  ordine  2m,  bisogna  ancora  supporre  che/,  considerata  come  funzione  solo  di 

X,  y  (riguardando  cioè  gli  argomenti  m,  ^,  ^,  ... ,  ^  j,^^  come   parametri  co- 
stanti) ammetta  derivate  parziali  prime  rispetto  ad  x,  )f,  perchè,  in  queste   ipotesi,  si 

du  d***"*« 

vede  subito  che  /,  riguardata  come  funzione  di  tutte  le  quantità  x,  y^  11,  ^— ,  ...,  3-; 

ha  derivate  prime  rispetto  ad  x,  y. 
Poiché  si  ha,  come  vedenmio: 


si  avrà  al  limite: 

se  ne  trae  poi,  come  a  §  3  : 

che  è  appunto  la  (ly')?  perciò:  la  funzione  u  data  dalla  (19)  soddisfa  a  tutte  le  am- 
di:(ioni  richieste,  e  risolve  quindi  la  questione  proposta  (sotto  l'ipotesi,  ben  inteso,  del 
cerchio  <t  sufficientemente  piccolo). 

7.  Consideriamo  ora  un'area  piana  ff',  semplicemente  cotmessa,  appartenente  al 
piano  x'y\  ed  indichiamo  con  f(ji')  un'espressione  analoga  alla  (16);  si  tratta  di  co- 
struire una  funzione  w',  regolare  in  er',  che  verifichi  l'equazione: 

(20)  a;„«' =/(«'), 

e  che  sul  contorno  prenda  colle  sue  derivate  normali  successive  dei  primi  tn  —  i  or- 
dini, dei  valori  assegnati. 

Per  questo,  facciamo,  come  a  §  5,  la  rappresentazione  conforme  dell'area  à^  sul 
solito  cerchio  (t,  di  raggio  R;  l'equazione  precedente  si  muterà  in  quest'altra: 

ove/(«)  è  del  tipo  (16);  e  sul  contorno  di  er  conosceremo  il  valore  di  tt  e  delle  sue 
derivate  normali  successive  dei  primi  m  —  i  ordini. 

Mediante  la  trasformazione  già  vista  :  u  =  H*^'  v,  l'equazione  precedente  si  ridua 
ad  un'equazione  in  v  della  forma  (17),  e  poiché  sul  contorno  conosciamo  i  valori  & 

—  (i  =  o,  I,  . . .  ,  w  —  i),  ci  troviamo  ricondotti  alla  questione  trattata  nd  $  pr^ 
cedente;  possiamo  quindi  concludere: 
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Se  l'area  <t'  h  abhastanxfl  piccola,  si  pub  sempre  trovare,  mediante  approssimaT^ioni 
successive,  un  integrale  della  (20),  regolare  in  <r',  e  che  sul  contorno  assuma,  colle  sue 
derivate  normali  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  valori  assegnati, 

8.  Ritornando  a  considerare  il  cerchio  <7,  supponiamo,  in  particolare,  che  nella 
funzione/  che  comparisce  nella  (16),  manchino  le  derivate  di  «;  allora  potremo  scri- 
vere la  (17)  cod: 

(21)  ^^n.^=fiXy   %    U). 

Supponiamo  per  semplicità  m  pari,  e  facciamo  ancora  l'ipotesi  che  la  funzione  / 
sia  decrescente  al  crescere  di  u\  allora  è  facile  mostrare  che  non  possono  esistere  due 
int^rali  regolari  di  quest'equazione  e  che  assumano,  sul  contorno,  colle  loro  derivate 
normali  successive  dei  primi  m  —  i  ordini,  delle  medesime  successioni  di  valori. 

Infatti,  se  esistessero  due  tali  integrali  «^ ,  m^  ,  la  differenza  u^  —  m^  ,  che  indiche- 
remo con  v,  si  annullerebbe,  sul  contorno,  colle  sue  derivate  normali  dei  primi  m  —  i 
ordini,  e  verificherebbe  inoltre,  nei  punti  di  ff,  l'equazione: 

che  può  ancora  scriversi: 

indicando  con  /^  la  derivata  di  /  rispetto  al  parametro  w,  e  con  u^  una  quantità  com- 
presa tra  Mj  ed  ttj . 
Se  ne  deduce: 


/• 


ed  applicando  una  nota  formola  *): 


X' 


'a 

e  poiché  /  decresce  al  crescere  di  «,  si  ha  /[,  <  o,  quindi  l'equazione  precedente  non 
può  sussistere  a  meno  che  sia: 

t;  =  o 

in  tutta  l'area  <7,  ciò  che  dimostra  il  teorema  **). 

Cerchiamo  ora  effettivamente  l'integrale  della  (21)  che  prende  sulla  circonferenza 
Sj  colle  sue  derivate  normali  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  valori  assegnati;  aggiunge- 
remo però  ancora  l'ipotesi  che  la  funzione  /  sia  sempre  positiva. 

Ragionando  come  a  §  6  si  conclude  che  basu  cercare  l'integrale  della  (21),  che 
si  annulla  sul  contorno,  colle  sue  derivate  normali  dei  primi  m  —  i  ordini. 

Per  risolvere  questo  problema  potremmo  applicare  il  metodo  esposto  a  §  6  ;  però, 
analogamente  a  quanto  fa  il  Picard,  lo  modificheremo  come  segue. 


*)  Cfr.  il  S  I  della  mia  Memoria  già  ciuta. 

**)  Ë  chiaro  che  quesu  dimostrazione  vale  anche  per  un'area  9  qualunque. 
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Integriamo  le  equazioni: 


\.  ff,  =/(*,  h  o)       (in  0; 


iti 


-'  =  o         (su  s) 


d'fV, 


A„  ff,  =/(',  >,  w^.)      (in  «);    Vt  =  o        («"  0 


(22)  / 


^.„W^=Kx,y,  fV._;)        (ina); 


d' W. 


à  ti 


-'  =  o         (su  s) 


(«  =  O,  I »»  —  I), 


ed  avremo: 
(23) 


•'9 


(/=  I,   2,  ...X 


ove  W*._^  indica  il  valore  di  W._^  nel  punto  variabile  (Ç,  ìi);  essendo  poi  m  pari  à 
ha  (§  i):  G^  >•  o  in  (T,  e  avendo  inoltre  supposto  />  o,  risulta  dalla  (25)  che  le 
funzioni  W  saranno  tutte  positive  in  er;  ricordando  ancora  che/  decresce  al  crescere 
di  u  (cioè  di  W._^  si  deduce  pure  dalla  (23): 


nelle  quali  il  senso  delle  diseguaglianze  fra  tre  W  consecutive  varia  da  una  linea  alla 

seguente. 

Ne  risulta  che  le  W  ad  indice  dispari  formano  una  successione  decrescente,  e  che 

le  W  ad  indice  pari  formano  una  successione  crescente;  d'altra  parte  ogni  termine  della 

seconda  successione  è  inferiore  ad  un  termine  qualunque  della  prima;  le  W  ad  indice 

pari  avranno  dunque  un  limite  u^  e  le  tV  ad  indice  dispari  un  limite  v.  Nei  punti  del 

cerchio  <i  si  avrà  perciò  : 

u  ^v; 

inoltre  la  funzione  u  può  esser  considerata  come  il  limite  della  serie  : 
D'altra  parte  si  ha  evidentemente  : 


ed  anche; 


k»  =  JG^(x,  y;  Ç,  7))J(i,  ÏI,  v)ds, 
kv  =  jG^Cx,  y;  Ç,  »i)/(Ç,  ti,  u)d9. 
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Se  ne  conclude  che  le  funzioni  «,  v  hanno,  nel  cerchio  <t  e  sopra  5,  derivate  par- 
ziali dei  primi  2 m  —  i  ordini;  se  poi  /  ha  derivate  parziali  prime  rispetto  ai  tre  argo- 
menti da  cui  dipende,  le  funzioni  «,  v  avranno  derivate  parziali  di  ordine  2  m.  È  poi 
chiaro  che  m,  v  si  annullano,  sul  contorno,  colle  loro  derivate  normali  dei  primi  m  —  i 
ordini. 

Poiché  si  ha: 

ne  concludiamo  : 

Si  vede  pertanto  che  l'uso  delle  approssimazioni  successive  non  conduce  alla  solu- 
zione del  problema  proposto,  perchè  invece  di  una  sola  equazione  abbiamo  il  sistema 
precedente.  Nondimeno  la  questione  sarebbe  risolta  se  fosse  u  =1  v;  ora  è  facile  mo- 
strare che  ciò  accade  se  il  cerchio  <t  è  abbastanza  piccolo. 

Ricorriamo  perciò  alla  (23);  da  essa  si  deduce: 

(23')  kW,  =  fGja,-,,o)d., 

siccome  poi  si  può  scrivere  : 

ove  w  è  compreso  tra  ^'_,  e  ^.La  5  avremo  ancora  : 

(23")  H»';   -    ^;_.)   =  X^^^e^;'-.    -    ^-a)/:(5.    »,    ^^^^      0  =  2.    3.    •••); 

inoltre,  per  l'ipotesi  fatta  su  /,  la  derivata  f^  è  negativa. 

Ora,  quando  tV  varia  tra  o  e  ^,,  l'espressione  (positiva)  — f^  ha.  \m  certo  mas- 
simo, e  questo  massimo,  il  quale  dipende  da  x,  y  ha  esso  pure  un  massimo  M  quando 
il  punto  (x,  y)  varia  nel  cerchio  <r.  Ciò  posto,  int^riamo  le  equazioni  : 

^..«o  =/(*,  y  y  0)      ("»»);      TT  =  °      (s"  0 


^a«»,  =  ^"o  0°  »);      TT  =  °      (*"  ^) 


dn' 


d'u. 

\m'*i  =  ^»l-.  (io»);        TT  =  °        (*"  0 

an 


(t  =  o,  I,  ...,  m—  i); 

Rmd.  Circ.  Maitm.  PaUrmo,  t.  XXI  (i9oQ.~Suunpato  il  ao  febbnjo  i9o(. 
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si  avrà: 


'"'=X 


essendo  u.     il  valore  di  h._^  nel  punto  variabile  (Ç,  n). 

Da  queste  eguaglianze  e  dalle  (23'),  (23")  risulta  evidentemente: 

fV,=u„ 


sicché  si  può  scrivere  in  generale: 

ma,  se  il  cerchio  er  è  abbastanza  piccolo,  abbiamo  visto  (§  3)  che  la  sene  delle  u  era 
convergente,  dunque: 

vale  a  dire: 

tt  =  v, 

abbiamo  perciò  in  tal  caso  V integrale  della  (21),  che  si  annulla  sul   contorno   colle  sue 
derivate  normali  successive  dei  primi  m  —  i  ordini. 

Se  m  fosse  dispari  si  procederebbe  in  modo  affatto  analogo. 

m. 

Equazioni  con  tre  variabili  indipendenti. 

9.  Risolveremo  nel  caso  di  tre  variabili  alcune  delle  questioni  considerate  nei  due 
capitoli  precedenti.  Indichiamo  perciò  con  S  la  sfera  di  raggio  1?,  limitata  da  una  su- 
perficie sferica  T,  e  con  F{tì)  un'espressione  della  forma  (4),  cioè  un'espressione  lineare 
in  u  e  nelle  sue  derivate  parziali  successive  dei  primi  2  w  —  2  ordini.  Si  tratta  di  de- 
terminare una  funzione  w,  regolare  in  S,  e  che  verifichi  le  equazioni: 

(24)  A,^«  =  F(«)        (in  5) 

d'u  .        . 

^  =  ?,,  (su.) 

ove  le  9.  indicano  funzioni  date  nei  punti  di  er. 
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Cercheremo  perciò  anzitutto  un  integrale  delie  equazioni: 

A,.«  =  $i^(«)        (in  5) 

d'u  ,       . 

-—  =  9,,  (su  (t) 

dn 
ove  $  è  un  parametro  qualunque. 

Procedendo  come  a  §  2,  dovremo  porre: 

ed  otterremo  le  equazioni: 


K.%  =  o 

(in  S); 

dn'         ^• 

(su  d) 

^,.«;=f  («;-.) 

(in  5); 

dn' 

(su  a) 

(1  =  0,    I,   .  . 

..,  m—  i); 

0=1,  2,  .. 

•)• 

La  funzione  m-armonica  u^  si  può  determinare  col  metodo  indicato  nel  §  15  della 
mia  Memoria  già  citata;  le  altre  funzioni  u.  si  hanno  dalla  seguente  formola  (§  i): 


ku.  =  jG^F{u._,)dS 


U  =1,2,..  .). 


Applicando  le  (3)  si  deducono  per  le  funzioni  u^^  t*^,  ...,  u.,  ...  delle  disegua- 
glianze analoghe  alle  (8),  (8'),  (8"),  dalle  quali  segue  che  le  serie  corrispondenti  alle 
(9)  sono  assolutamente  ed  uniformemente  convergenti  in  S  e  su  <t,  purché  sia  soddi- 
sfatta una  condizione  analoga  alla  (io). 

Se  ne  trae  poi: 

»  =  %  +  ^^fG.F(*^)dS, 
e  ricordando  che: 

ove  r  è  la  distanza  di  un  punto  di  S  da  un  punto  variabile,  e  T^  è  la  funzione  pre- 
liminare di  Green  d'ordine  m  e  di  i*  specie,  si  deduce: 

ed  applicando  il  teorema  di  Poisson: 

è  inoltre  chiaro  che  la  funzione  u  soddisfa,  sul  contorno,  alle  condizioni  richieste;  po- 
nendo quindi  ^  =  i  otteniamo  la  funzione  u  che  risolve  il  problema  proposto,  purché 
sia  verificata  una  condizione  analoga  alla  (io'),  il  che  accade  certo  se  la  sfera  S  é  ab- 
bastanza piccola;  perciò  possiamo  dire:  Se  la  sfera  S  h  convenientemente  piccola,  esiste 
sempre  un  integrale  regolare  dell' equa:^ione  proposta  (24),  che  assume  sul  contorno  colle 
sue  derivate  normali  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  valori  assonati;  tale  integrale  si  può 
ottenere  mediante  approssimazioni  successive. 
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10.  Consideriamo  ora  Tequazione  seguente,  analoga  alla  (ii): 

ove  F(C7)  è  un'espressione  della  forma  (4),  ed/(x,  )f,  ;()  è  una  funzione  r^olare  data. 
Possiamo,  come  a  §  4,  eliminare  i  termini  contenenti  le  derivate  di  ordine  2m— i 
di  C7,  mediante  la  trasformazione: 

che  ha  la  stessa  forma  della  (13);  ed  otterremo  allora  un'equazione  in  u  della  forma  (24). 
Perciò  volendo  cercare  un  integrale  della  (25),  regolare  nella  sfera  S,  e  che  sui 
contorno  prenda  colle  sue  derivate  normali  dei  primi  m  —  i  ordini,  dei  valori  asse- 
gnati, converrà  fare  la  trasformazione  precedente  e  cosi  la  questione  proposta  verri 
ricondotta  a  quella  trattata  nel  §  precedente. 

11.  Quanto  è  stato  detto  a  §  6  a  proposito  dell'equazione  (17),  può  estendersi 
pure  senza  difficoltà  all'equazione  a  tre  variabili  indipendenti:  \^^u  =  F(u)j  ove  F(u) 
è  una  funzione  data  di  x,  )',;(,«  e  delle  derivate  parziali  successive  dei  primi  2  f»  —  2 
ordini  di  u. 

Lx)  stesso  può  dirsi  nel  caso,  analogo  a  quello  considerato  a  §  8,  in  cui  nella  fun- 
zione F  mancano  le  derivate  di  u.  A  questo  proposito  esamineremo  ora  un  altro  caso 
in  cui  sulla  funzione  F  si  introducono  ipotesi  un  po'  meno  restrittive  di  quelle  poste 
a  §  8;  l'equazione  che  ora  integreremo  per  un  campo  sferico,  è  analoga  ad  un'equa- 
zione di  2°  ordine,  studiata  da  E.  Le-Roy  nella  sua  Tesi  *). 

Sia  dunque  F(x,  y,  7^,  v)  una  funzione  data  di  x,  y,  ;(,  v,  e  cerchiamo  la  funzione 
v,  regolare  nella  sfera  S,  che  soddisfa  alle  equazioni: 

(  ^«'^  =  f(^,  y^  h  ^)        (ìn  5) 

(^^)  —  =  ^^  (sua)         0=O'^--->---'X 

(     dn* 

le  9^.  essendo  funzioni  date  nei  punti  di  er. 

Indichiamo  perciò  con  U  la  funzione,  regolare  in  5,  che  verifica  le  equazioni: 

^.f^  =  o         (inS) 

d'U  .        . 

-—  =  9,        (su  (t) 
dn' 

e  poniamo  nelle  (26)  :  v  =  u  -\-  U,  avremo  : 

(27)  A,^u  =  F(x,  :y,  ;(,  u  +  U)        (in  5) 

(28)  3—  =  0  (su  0; 


*)  Le-Roy,  Sur  l'intégration  des  équations  de  la  chaleur  [Annales  scientifiques  de  ITÈcole  Normale 
Supérieure  de  Paris;  3*  série,  t.  XIV  (1897;]. 
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ora  possiamo  scrivere: 

F(x,  y,  7^  u+U)  =  F,(x,  y,  ^  u)  =/(x,  y,  ^  u)  +/,, 
posto  : 

KXy  )f,   ^    U)  =  F,(X,  ;y,   ^   tt)  —  FXXy  >,   ^   O) 

perciò  la  (27)  assume  la  forma: 

(27O  \n.^=Kxy  yj  ^  «)+A- 

È  chiaro  intanto  che  la  funzione  /  si  annulla  per  «  =  o,   noi  supporremo  però 
ancora  che  in  ogni  punto  di  S  e  per  ogni  valore  di  u  sia: 

(-9)  ^^%<''^ 

a  essendo  un  numero  positivo.  L'equazione  (27')  risulta  perciò  alquanto  diversa  dalla 
(21),  perchè  sui  secondi  membri  di  esse  si  fanno  ipotesi  differenti. 
Ciò  posto,  risolviamo  anzitutto  il  sistema: 

C^o)  \     d'u  ,  (t  =  o,  I,  . . . ,  m  —  i), 

^-^  ^  i    — 7  =  o  (su  (t) 

\     an 

ove  Ç  è  un  parametro  qualunque,  che  possiamo  supporre  positivo. 
Integriamo  perciò  le  equazioni: 

\.»c=f,  (in  5);      ^  =  0        (sua) 

an 

d'u. 


4«' 
(«  =  o,  I m—  I),       (/  =  I.  2,  . . .) 


ed  avremo: 


*«o 


=  fGJ,dS, 


essendo  (x',  }'',  ;(')  le  variabili  d'integrazione  ed  ttj_,   il  valore  di  u._^   nel  punto 
(x',  )'',  ;(');  ponendo  poi: 


f,- =  «,-«,_., 


si  deduce  : 

(51)  kv.  =  fcJlfiA  /,  Î',  «;_.)  -  /(*',  /,  ì',  »l.)]dS. 

Consideriamo  ora  in  un  punto  qualunque  (x^,  y^,  :^)  di  5  la  differenza; 
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V 

IV. 
Sistemi  di  equazioni  lineari  con  due  variabili  indipendenti. 

la.  Il  metodo  delle  approssimazioni  successive  può  ancora  applicarsi  utilmente 
nel  caso  in  cui,  invece  di  una  sola  equazione,  si  abbia  un  sistema  di  più  equazioni 
differenziali  fra  altrettante  funzioni  incognite. 

Come  esempio,  consideriamo  il  sistema  di  due  equazioni  lineari  della  forma  : 

ove  F,  F,  sono  espressioni  lineari  in  «,  v   e   nelle  loro   derivate   parziali   dei  primi 
2  m  —  2  ordini,  cioè  sono  del  tipo  : 

ove  a.j^  b..j  a\.^  b\.  sono  funzioni  regolari  date  di  x,  y^  di  cui  indicheremo   rispet- 
tivamente con  A.  . ,  È.  . ,  A[  . ,  B\  .  i  massimi  valori  assoluti. 

Cerchiamo  due  funzioni  u,  v^  regolari  nel  solito  cerchio  e,  e  che  verifichino  le 
equazioni 

^-.^  =  ^(«>  v)  (in  0 


^^^^  '  \.v  =  F^i^.v)        (ine) 

d'u  .       . 

-— -  =  9,        (su  s) 
dn* 
(3O  {     ,,  (i=o,i,...,m-.i), 

-—  =  +.        (su  5) 
dn 

1^  ?i>  ^i  essendo  funzioni  date  nei  punti  di  s. 
Sostituiamo  perciò  le  (35)  colle  seguenti: 


ove  Ç  è  un  parametro  qualunque,  che  supporremo  positivo. 
Poniamo  poi,  come  a  §  2: 


«  =  |;^r«.,     v^^l^Vv,, 


r  '^ 


,  \    /- 


r     /•" 


/         ^ 


V 


2fK 


5 
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generale  : 

\F.(.u._,,v._,)\<(\'R'y-'^, 
ID'm.I  ^^.R^-'CkRy-'  4», 

\D'  Vj\  <  \  R"-' (X'  Ry-'  *. 

i3.  Consideriamo  ora  le  serie: 

diciamo  M  il  massimo  dei  valori  assoluti  di  D'u^  e  di  D'v^;  allora,  in  virtù  delle 
Liseguaglianze  precedenti  avremo: 


le  quali,  supposto  ad  es.  X'  <  >,  mostrano  che  le  serie  (37)  sono  assolutamente  ed 
xtniformemente  convergenti  in  <t  e  su  ;  se  è  soddisfatta  la  condizione: 

<:38)  i-KR'  <  I. 

Se  ne  trae  poi: 

D'v  =  D'v,  +  iD'v,  +  Ç'D'v,  -I , 

quindi  : 

F(«,  t;)  =  F(«„,  0  +  5F(«.,  v,)  +  VF(u„  0+  ..., 
da  cui  : 

^  =  ^o  +  5  X /  G^^.(«»  ^)^^l 
come  a  §  3  si  conclude  poi  che 

e  che  Uj  v  sul  contorno  verificano  le  (36),  sicché  le  funzioni  w,  v  soddisfano  effetti- 
vamente a  tutte  le  condizioni  poste^  perciò: 

Se  la  condi^iont  (38)  è  soddisfatta,  esistono  due  funzioni^  regolari  in  <t,  e  che  sod- 
disfano alle  (35')>  (30>  tali  funzioni  si  possono  sempre  ottenere  mediante  approssimazioni 
successive. 

Ponendo  Ç  =  i  otteniamo  due  funzioni  che  soddisfano  alle  (35),  (36),  purché 
sia  soddisfatta  la  (38),  che  ora  può  scriversi  :  Xi?^  <  i  ;  è  evidente  che  tale  condizione 
è  certamente  soddisfatta  se  il  cerchio  <s  é  abbastanza  piccolo. 

RmU.  Circ,  Uattm,  PaleriM,  t.  XXI  (1906).  —  Sump«to  il  1$  marzo  1906.  39 
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i4.  Un  risaluto  analogo  vale  anche  per  un'area  a'  non  circolare. 
Sia  infatti,  come  a  §  5,  a'  un'area   piana,  semplicemente  connessa,  appartenente 
al  piano  x'j  y\  t  consideriamo  le  equazioni: 

)  '       dx'      ^  dy'       dy'       -^^^^^h 

V    '-      "*"  dx'      dx'      '^'dy      df      —  ^«^^  »  '^  > 
o\'C  F(U\  P),  i\(C/',  P)  sono  espressioni   analoghe  alle  (34),  ed  /*,  /,'  sono  firn- 
zioni  n^olari  date  dì  x\  y\ 

Si  tratta  di  cercare  due  funzioni  t/',  P,  r^olari  in  ff,  che  verifichino  le  equazioni 
precedenti  e  che  prendano,  sul  contomo,  colle  loro  derivate  normali  successive  dei  primi 
m  —  1  ordini,  dei  valori  ass^;nati. 

Converri  fare  intanto  la  sostituzione  : 

in  tal  modo  le  derivate  di  ordine  2  m  —  i  verranno  eliminate  ed  otterremo  le  equazioni: 

nelle  quali  F^,  F*,  sono  della  forma  (34);  sul  contorno  di  9'  conosdamo  pai  i  valni 
dì  u\  r'  e  delle  loro  derì\-ate  normali  dà  primi  m  —  i  ordinL 

Facendo  poi  la  rappresenuzione  conforme  di  v'  sul  solito  cerchio  a,  k  equazk» 
precedenti  si  mutano  nelle: 

^-"  -  "•(-  -  »)--,:,-  — èT^  -  '«('"  -  0— ^^ — fr~  =  ^^'^  '^ 

A., e-  -  •n^..,  -  0-~ ^=^  -  «(«  -  x)^^ ^-J'-  =  F.(»,  r), 

ove  F.  F    sono  della  tornea  ^54):  e  $ul  contorno    di  ç  conosceremo  i  valori  di  »,  5 
e  dcUc  lv>ro  derivate  norir.ali  dei  prinìi  «:  —  1  ordinL 
Se  inììne  si  ta  la  sosdtudone  : 

le  ev^uorionì  in  l\  Y  che  r:sulwrar.nv\  saranno  iella  forma  (35);  inoltre,  sul  contorno, 
vVnoATeixniìo  le  funrìv^n:  l\  Ve  le  loro  ieriva^  normali  dd  primi  m  —  i  ordini^ 
perciò  ci  trvnior.'to  ricondo:::  alla  c;:eic>ne  risolta  nei  §§  12,  13;  quindi: 

£l>i<.v.\*  >c^i^':.  z>rcK:  y  j-.v  j-v-v:-«:;--  rùv.*^.  dui  fum^ùmi  regolari  che  soi- 
di^*\:r.c  -%.V  ^^o"^  ,•  .\v  .V,.*  .v.^^-ì.*  j....-\*ì.  .wW  .V."  dirivaU  ncrwuili  successivi  id 
rnn«  "Ï  —  i  ^'Ji*::.  Jr.   :.:.>t  -\v,^^-^-rr  :  :j.*:  /ììc^ì^^  W  ^:iÄ»lw    sempre  ottenere  wt' 

Tommaso  Boggio. 


SULLA  SUPERFICIE  LUOGO  DEI  CONTATTI  STAZIONARI 

DELLE  SUPERFICIE  DI  UN  FASCIO 

CON  QUELLE  DI  UN  SISTEMA  LINEARE  oo^ 

Nota  di  Gaetano  Aguglia  (Termini-Imefese). 


Adunanza  dell' ii  febbrajo  1906. 


I.  Siano  dati  nello  spazio  un  fascio  di  superficie  (F),  d'ordine  fi,  ed  un  sistema 
lineare  oo'  jF'},  d'ordine  n\ 

Se  F^,  F[,  F^,  Fj  sono  quattro  superficie  di  jF'}  linearmente  indipendenti,  dato 
un  fascio  qualunque  di  jF'j,  che  non  contenga  F^,  esiste  uno,  ed  un  solo  fascio 
(F;-,  F;-)  deUa  rete  [F[,  F;,  K]  tale  che  la  rete  [F;,  F;,  F;]  contenga  il  fascio  dato. 

Ogni  fascio  (F^' ,  F* )  determina  una  superficie,  d'ordine  in  -{-  ^n'  —  4,  che  in- 
dicheremo con  5*,  luogo  dei  contatti  di  prim'ordine  delle  superficie  del  fascio  (F)  con 
quelle  della  rete  [F^,  F%  F;]. 

Siccome  i  fasci  (F^*,  F^')  contenuti  nella  rete  [F,',  F^',  F^']  sono  in  numero  00% 
così  tutte  le  superficie  S*  costituiscono  un  sistema  doppiamente  infinito  che  indicheremo 
:    col  simbolo  [S]. 

Dico  che  per  due  punti  a,  b  dati  ad  arbitrio  nello  spazio  passa  una,  ed  una  sola, 
:   superficie  di  tal  sistema. 

Infatti  nel  sistema  Uneare  \F'\  vi  è  una,  ed  una  sola,  superficie  F^,  tangente  in 
a  alla  superficie  del  fascio  (F)  che  passa  per  tal  punto,  ed  una  superficie,  FJ ,  tangente 
in  b  alla  superficie  di  (F)  che  passa  per  b.  Esiste  un  fascio  (F'/*,  F'^'*),  della  rete 
[F;,  F;  ,  F;],  ed  uno  solo,  tale  che  la  rete  [F^,  F'",  F;*]  contenga  ü  fascio  (F;,  F;) 
e  la  superficie  5*  relativa  a  tale  rete  è  la  sola  del  sistema  [S]  che  passa  per  a  e  per  b. 
n  sistema  [S]  è  adunque  una  rete. 

Dato  un  fascio  del  sistema  jF'{,  che  contenga  la  superficie  F^,  tale  fascio  e  la 
rete  [F, ,  F^',  F|]  hanno  in  comune  una  superficie  F',  ora  tutti  i  fasci  di  [F,',  F^,  F^] 
che  contengono  F'  sono  00*  e  quindi  tutte  le  superficie  della  rete  [S]  relative  a  reti 
[F^,  F'/,  F^'],  contenenti  il  fascio  (F^,  F'),  costituiscono  un  sistema  semplicemente 
infinito  (5),  che,  com'è  fadle  vedere,  è  un  fascio. 

Reciprocamente:  Se  si  considera  un  fascio  della  rete  [S],  dette  5^,  5,  due  super- 
ficie di  tal  fascio,  le  due  reti  ^d  tipo  [F^ ,  F[* ,  F^*]  a  cui  sono  relative  S^  ed  S, ,  es- 
sendo contenute  in  un  medesimo  sistema  lineare  00',  hanno  in  comune  un  fascio 
■^  (F^ ,  F'),  contenente  la  superficie  F^ ,  il  quale  è  comune  a  tutte  le  reti  alle  quali  sono 
relative  le  superficie  5*  del  fascio  (S^,  S,). 
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La  superficie  generica  della  rete  [5]  passa  semplicemente  per  la  curva  gobba,  B, 
d'ordine  «%  base  del  fascio  (F),  e  per  la  curva,  A,  d'ordine  2(n'  —  i)(4n  +  3ii' — 5), 
luogo  di  un  punto  in  cui  una  superfìcie  del  fascio  (F)  ne  tocca  due,  epperò  infinite^ 
del  sistema  \F\  *). 

La  curva  base  di  un  fascio  (5)  della  rete  [S]  è  poi  costituita,  oltre  che  dalle  curve 
fisse  £  e  A,  da  una  curva  variabile,  0*,  d'ordine 

(2«+3«'— 4)*  — «'-2(n'-iX4'^  +  3«'-5)=3(«'+«"+2)  +  4(^n'  — 2n~24 
luogo  dei  punti  di  contatto  delle  superficie  del  fascio  (F)  con  queUe  del  fascio  {F^jF) 
che  è  comune  a  tutte  le  reti  del  tipo  [F^,  F',*,  F'^]  a  cui  sono  relative  le  superficie 
S*  del  fascio  (S). 

E  qui  facciamo  notare  che  per  ottenere  tutti  i  fasci  (F*^,  F')  a  cui  sono  rebtivc 
le  varie  6*  basta  far  variare  la  superficie  F'  nella  rete  [F|,  F^,  FJ]. 

U  sistema  di  tutte  le  6*  costituisce  poi  una  congruenza  razionale,  [6],  di  curve  tak 
che  per  un  punto  dato  ad  arbitrio  nello  spazio  passa  una  ed  una  sola  curva  del  sistemi 

2.  Consideriamo  ora  il  luogo,  j(,  dei  punti  di  contatto  di  prim'ordine  delle  super- 
ficie del  fascio  (F)  con  quelle  della  rete  [5],  ed  osserviamo  che  esso  si  può  anche  it- 
finire  come  luogo  dei  punti  di  contatto  delle  superficie  del  fascio  (F)  con  le  curve  basi 
degli  00*  fasci  contenuti  nella  rete  [S]  **),  cioè  con  le  curve  del  sistema  [6]. 

Ora  i  punti  (variabili)  in  cui  una  6*  incontra  una  superficie  fissa,  F,  del  fasdo 
(F)  sono  i  punti  in  cui  superficie  del  fascio  (F^,  F')  a  cui  la  6*  è  relativa,  toccano 
la  superficie  F,  e,  se  avviene  che  in  un  punto  M  la  6*  tocca  F,  allora  questa  superai 
avrà  ivi  due  punti  di  contatto  infinitamente  vicini,  cioè  un  contatto  stazionario,  con  a 
sMperficie,  passante  per  M,  che  appartiene  al  fascio  (F^,  F'),  a  cui  è  relativa  la  6*.      j 

Ciò  però  non  si  potrebbe,  in  generale,  concludere  se  M  appartenesse  alla  curta, 
5;,,  base  del  fascio  (F;,  F). 

Viceversa  poi,  se  in  un  certo  punto  M  ha  luogo  un  contatto  stazionario  di  uiu 
superficie  del  fascio  (F)  con  una  superficie  F^^  del  sistema  jFj,  in  tal  punto  una  6*  e 
precisamente  quella  relativa  al  fascio  (F^ ,  F')  contenente  F^  toccherà  la  superficie  dd 
fascio  (F)  che  passa  per  M. 

Ora  il  luogo  jj  è  dell'ordine 

2w-}-3(2«  +  3«'  —  4)  —  4  =  8«-}"9'^'—  16 
e  di  esso  fa  parte  la  superficie  F^ ,  luogo  di  tutte  le  curve  5^ ,  basi  d^li  00*  fasci  dfi 
tipo  (F'o,  F).  Ed  infatti,  detto  P  un  punto  di  F^  ed(F'/,  F^')  il  fasdo  costituito  dalk 
superficie  della  rete  [F\ ,  F\ ,  F'  ]  che  passano  per  P,  la  superficie  5*  relativa  alla  re« 


*)  Per  la  curva  A  vedi  L  Lo  Monaco  Aprile,  Sulla  superficie  luogo  dei  contatti  di  f^  ordim  ir& 
superficie  di  un  fascio  con  quelle  di  una  rete,  generali,  e  sue  applica:(ioni  [questi  Rendiconti,  t  XNIH 
(1904),  pp.  1-15],  n**  7.— Cfr.  anche  la  mia  Nota:  Sulla  superficie  luogo  di  un  punto  in  cui  U  suberj» 
di  tre  fasci  da  esso  individuate  toccano  una  medesima  retta  [questi  Rendiconti,  t.  XX  (1905),  pp.  icxi-jìOÌ 
n°  27. 

•*)  Cfr.  L.  Lo  Monaco  Apru-e,  1.  e,  n°  5. 
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[F^,  F'I^  F/]  passa  per  P  ed  è  ivi  tangente  alla  superficie  del  fascio  (F)  che  passa 
per  questo  punto  *). 

Adunque  il  luogo  ^  si  spezza  nella  superficie  F^  ed  in  una  superficie,  £,  d'ordine 

8«  4.  9«'  —  16  —  «  =  8(n  +  n'  —  2), 

luogo  dei  contatti  stazionari  delie  superficie  del  fascio  (F)  con  quelle  del  sistema  \F'\. 

Per  «'  =  I,  cioè  nel  caso  in  cui  il  sistema  lineare  00^  {F'|  sia  il  sistema  di  tutti 
i  piani  dello  spazio,  si  ricava  che:  il  luogo  dei  punti  parabolici  delle  superficie  di  un 
fascio  d'ordine  n  h  una  superficie  d'ordine  S(n  —  i). 

3.  La  costruzione  data  della  superficie  2  permette  di  determinare  facilmente  il  suo 
comportamento  in  un  punto  base  singolare  del  fascio  (F)  e  del  sistema  jF'|. 

Noi  però  ci  limiteremo  a  studiare  le  singolarità  della  superficie  1  nel  caso  in  cui 
il  fascio  (F)  ed  il  sistema  \F^\  siano  generali. 

Sia  0  un  punto  generico  della  curva  A,  luogo  di  un  punto  in  cui  una  superficie 
del  fascio  (F)  ne  tocca  due,  epperò  infinite  del  sistema  jF'j.  La  rete  [5]  è  dotata  in 
0  d'un  punto  base  semplice  a  piano  tangente  variabile  in  un  fascio,  che  ha  per  asse 
la  tangente  in  0  alla  curva  A  e  contiene  una  superficie  la  quale  ha  in  0  un  punto 
doppio  **)  e  quindi  la  superficie  jj  ^  F^ .  2,  in  generale,  passerà  con  due  falde  pel 
punto  0  ***),  onde  poiché  0,  in  generale,  non  è  punto  di  F^ ,  si  conchiude  che  la  su- 
perficie 2  contiene  la  curva  A  come  linea  doppia. 

Se  poi  si  considera  un  punto  qualunque,  j2,  della  curva  5,  base  del  fascio  (F), 
la  rete  [S]  è  dotata  in  Q  d'un  punto  base  semplice  a  piano  tangente  variabile  in  un 
fascio,  che  ha  per  asse  la  tangente  in  Q  alla  curva  B  e  contiene  una  superficie  che  ha 
in  Q  un  punto  doppio  +),  però  in  questo  caso,  poiché  il  fascio  dei  piani  tangenti  in 
Q  alla  superficie  della  rete  [S]  coincide  con  quello  dei  piani  ivi  tangenti  alle  superficie 
del  fascio  (F),  la  superficie  jj  ^  F^ .  2  passa  pel  punto  Q  con  quattro  falde  f  f  )  e, 
giacché  0,  in  generale,  non  é  punto  di  F'^ ,  se  ne  conclude  che  la  superficie  2  passa 
quattro  volte  per  la  curva  B. 

Infine  se  si  considera  uno  qualunque  dei  4(1%  —  i)'  punti  doppi  del  fascio  (F), 
ed  anzi,  se  si  suppone,  uscendo  eccezionalmente  dal  caso  che  il  fascio  (F)  sia  generale, 
che  esso  contenga  una  superficie  dotata  in  un  punto,  Z),  fuori  della  curva  B  e  non  singolare 


*)  Cfr.  la  mia  Nota  s.  e,  n**  13. 

•*)  Essa  sarebbe  quella  relativa  alla  rete,  del  tipo  fF^,  F*,  F']  che  contiene  il  fiiscio  delle  su- 
perficie del  sistema  jFj  tangenti  alla  superficie  di  (F)  che  passa  per  O.  Cfi:.  la  mia  Nou  s.  c^  n^  io, 
eccezione  i*  per  p  =  o,  p,  =  i,  p,  =  2. 

•**)  Vedi  la  mia  solita  Nota  n**  11  per  r  =  o,  /  =  i,  p  =  i,  p,  =  2. 

f)  Quella  relativa  alla  rete  [i^,  F/ ,  i^*]  che  contiene  il  fiiscio  delle  superfìcie  di  |F|  che  sono 
tangenti  in  Q  alla  curva  B, 

f f)  Qò  può  rientrare  come  caso  particolare  per  p  =c  p,  =  i,  p,  =  2  nella  eccenooe  dd  o?  10 
della  mia  Nota  sopra  citata. 
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pel  sistema  {F'{,  d'un  punto  (r)-plo  a  cono  tangente  generale,  JP^,  allora  la  superfide 
S*,  generica  della  rete  [S],  sarà  dotata  in  D  d'un  punto  (r  —  i)-plo  il  cui  cono  tan- 
gente, K)_^  j  è  il  cono  polare  dell'asse  a  del  fascio  dei  piani  tangenti  in  D  alle  super- 
ficie della  rete  [F^,  F'/,  F^*]  a  cui  è  relativa  la  S*,  rispetto  al  cono  TìT^  *)  e,  poiché 
l'asse  ^  è  variabile  in  una  stella,  se  ne  conchiude  che  il  cono  £^_,  è  variabile  in  una 
rete,  e  quindi  la  superficie  jji  ^  F^ .  2,  epperò  la  superficie  2,  ha  in  D  un  punto  mul- 
tiplo del  grado 

^  +  3(r—  0  — 3  =  4^— 6, 

il  cui  cono  tangente  è  composto  del  cono  K^  e  del  cono,  d'ordine  3  (r  —  2),  Hessiano 
di  UT,-). 

E  di  qui  per  r  =  2  segue  che  la  superficie  2  è  dotata  di  un  punto  doppio  in 
ciascuno  dei  ^(n  —  i)'  punti  doppi  del  fascio  (F)  ed  in  uno  qualunque  di  essi  hab 
stesso  cono  tangente  della  superficie  del  fascio  dotata  ivi  di  punto  doppio. 

4.  Mediante  la  superficie  2  si  può  dare  una  costruzione  semplice  della  curva,  T, 
luogo  dei  contatti  stazionari  delle  superficie  di  un  fascio,  (F),  d'ordine  «,  con  quelle 
di  una  rete  [F]  =  [F;,  F;,  F;]  d'ordine  n\ 

Si  assuma  una  superficie  arbitraria  F^ ,  d'ordine  n',  e  si  consideri  la  superficie  1 
luogo  dei  contatti  stazionari  delle  superficie  del  fascio  (F)  con  quelle  del  sistema  li- 
neare 00':  jF^,  Fj,  F^,  F||;  tale  superficie  incontra  la  superficie,  S,  luogo  dei  conutti 
di  prim'ordine  delle  superficie  del  fascio  (F)  con  quelle  della  rete  [F']: 

1°  nella  curva  5,  d'ordine  «*,  contata  quattro  volte; 

2°  nella  curva  A,  d'ordine  2(«'  —  i)(4«  -}~  3^'  —  5)>  contata  due  volte; 

3°  in  una  curva  residuale,  T,  d'ordine 

8(„-|-„'_2)(2«+3«'-4)-4«'-4(n'-i)(4«+3«'-5)=4[3(«+«'-2)'-i]n, 
la  quale  è,  evidentemente,  il  luogo  dei  contatti  sta:^onari  delle  superficie  del  fascio  (F) 
con  quelle  della  rete  [F']. 

Una  superficie,  F,  fissata  ad  arbitrio  nel  fascio  (F)  è  incontrata  dalla  curva  gobba 
T  in  4w[3(w  -j-  w'  —  2)*  —  i]  punti. 

Per  vedere  quanti  di  questi  punti  cadono  fuòri  della  curva  B  basta  calcolare  il 
numero  delle  intersezioni  di  F  con  S  e  2  oltre  la  curva  5.  A  tal  uopo  si  osservi  che 
le  superficie  F  ed  S  si  segano,  oltre  5,  in  una  curva  /,  d'ordine  n(n  -\-  jn'  —  4), 
la  quale,  per  una  nota  formula,  incontra  la  curva  5,  di  rango  2n*(n  —  i),  in 

w'[(2«  -|-  3«'  —  4)  -|-  «  —  2]  —  2«'(n  —  i)  =  n\n  -f-  3«'  —  4) 
punti. 


*)  Vedi  la  mia  Nota  s.  e,  n°  12. 

•*)  Cfr.  la  mia  Nota  s.  e,  n°  13. 

•**)  Cfr.  la  mia  Nota  s.  e,  n**  30.  Il  sig.  L,  Lo  Monaco  Apiule  aveva  già  prima  di  me  tentato 
di  ricavare  Tordine  della  curva  T  contando  i  punti  in  cui  essa  incontra  una  superficie  generica  dd 
fascio  (F),  però  non  essendo  riuscito  a  determinare  i  punti  *in  cui  T  incontra  la  curva  base  del  ùsóo 
(F),  il  numero  da  lui  trovato  come  ordine  della  curva  T  non  è  esatto  ;  vedi  la  sua  Nota  dt.  n^  12. 
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I  punti  cercati  pertanto  sono  le  intersezioni  di  /  con  2  che  avvengono  fuori  della 
curva  5,  quadrupla  della  superficie  2,  cioè 

8(n-|-«'--2)«(«-4-3^'"-4)  — 4^*(^^"3^'""4)=4'^(^^■3^'~4)(^+^^'~4)• 
Nel  numero  precedente  intanto  sono  comprese  le  intersezioni  di  /  con  1  che  av- 
vengono nei 

2n(n'  —  i)(4«  +  3«'  —  j)  —  4w*(^'  ""  ^) 

punti  in  cui  F  è  incontrata,  oltre  la  curva  5,  dalla  curva  A  *),  doppia  per  la  super- 
ficie 2,  cioè  nei  punti  in  cui  F  è  toccata  da  due  epperò  infinite  superficie  del  sistema 
|F^,  F[y  F[y  Fj'j,  i  quali  evidentemente  non  appartengono  alla  curva  T;  togliendo 
pertanto  queste  intersezioni  ne  restano  sole 

4n(n  +  3  «' —  4)(n  +  2  n' —  4)  —  2  [2n(n' —  i)(4w  +  3  n' —  5)  —  4nX«' —  i)] 
=  4n[(n  +  2n'  -  sXn  +  n'  -  3)  +  (n'  -  i)(n'  -  2)]; 

questo  è  adunque  il  numero  dei  punti  in  cui  F  è  incontrata  da  T  oltre  la  curva  5, 
epperò  esso  è  anche,  in  generale,  il  numero  delle  superficie  della  rete  [F']  che  hanno 
un  contatto  stazionario  con  la  superficie  F  **). 

Le  rimanenti  intersezioni  di  T  con  F,  che  sono 

443(„^.„'«2y-i]-4n[(n-|.2«'-3)(n  +  n'-3)-|.(«'-i)(n'-2)] 

=  4wX2«  +  3«'  — 6), 

si  troveranno  poi  necessariamente  sulla  curva  gobba  B  base  del  fascio  (F). 

5.  Il  ragionamento  che  abbiamo  fatto  per  calcolare  il  numero  delle  intersezioni 
della  superficie  F  colla  curva  T,  fuori  della  curva  5,  prova  anche  che  questo  numero 
è  indipendente  da  qualsiasi  singolarità  che  la  superficie  F  e  la  rete  [F']  potessero  avere 
in  un  punto,  P,  che  non  appartiene  alla  curva  B,  e  quindi  l'abbassamento,  a,  prodotto 
dal  punto  P  nel  numero  delle  superficie  della  rete  [F']  che  hanno  un  contatto  stazio- 
nario colla  superficie  F  è  uguale  al  numero  delle  intersezioni  che  questa  superficie  ha 
riunite  in  P  colla  curva.  T. 

Ci  limiteremo  a  calcolare  a  in  un  caso  semplicissimo. 

Suppongasi  che  la  superficie  F  sia  dotata  in  un  punto  D,  non  singolare  per  la 
rete  [F'],  d'un  punto  (r)-plo  a  cono  tangente  generale  K^,  Come  si  è  visto  al  n°  3, 
la  superficie  2  ha  in  questo  caso  in  D  un  punto  (4r  —  6)-plo  ed  ivi  j^r  tangente 
il  cono  K^  ed  il  cono  Hessiano  di  ÜT^,   mentre  la   superficie  S  ha  in   D   un   punto 


*)  La  curva  A  interseca  B  in  4  n '  («'  —  i)  punti  ;  vedi  L.  Lo  Monaco  Aprile,  1.  e,  n**  7. 

•*)  Come  fu  trovato  dal  sig.  L.  Lo  Monaco  Aprile.  In  una  Nou  di  Zeuthen  [C.  R.,  t.  LXXXIX, 
pp.  899-901  (1879),  2**  semestre]  si  trova  già  la  formub  che  esprime  il  numero  delle  superficie  di  un 
sistema  00'  qualunque  che  hanno  contatto  stazionario  con  F.  Cfir.  anche  F.  Severi  :  Il  genere  aritmetico 
ed  Ü  genere  lineare  in  relazione  due  reti  ài  curve  tracciate  sopra  una  superficie  algebrica.  [Atti  Acc.  di 
Torino  voL  XXXVII  (1902),  pp.  625-643],  n**  io. 
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(r  —  i)-plo,  il  cui  cono  tangente  Ä^_,,  è  il  cono  polare  dell'asse  dd  fascio  dd  piani 
tangenti  in  D  a  superficie  della  rete  [F'],  rispetto  al  cono  K^, 

Or  poiché,  in  generale,  né  la  curva  5,  né  la  curva  A  passano  per  D  *),  la  curva 
r  passerà  per  D  con  (r  —  i)(4r  —  6)  rami  **)  ed  ha  ivi  per  tangenti  le  r(r  —i) 
generatrici  secondo  cui  si  segano  i  coni  K^  e  Ä^_,  e  le  3(r  —  i)(r  —  2)  generatrici 
secondo  cui  si  segano  Kl_^  e  l'Hessiano  di  K^,  Pertanto  le  intersezioni  che  la  super- 
ficie F  ha  riunite  in  D  con  la  curva  T  sono 

r(r  -  i)(4r  -  6)  +  r(r  —  i)  =  r{r  -  i)(4r  —  5); 

epperò  questo  è,  nel  caso  che  consideriamo,  il  valore  dd  numero  a. 

Quest'ultimo  risultato  ci  dice  anche  che  un  punto  (ryplo  a  cono  tangente  generale 
di  una  superficie  algebrica  f,  abbassa  di  r(r  —  i)(4f  —  5)  unità  il  numero  dei  piani 
tangenti  sta:^nari  che  per  un  punto  qualunque  dello  spas^io  si  possono  condurre  alla 
superficie  F. 

Dal  modo  poi  di  comportarsi  in  tal  caso  in  D  della  curva  jT,  ponendo  r  =  2, 
segue  che  questa  curva  ha  in  generale  un  punto  doppio  in  dascuno  dd  4(n  —  i)' 
punti  doppi  del  fascio  (F),  ed  in  uno  qualunque  di  essi  ha  per  tangenti  le  due  geD^ 
ratrici  di  contatto  dei  piani  appartenenri  al  fasdo  dd  piani  tangenri  in  D  alle  superficie 
della  rete  [F'],  e  tangenti  al  cono  tangente  in  Z)  alla  superfide  di  (F)  ivi  dotau  di 
punto  doppio. 

Relativamente  alla  curva  T  notiamo  infine  che  facile  è  calcolare  il  numero  dd 
punti  in  cui  essa  incontra  la  curva  A,  giacché  per  A,  oltre  alle  superfide  S  e  2,  passa 
anche  la  Jacobiana  del  sistema  jF^,  F|,  F^,  Fjj.  Avuto  poi  questo  risultato  e  avTa- 
lendosi  anche  di  quelli  già  ottenuti  precedentemente  si  potrebbe  determinare  il  genere 
della  curva  T  e  risolvere  diverse  altre  questioni. 

6.  La  superficie  £  relativa  al  fascio  (F),  d'ordine  w,  e  al  sistema  lineare  00'  jFj, 

d'ordine  n\  incontra  una  superficie,  F,  del  fascio  (F),  oltre  la  curva  5,  in  una  curva 

if,  d'ordine 

8«(n  -|-  «'  —  2)  —  4«*  =  4«(«  -|-  in'  —  4), 

che  è  il  luogo  dei  punti  in  cui  superficie  del  sistema  \F'\  hanno  un  contatto  stasiionarù} 
con  la  superficie  F  ***). 

Tale  curva  ha,  in  generale, 

2n(n'  —  0(4«  +  3«'  —  5)  —  4«X^'  —  ^) 
punti  doppi,  che  sono  i  punti  in  cui  F  é  toccata  da  due,  epperò  infinite,  superfide  dd 


•)  La  curva  A  è  infatti  situata  sulla  Jacobiana  del  sistema  j/^,  F[,  F^,  F^j  e  nelle  nostre  ipo- 
tesi D  non  è  punto  doppio  di  una  superficie  di  }/^,  F[,  F^,  FJ{. 

•*)  Per  risultati  più  generali  cfr.  la  mia  Nota  s.  e,  n°  31. 

***)  Per  la  curva  H  vedi  Marino  Pannelli,  Sui  sistemi  lineari  tripUmmH  Mainili  di  curve  tracciaÊ 
sopra  una  superficie  algebrica  [questi  Rendiconti,  t.  XX  (1905),  pp.  34-48]. 
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sistema  \F'\  (p?  4),  e  nel  caso  particolare  in  cui  F  sia  dotata  d'un  punto  (r)-plo  in 
un  punto,  Z),  che  sia  ordinario  pel  sistema  jF'j,  la  curva  H  passerà  per  D  con 
r(4r  —  6)  -f-  r  =:  r(4r  —  5)  rami. 

Per  n'  =  I  si  ricava,  com'è  noto,  che  la  curva  parabolica  d'una  superficie  d'or- 
dine n  è  dell'ordine  4n(n  —  2)  ed  in  generale  non  ha  punti  multipli,  mentre  in  par- 
ticolare, se  la  superficie  data  ha  un  punto  (r)-plo,  essa  vi  passa  conr(4r  —  5)  rami. 

Per  n  =r  I  si  ricava  che  il  luogo  delle  cuspidi  di  un  sistema  lineare  00^  :  [C]\  di 
curve  piane,  d'ordine  «',  è  dell'ordine  4(2»'  —  3)  ed  ha,  in  generale,  6(n'  —  i)* 
punti  doppi,  ciascuno  dei  quali  è  un  punto  in  cui  un  fascio  contenuto  nel  sistema  li- 
neare [Cy  ha  un  punto  base  doppio,  il  che  fu  già  trovato  dal  Caporali  *). 

Palermo,  agosto  1905. 

Gaetano   Aguglia. 


*)  Caporali,  Sopra  i  sistemi  lineari  triplamente  infiniti  di  curve  algebriche  piane  [G>llect.  Math,  in 
mem.  Cheuni  (i88i)j,  n°  8. 

Rmi.  Ctrc.  U^têm,  Pultrmo,  t.  XXI  (1906).  —  Sumpato  U  a6  mano  1906.  40 


REMARQUE  RELATIVE  À  UN  MÉMOIRE  DE  M.  LUCIO  SILLA 
"SOPRA  ALCUNE  QUISTIONI  DI  STATICA,,; 

Par  M.  Paul  Appell  (Paris). 


Adunanza  del  as  febbrajo  1906. 


I.  M.  Lucio  Silla  vient  de  publier,  dans  ces  «  Rendiconti  »  [t.  XXI  (1906), 
pages  81- 114],  un  Mémoire  intéressant  «  Sopra  alcune  quistioni  di  Statica  ».  A  k  fin 
du  n°  13  (page  94)  de  ce  Mémoire,  l'auteur  donne  un  exemple  dans  lequel  il  pense 
montrer  un  point  matériel  qui,  dans  son  mouvement  naturel,  quitte  une  liaison  unila- 
terale parfaite,  sans  que  la  force  de  liaison  correspondante  s'annule. 

Mais  cet  exemple  n'est  pas  probant,  comme  il  est  facile  de  le  voir. 

Une  liaison  doit  être  définie  par  des  conditions  géométriques  ou  cinèmatiques,  sans 
que  les  forces  appliquées  interviennent  dans  la  définition.  Or,  dans  l'exemple  cité,  rauteur 
imagine  une  tige  verticale  descendante  A  J5,  fixée  par  l'extrémité  supérieure  A  et  chargée 
à  son  extrémité  inférieure  d'un  point  pesant  B  :  il  admet  que  cette  tige  s'allonge  quand 
le  poids  du  point  augmente,  mais  qu'elle  atteint  son  allongement  maximum  pour  un 
poids  déterminé  P,  de  telle  façon  qu'une  augmentation  quelconque  du  poids  au  ddi 
de  P  ne  détermine  plus  aucun  allongement.  Telle  est,  suivant  M.  Silla,  la  liaison  qa 
serait  imposée  au  point  :  la  force  de  liaison  serait  la  tension  ou  réaction  de  la  tige. 

Cherchons  à  préciser  ces  conditions.  Soient  :  p  le  poids  du  point  matériel  B;  x 
la  longueur  de  la  tige  correspondant  statiquement  au  poids  p;  L  le  maximum  de  lon- 
gueur qui  a  lieu  pour  p  ^  P.  La  longueur  x  de  la  tige  est  une  fonction  croissante 
de  py  tant  que  p  ^P: 

(0  x=f(p)     (p^p), 

L  =KP); 

on  a,  ensuite, 

(2)  X  =  L,     pour    p^P. 

La  première  relation  (i)  contenant  la  force  appliquée  p  n'est  pas  une  équation  i 
liaison.  La  tension  correspondante  de  la  tige  n'est  donc  pas,  comme  le  croit  M.  Silla, 
une  force  de  liaison,  et,  en  particulier,  la  réaction  iS/"  de  la  tige  au  moment  où  p  =? 
n'est  pas  une  force  de  liaison. 

Quand  p  devient  supérieur  à  P,  le  point  B  est  assujetti  à  une  véritable  liaison  (2): 
mais  la  force  de  liaison  provenant  de  cette  liaison  (2)  n'est  pas  la  tension  de  la  dge^ 
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c*est  seulement  raccroissement  de  réaction  verticale  qui  s'est  produit  depuis  le  moment 
où  la  liaison  (2)  est  intervenue.  Cet  accroissement  (force  de  liaison)  s'annule  si  l'équi- 
libre n'a  pas  lieu  pour  x  =  L  et  si  le  point,  assujetti  à  la  liaison  (2),  la  quitte  natu- 
rellement en  remontant. 

2.  Telles  sont  les  observations  que  je  voulais  présenter.  On  peut  aussi  s'en  rendre 
compte  en  cherchant  à  voir  comment  on  pourrait  réaliser  physiquement  les  conditions 
posées  par  M.  Silla.  On  pourrait  imaginer  un  fil  élastique  attaché,  en  un  point  Ay 
au  plafond  d'une  chambre,  au  dessus  d'une  table  rigide  horizontale  placée  à  une  di- 
stance L  de  -4.  Le  fil  élastique,  à  l'état  naturel,  a  une  longueur  moindre  que  L.  On 
attache  des  points  B  à  poids  croissants  au  fil  :  celui-ci  s'allonge  et  prend,  pour  chaque 
poids  py  une  position  d'équilibre  :  ce  n'est  pas  là  une  liaison  imposée  au  point  pesant 
attaché  au  fil;  la  tension  du  fil  n'est  pas  une  force  de  liaison:  c'est  une  force  appli- 
quée au  point,  variant  en  fonction  de  l'allongement.  Quand  le  poids  du  point  atteint 
une  limite  P,  te  fil  atteint  la  longueur  L,  le  point  B  affleure  la  table  et  la  réaction 
de  la  table  est  encore  nulle.  Si  le  poids  dépasse  P,  le  fil  élastique  reste  tendu  de  la 
même  façon,  mais  une  liaison  nouvelle  apparaît:  le  point  repose  sur  la  table;  c'est 
alors  la  réaction  de  la  table  qui  représente  la  force  de  liaison  et  non  la  tension  du  fil 
augmentée  de  la  réaction.  Cette  réaction  s'annule  si  le  point  quitte  la   table  dans  son 

j  mouvement  naturel. 

j  On  arriverait  à  un  problème  du  même  genre,  en  supprimant  le  fil  et  en  prenant 

,  un  point  pesant  p  situé  sur  la  verticale  de  A  et  attiré  par  A  proportionnellement  à  la 
distance.  Tant  que  le  poids  p  ne  dépasserait  pas  une  certaine  limite  P,  le  point  serait 
en  équilibre  au  dessus  de  la  table.  Pour  />  ^  P  il  reposerait  sur  la  table  et  la  force  de 
liaison  serait  la  réaction  de  la  table  et  non  la  force  attractive  augmentée  de  cette 
réaction. 

3.  Peut  être  y  aurait-il  intérêt,  soit  en  Mécanique  rationnelle,  soit  en  Physique 
mathématique,  à  employer  des  relations  de  condition  entre  les  paramètres  d'un  système, 
les  forces  appliquées,  les  vitesses  et  les  forces  d'inertie,  ces  dernières  disparaissant  en 
Statique. 

C'est  ainsi  qu'un  point  de  coordonnées  x,  y  y  :^  soumis  à  une  force  de  projections 
JCy  y,  Z,  pourrait,  en  Statique,  être  assujetti  à  une  condition  de  la  forme: 

fix,  y,  i,X,Y,Z)  =  o 
cty  en  Dynamique,  à  une  condition  de  la  forme: 

f{x,  y,  X,  X,  y,  z,  x;  y',  :C,  x",  y",  <')  =  0. 
On  se  trouverait  alors  en  présence  de  conditions  d'une  nature  tout  à  fait  diffè- 
xente  des  équations  de  liaison.  Mais  avant  d'étudier  ces  conditions  in  abstracto,  il  fau- 
drait rencontrer  quelque  problème  réel  où  elles  se  présentent  utilement. 

Paris,  le  lo  février  1906. 

Paul  Appell, 


SULL'INTEGRAZIONE  DELLA  \ 
IN  UN  PARALLELEPIPEDO  RETTANGOLO. 

Nota  di  Luciano  Orlando  (Roma). 


Adunanza  dell'i  i  mano  1906. 


Riferiamo  il  parallelepipedo  ad  una  terna  canesiana  ortogonale,  orientata  secondo 
gli  assi  del  parallelepipedo.  Chiameremo  5  il  campo  che  questo  occupa,  (x  il  contorno, 
ed  r  la  distanza  fra  un  punto  A^  di  coordinate  Xy  y^  7^  t  un  polo  A^^  di  coordinale 
^o  5  >'o  5  ^  ?  ^<^^1^^  nell'interno  di  S.  È  nota  per  il  campo  S  la  funzione  di  Green,  che 
è  nel  campo  S  soluzione  regolare   della   \  =  o,   ed  assume  valore   uguale   a  quello 

della  funzione  — ,  quando  il  punto  A  si  porta  sul  contorno  a  *).    Noi   chiameremo 

G(x^,  yo',  K^j  X,  y,  0  questa  funzione. 

Mostreremo    qui    un    metodo    per    la    determinazione    d'una    funzione   r^olare 

'*(^o5  ^'o'  Oj  quando  sia  noto  il  volere  di  fi  e   della   derivata  normale   -j—  in  ogni 

a  ti 

punto  del  contorno,  e  sia  nullo  A^  u  in  ogni  punto  del  campo.  Questo  problema  suole 
brevemente  chiamarsi  integra^^ione  della  A^  =  o  in  S.  La  linearità  e  Tomogeneità  del- 
l'equazione  A^  =  o  mostrano  che,  se  questo  problema  è  risoluto  per  un  campo,  è  an- 
che risoluto,  con  agevole  riduzione,  per  ogni  campo  omotetico  di  quello  rispetto  a  un 
punto.  È  anche  molto  noto,  e  molto  agevolmente  visibile,  che,  integrata  per  un  campo 
5  la  A^  =  o,  risulta  anche  integrata  per  lo  stesso  campo  la  A  =  F,  dove  F  denoa 
una  funzione  cognita  in  ogni  punto  di  S.  L'integrazione  della  à  u  =z  F^    cioè  la  de- 

terminazione  della  funzione  regolare  u  (x^ ,  y^ ,  ;(^),  quando  è  dunque  noto  w  e  -p-  in 

dn 
ogni  punto  del  contorno,  si  chiama,  ancora  più  brevemente,  integrazione  della  \  ini 

Noi  supponiamo  che,  da  osservazioni  effettive  o  da  ipotesi  per  esempio  fisiche, 
connesse  con  un'interpretazione  pratica  del  nostro  problema,  ci  sia  permesso  di  stabi- 
lire un  numero  positivo  fisso  [7,  che  non  debba  essere    superato   da    alcun   valore  £ 

I^C^oJ  Jo^  Ol- 
Se  poniamo 


•)  Vedi  la  mia  memoria  :  Sopra  alcuni  prohìemi  di  fisica  matematica,  negli  Atti  della  R.  Acca* 
mia  Peloritana.  Messina,  1905. 
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noi  ricaviamo,  con  un  metx)do  ben  noto  a  chi  conosca  la  teorìa  delle  funzioni  di 
Green,  la  formula 

quando  sia  dunque,  come  supponiamo,  l^u  =  o.  Gl'integrali  che  figurano  in  questa 
formula  sono  applicati  agli  elementi  di  superficie  rfor  e  agli  elementi  di  volume  dSy 
che  intorniano  il  punto  A^  di  coordinate  Jc,  )f,  :(,  e  sono  rispettivamente  estesi  a  tutta 
la  superficie  <t  e  a  tutto  il  campo  S. 

La  formula  (i)  contiene  la  funzione  incognita  u(x^^  y^^  ;(^),  e,  nel  secondo  mem- 
bro, sotto  l'integrale  definito,  la  funzione  incognita  u  (x,  jj  :^).  È  noto  peraltro  che  il 
nostro  problema  deve  condurci,  mediante  la  (i)  a  una  funzione  u  univocamente  defi- 
nita; perciò  noi  siamo  in  presenza  di  un'equazione  integrale  *),  che  fornisce,  coi  me- 
todi di  Volterra-Fredholm-Hilbert,  un'unica  funzione  ^(x^,  y^^  tìJ. 

Se,  invece  che  per  un  parallelepipedo,  noi  volessimo  integrare  la  A^  per  un  ret- 
tangolo, noi  dovremmo  porre 

2      '        2 

La  condizione  al  contorno  per  la  funzione  G  qui  diventa  G  =  log  — . 

L'integrazione  della  A^  nei  campi  che  hanno  due  dimensioni  lascia  studiare,  come 
è  noto,  il  problema  delle  vibrazioni  delle  membrane  elastiche,  dal  quale  si  presenta 
facilmente  un  criterio  per  fissare  il  numero  positivo  U, 

Ciò  che  qui  abbiamo  detto  per  il  parallelepipedo  vale,  come  è  chiaro,  per  ogni 
campo  che  abbia  tre  dimensioni,  e,  con  opportuni  adattamenti,  anche  per  campi  che 
abbiano  ogni  altro  numero  di  dimensioni,  purché  si  tratti  di  campi  chiusi  :  bisogna 
assumere  opportunamente  la  funzione  F,  Per  vedere  come  questa  debba  essere  assunta, 
noi  possiamo  riportarci  al  caso  della  sfera  **),  e  poi  mutare  la  grandezza  r,  che  si  pre- 
senta nel  caso  della  sfera  in  -^  ;  e,  nel  caso  di  sfere  che    abbiano  meno  (cerchio)  o 

più  di  tre  dimensioni,  bisogna  mutare  la  G  di  queste  sfere  nella  G  relativa  al  campo 
che  si  vuole  studiare.  Bisogna  dunque  che  la  G,  per  il  campo  che  si  vuole  studiare, 
sia  una  funzione  nota.  Con  criterio  perfettamente  analogo,  si  passa  dal  modo  d'inte- 
grare la  A^  nella  sfera  all'equazione  integrale,  analoga  alla  (i),  che  ci  dà  l'integrale 
della  A^  nel  campo,  diverso  dalla  sfera,  che  noi  vogliamo  studiare.  Basta  porre 

K_gri7-f-r^         8G' 


*)  Vedi  le  importanti  memorie  di  D.  Hilbert  (nei  Nachrichten  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göt- 
tingen, 1904-1905),  e  le  citazioni  bibliografiche  ivi  contenut«.  È  anche  utue  consultare  due  belle  note 
di  BiniGATTi  (Lincei,  1903,  2°  sem.). 

**)  Vedi  una  nota  di  Marcolokgo  (Lincei,  1901,  2^  sem.),  un'altra  dello  stesso  Autore  (in  que- 
sti Rend.  1902),  una  mia  (G.  di  Batt.  1904)»  e  una  memoria  di  Boggio  (in  questi  Rend.  1905). 
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Non  è  dissimile,  poi,  da  questo  il  modo  di  passare  alla  à,^,  dove  m  denota  un  arbi- 
trario numero  naturale. 

Per  quei  campi  chiusi  per  i  quali  fosse  fadle,   nel  caso   della  A^,    dimostrare  la 
formula 

(2)  J\ij\ds<:s^oL, 

dove  a  è  una  grandezza  positiva   <]  I9   1^   risoluzione  dell'equazione    in^;rale   (i)  à 

presenterebbe  agevole  ed  intuitiva,  almeno  in  teoria. 
Se,  infatti,  invece  della  (i)  poniamo 

l'osservazione  delle  formulé  (3),  (i),  (2)  ci  mostra  che  l'errore 


'.  =  F;/"^''«> 


che  noi  facciamo  nella  determinazione  di  u,  trascurando  l'integrale  in  ^5,  ha  modulo 
minore  di  t/a,  dove  U  rappresenta  quel  numero  positivo  che  \u\  non  può  superare. 
Se  ora,  al  posto  di  u,  nell'integrale  in  dS  che  figura  nella  (i),  poniamo  il  valore 
tt  -}-  e, ,  fornito  dalla  (3),  e  scriviamo 

(4)  »  +  ,  =  jL/[/-H„- '5  -  il  ^xr-ny^-  f>  + ..)..  rA 

l'osservazione  delle  formule  (4),  (i),  (2),  e  della  relazione,  ora  stabilita,  |ej  <;t7a,ci 
mostra  che  il  modulo  dell'errore  e^,  che  noi  facciamo  in  questa  seconda  approssima- 
zione, è  minore  di  Uol\  Se  ora,  nell'integrale  in  ti  S  che  figura  nella  (i),  poniamo 
u  -}-  £j  invece  di  u,  avremo  dalla  (i)  la  funzione  w(x^,  y^y  7^^  con  un  nuovo  errore 
£j,  tale  che  sia  |e,|  <  [7a\  Continuando  in  modo  analogo,  noi  avremo  la  funzione 
^(^o>  }'o'  -C))?  espressa  sempre  meno  inesattamente,  con  errori  che  tendono  a  zero, 
comunque  U  sia  grande. 

Luciano  Orlando. 


UN'APPLICAZIONE  ANALITICA  DI  UN  TEOREMA  DI  FOURIER. 
Nota  di  Luciano  Orlando  (Roma). 


Adunanza  del  2$  marzo  1906. 


Se  leggiamo  âk^u  =:  ^—5  -f"  5~r  +  sr  >  dove  u  rappresenta  una  funzione  delle 

tre  coordinate  cartesiane  ortogonali  a*,  )',  ;(,  e  se  intendiamo  che  A^^   esprima  la  v"* 
potenza  simbolica  della  forma  differenziale  à^,  l'equazione  alle  derivate  parziali 

dove  con  a, ,  a^,  . . .  ,  a^_, ,  a^  si  indicano  grandezze  reali,  indipendenti  da  x,  y,  Xs 
non  è  certamente  fra  le  più  facili  a  integrarsi,  nemmeno  in  casi  molto  particolari. 

Uno  dei  campi  più  semplici,  nei  quali  ci  possiamo  proporre  d'integrare  la  (i),  è 
un  semispazio,  sede,  per  esempio,  dei  punti  che  hanno  la  ;(  positiva,  limitato  dunque 
dal  piano  d'equazione  ;^=o.  Noi  ci  proponiamo  di  determinare  una  funzione  m(jc,  y,  :^), 
che  verifichi  regolarmente  la  (i),  si  annulli  all'infinito,  e  sia  tale  che  i  suoi  valori,  e 
quelli  rispettivamente  delle  sue  prime  m  —  i  derivate  su  ;^,  si  riducano  per  :^  =  o  ai 
valori  delle  funzioni  note  di  x,  v 

^'^  "-  irò:  {Uh---{^ì' 

Queste  funzioni  sono  funzioni  arbitrarie  di  x,  y,  ma  l'arbitrarietà  di  queste  funzioni, 
pur  essendo  molto  vasta,  non  è  infinita,  perchè  anche  qui  si  presentano  analoghe  re- 
strizioni a  quelle,  molto  note,  che  si  presentano  nell'integrazione  della  A^^  =  o.  Per 
accennare  a  queste  restrizioni,  evitando  un  lungo  esame  a  priori,  noi  stabiliamo  di 
escludere  quelle  funzioni  che,  nel  corso  dei  nostri  ragionamenti,  dovessero  farci  incon- 
trare risultati  privi  di  senso,  come,  per  esempio,  int^ali  impropri  non  convergenti. 
Intanto  noi  supponiamo  che  l'equazione  algebrica 

(3)  t-  -  ^r"  +  •  •  •  ±  a^^JT  ^n.  =  o 

non  abbia  radici  multiple.  Siano  >, ,  X, ,  . . .  ,  X^  le  sue  radici,  fra  di  loro   differenti. 
Assumiamo  due  numeri  reali  a  e  ß,  e  stabiliamo  l'equazione 

(4)  tl  =  \-o^'-P', 

la  quale  rappresenta  m  equazioni  se  v  assume  i  valori  i,  2,  . . .  ,  m.  L'equazione  (4) 
ha  due  radici;  l'argomento  di  una  di  queste  differisce  di  ic  dall'argomento   dell'altra. 
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Ciò  mostra  che  noi  possiamo  facilmente  determinare  m  grandezze  y,,  y,,  ... ,  y^, 
tali  che  le  loro  parti  immaginarie  siano  positive  :   queste  grandezze   y, ,  y^ ,  - .  - ,  y^ 
risultano  fra  di  loro  differenti. 
Ed  ora  poniamo 

(5)  «(x,  y,  70  =  ffàxdpe"^*^>^fA,(T,  {i)«'Tv^ 

Se  le  -4v(a,  ^)  sono  funzioni  scelte  in  modo  che  rintegrale  abbia  senso  e  che  sia  le- 
cito derivare,  rispetto  a  x,  y^  :(,  sotto  il  segno,  la  funzione  !*(x,  v,  \),  definita  da  (5), 
verifica  (i).  Per  fare  in  modo  che  si  accordi,  al  contomo,  colla  condizione  relativa  alk 
funzioni  (2),  bisogna  determinare  opportunamente  le  A^Çol,  fi).  Bisogna,  dunque,  che 
le  A^  verifichino  questo  sistema: 

00 

— QB 
00 

Ma  la  formula  di  Fourier  *)  : 

00  00 

— 00  — ae 

mostra  che,  se  determiniamo  le  A^  mediante  quest'altro  sistema: 

•a 
—00 


o 


anche  il  sistema  (6)  risulta  verificato.  Ora  è  tanto  noto  il  determinante  del  sistema 
(7),  che  si  vede  subito  l'univocità  della  determinazione  delle -^^  (a,  ß)  mediante  questo 
sistema.  Sostituendo  in  (5),  noi  avremo  ottenuto  il  nostro  intento. 

Questo  breve  metodo  acquisterebbe   importanza  se  potessimo  dimostrare  che  k 


*)  H.  Weber,  DU  partiellen  differentialgleichungen  der  maätemaUschtn  Physik,  Bd.  II,  10,  $  76. 
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precedenti  condizioni  individuano  la  funzione  u{x^  y^  :().  Per  la  A^^  =  o,  è  noto  che 
ciò  avviene,  ma  la  forma  della  (i)  è  ben  più  complicata  che  non  sia  la  forma  della 
A^^  =  o.  Mentre  che,  per  esempio,  una  funzione  9(;c,  y,  :(),  regolare  in  un  campo  S, 
di  contorno  e,  è  individuata  dai  valori  9  sul  contorno  <7,  quando  verifica  in  S  la 
A^(p  =  o,  non  si  può  dire  altrettanto,  come  è  noto,  quando  deve  verificare  in  5  la 
Aj  (p  -{-  ^*  9  =  o,  dove  1  denota  un  numero  reale  :  tuttavia  se  il  campo  S  è  un  semi- 
spazio, e  se  ?  verifica  all'infinito  condizioni  analoghe  a  quelle  che  deve  verificare  per- 
chè sia  individuata  nel  caso  della  A^  =  o,  è  presumibile  che  ciò  avvenga.  Se,  invece, 
si  tratta  dell'equazione 
(8)  A,(p-V(p  =  o, 

noi  possiamo  brevemente  dimostrare  che  i  valori  di  9,  dati  al  contorno  d'un  arbitrario 
campo  S,  individuano  9  nel  campo  S.  Supponiamo,  per  giungere  a  dimostrare  questa 
proprietà,  che  siano  invece  9^  e  9^  due  funzioni  di  x,  y^  :^  che  verifichino  regolar- 
mente in  S  l'equazione  (8),  assumendo  in  ogni  punto  di  g  i  medesimi  valori.  La  loro 
differenza  9^ — ?,  =  ?  si  annulla  in  ogni  punto  di  a,  e  verifica,  come  è  chiaro,  la  (8). 
Ma,  se  n  denota  la  direzione  della  normale  a  e  verso  l'interno  di  5,  è  valida,  come 
si  sa,  la  formula 

/[(i-:)+(l-;)'+(if)]«+/.^^-+/-."-=o, 

dove  ti  denota  una  funzione  regolare  in  S,  e  le  integrazioni  in  ti  <t  e  in  ti  5  sono  ri- 
spettivamente estese  a  tutto  il  contorno  <t  e  a  tutto  il  campo  S  :  se  il  campo  S  ha 
punti  all'infinito,  bisogna  che  u  verifichi  in  questi  punti  le  condizioni  perchè  la  formula 
sia  applicabile.  Se  poniamo  in  questa  formula  t^  =  9,  otteniamo  che  l'integrale  in  de 
s'annulla,  perchè  9  è  nulla  in  ogni  punto  di  (t,  e  risulta 

/[(lì)+(ll)"+(ify+v.-]-=o. 

Questa  formula  non  può  essere  valida  se  non  è  in  ogni  punto  di  S 

9  =  0,  ?,  =  ?,, 
dunque  una  solu:(ione  regolare  della  (8)  i  individuata  dai  suoi  valori  al  contorno.  Se 
integriamo  la  (8)  nel  semispazio,  dando  i  valori  di  9  sul  piano  limite,  il  nostro  me- 
todo fornisce  ^integrale  generale;  ma,  se  dalla  forma  particolarissima  (8)  passiamo  alla 
(i),  può  essere  che  bastino  le  m  condizioni  al  contorno,  relative  alle  funzioni  (2),  ma 
non  è  dimostrato. 

Roma,  15  marzo  1906. 

Luciano  Orlando. 


R§md,  Ore.  M»i*m,  PtUrmo,  t.  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  3  aprile  1906. 


SOPRA  LA  CONFIGURAZIONE  DEL  PENTAEDRO. 
Memoria  di  Edgardo  Ciani  (Genova). 


Aduiuinia  del  14  geniujo  1906. 


Questo  lavoro  trae  la  sua  origine  da  mie  ricerche  sistematiche  sulle  curve  gobbe 
razionali  dei  primi  sei  ordini,  che  sono  invarianti  rispetto  a  gruppi  finiti  di  coUineazioni 
quaternarie.  Una  parte  di  queste  ricerche  fu  già  pubblicata  *):  è  quella  che  riguarda 
le  curve  dei  primi  cinque  ordini,  e  fra  poco  lo  sarà  anche  la  rimanente  che  riguarda 
le  curve  del  sesto.  Se  non  che,  il  caso  più  notevole  di  queste  ultime  è  cosi  intimamente 
coll^ato  alla  geometria  del  pentaedro,  che  mi  è  parso  utile  di  prendere  le  mosse  da 
questo  per  ritrovare  la  curva  in  discorso,  mettendola  quindi  a  suo  luogo  nella  confi- 
gurazione pentaedrale  e  ponendo  bene  in  evidenza  il  modo  semplice  e  naturale  che  b 
vincola  a  tale  configurazione  (cf.  n°  27).  Ecco  la  ragione  della  presente  memoria.  La  curva 
in  discorso  è  invariante  rispetto  al  gruppo  icosaedrico  di  coUineazioni  che  trasformano  il 
pentaedro  in  sé  medesimo  :  anzi  essa  e  un  altra,  che  le  è  proiettivamente  identica,  com- 
pongono le  sole  due  curve,  fra  quelle  irriducibili  dei  primi  sei  ordini,  che  siano  inva- 
rianti rispetto  al  gruppo  in  parola  senza  esserlo  rispetto  al  gruppo  totale  delle  coUinea- 
zioni suddette.  Tali  curve  posseggono  ciascuna  infiniti  piani  tritangenti  formanti  due 
sviluppabili  razionali  di  sesta  classe:  è  cosi  realizzato  un  esempio  (credo  il  primo)  ci 
curve  gobbe  irriducibiU  dotate  di  infiniti  piani  tritangenti. 

La  configurazione  del  pentaedro  è  da  lungo  tempo  studiata:  le  pubblicazioni  più 
recenti  ch'io  conosca  sono  le  dissertazioni  di  laurea  dei  sigg.  Himpel  e  Grüttner  **) 
e  una  Nota  di  Geiser  ***)  :  fra  le  meno  recenti  citerò  queUe  di  Hermes,  Küppers  e 
De  Paulis  ****),  U  quale  ultimo  se  ne  è  occupato  incidentalmente  trattando  deUe  super- 


*)  Ciani,  Sopra  i  gruppi  finiti  di  collinea:^ioni  quaternarie  dotate  di  cubiche  gobbe  invarianti  [questi 
Rendiconti,  t.  XVI  (1902),  pp.  327-345].  Ciani,  Sopra  alcuni  gruppi  lineari  quaternari  dotati  di  quarHai, 
0  di  quintica  gobba  ragionale  invariante  [Rend.  1st.  Lombardo,  s.  II,  voL  XXXVII  (1904),  pp.  341-353]; 
Le  curve  gobbe  ragionali  di  quinto  ordine  invarianti  rispetto  a  gruppi  finiti  di  coUineazioni  quaUmarìt 
[Ibid.,  id.,  pp.  580-598J. 

**)  Himpel,  über  die  Gruppe  der  120  Kollineationen,  durch  die  ein  raündicbes  Fünfeck  in  sich  selbit 
übergeht  (Strassburg,  1903);  Grüttner,  Das  räumliche  Fünfeck  (Breslau,  1903). 

*•*)  Die  konjugierten  Kernflächen  des  Pentaeders  [Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft in  Zürich,  L  (1905),  pp.  306- 3  20 J. 

****)  Hermes,  Das  Funflach  und  Fünfeck  im  Raunu  entsprechend  dem  Vier  seit  und  Viereck  in  der  Ebe^ 
[Journal  fur  die  reine  und  angcw.  Mathematik,  LVI  (1859),  PP*  247-262].  KtïPPERS,  Koüineationeii, 
durch  welche  fünf  gegebene  Punkte  des  Raumes  in  dieselben  fünf  Punkte  transformirt  werden  (BoTtOj  1890). 
De  Paolis,  Ricerche  sulle  superficie  di  j*^  ordine  [Mem.  R.  Acc.  Lincei,  1881J. 
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ficie  di  3°  ordine,  e  infine  citerò  le  «  ricerche  di  Castelnuovo  sulla  geometria  della 
retta  in  S^  »  in  «  Atti  del  R.  Isdt.  Veneto,  1 891  ».  In  questa  Nota,  a  pie  di  pagina, 
sono  esposte  alcune  geniali  considerazioni  analitiche  sul  pentaedro. 

Pubblicai  anch'io  una  Nota  sul  pentaedro  *)  (15  anni  indietro!)  ma  purtroppo 
quella  Nota  contiene  una  inesattezza  :  essa  fu  rilevata  nella  memoria  di  Gruttner,  già 
citata,  a  pag.  43,  ma  privatamente,  molto  tempo  innanzi,  me  ne  aveva  avvertito  in 
forma  assai  cortese  il  prof.  Segre  con  lettera  gentile  che  tuttora  conservo.  Essa  ri- 
guarda i  1 5  cosidetti  punti  diagonali  che  io  affermai  esistere  sopra  una  stessa  quadrica  : 
ciò  non  è:  i  ragionamenti  miei  di  quella  Nota  non  provano  altro  che  soltanto  12  di 
essi  esistono  su  di  una  quadrica  :  ne  restano  esclusi  tre  che  effettivamente  sono  esterni 
a  tale  quadrica.  Riprendendo  in  esame  la  cosa  sono  riuscito  invece  a  dimostrare  adesso, 
che  i  punti  in  questione  si  possono  riguardare  come  15  punti  doppi  di  una  superficie 
di  4°  ordine  che,  naturalmente,  è  invariante  rispetto  al  gruppo  totale  delle  colli  neazioni 
pentaedrali:  tale  superficie  non  è  però  la  più  generica  fra  quelle  conosciute  dotate  di 
15  punti  doppi,  perchè  la  configurazione  dei  6  punti  singolari,  in  uno  qualunque  dei 
IO  piani  singolari,  è  particolare,  essendo  proiettivamente  identica  a  quella  di  una  super- 
ficie di  Kummer  a  16  punti  doppi  e  4  volte  tetraedroidale. 

Fra  le  molte  proprietà  già  conosciute  della  configurazione  pentaedrale,  ho  scelto 
quelle  che  più  convenivano  al  mio  scopo,  riprendendone  la  trattazione  «  ex  novo  »  per 
cui  la  lettura  della  presente  memoria  è  affatto  indipendente  dai  lavori  citati.  Queste  pro- 
prietà (più  o  meno  conosciute)  sono  riunite  nei  primi  due  paragrafi  e  chi  vuole,  può 
facilmente  ritrovarle  per  intiero,  o  scoprirne  le  tracce  nei  citati  lavori  ed  in  altri.  Mi 
lusingo  invece  che  sieno  giudicati  nuovi,  se  non  interessanti,  i  resultati  contenuti  negli 
ultimi  tre  paragrafi.  —  Dovrò  bene  spesso  citare  il  mio  lavoro:  Sopra  i gruppi  finiti  di 
collinea^ioni  quaternarie,  oloedricamente  isomorfi  con  quelli  dei  poliedri  regolari  [Annali 
di  Matematica,  s.  IH,  t.  Vili  (1903),  pp.  1-37].  Per  brevità  a  tale  scopo  adoprerò  il 
simbolo  (C)  con  l'indicazione  del  n°  relativo  di  richiamo. 

§  I.  —  Il  pentagono  polare. 

I.  Assumerò  a  base  della  cfz.  di  cui  mi  propongo  lo  studio,  cinque  piani  dello 
spazio  a  tre  dimensioni  in  posizione  affatto  generica  indicandoli  col  simbolo  ^^0=  i, 
^9  h  4>  5)-  Essi  costituiscono  le  facce  di  un  pentaedro  che  chiamerò  fondamentale. 
Vengono  cosi  a  individuarsi  anzitutto  i  io  spigoli  e  i  io  vertici  del  pentaedro  che  ver- 
ranno rappresentati  con  le  lettere  5,.j,  V.^:  ad  es.  s^^  sarà  lo  spigolo  comune  a  w^w^ 
e  r,j  il  vertice  comune  a  tz^tz^t:^  .  Per  cui,  sopra  s^^  esistono  i  tre  vertici  V^^  V^^  V^^\ 
per  r^j  passano  ^34^35^455  ^c-  Diri  che  un  vertice  ed  uno  spigolo  sono  opposti  quando 
non  appartengono  ad  una  stessa  faccia  del  pentaedro.  Cosi  V^^  ed  5^^  sono  opposti.  Il 


*)  Rend.  Acc  Lincei,  1891. 
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piano  che  essi  individuano  sarà  chiamato  piano  diagonaU  del  pentaedro  e  indicato  con 
^^^.  I  piani  diagonali  sono  io.  Quattro  facce  qualunque  del  pentaedro  individuano  sulla 
faccia  rimanente  un  quadrilatero  clie  ha  per  lati  quattro  spigoli  del  pentaedro.  Le  dia- 
gonali di  questo  quadrilatero  e  le  loro  intersezioni  a  due  a  due  saranno  chiamate  rette 
diagonali  e  punti  diagonali  del  pentaedro.  Ad  es.,  sopra  tt^  si  ha  il  quadrilatero  ^^^s^^s^.s^. 
che  ha  per  vertici  F,,  F,,  V^^  V^^  V^^  V^^ .  Le  diagonali  sue  sono  le  rette  F,^  V,^ ,  V^^  F^^, 
^14^25  ^^^  saranno  indicate  rispettivamente  con  i  simboli  d^^,^d^^^^d^^^^^  e  chiamate 
diagonali  del  pentaedro.  I  loro  punti  d'incontro  a  due  a  due  si  chiameranno  punti  dia- 
gonali del  pentaedro.  Precisando  le  notazioni,  sarà  rappresentato  col  simbolo  -D,^^,,  3 
punto  comune  a  d,,„d,,„,  con  D,,,,  il  punto  comune  a  d„„d,,,,  e  con  D.,,. 
quello  comune  a  d^^^^^d^^^^.  Si  hanno  cosi  15  rette  diagonali  e  15  punti  diagonali  del 
pentaedro.  Con  le  notazioni  introdotte  risultano  subito  le  relazioni  di  posizione  fra  gli 
enti  nominati.  Ad  es.,  siccome  la  diagonale  d^^^^  contiene  i  vertici  F^,,  V^^  cosi  ne 
viene  che  essa  può  riguardarsi  come  la  intersezione  dei  due  piani  diagonali  d^,,  ^.  . 
Nel  punto  diagonale  D^^^^  concorrono  le  rette  diagonali  ^,3^,^^,^^^  e  quindi  anche 
i  piani  diagonali  ^,,^2^ ^,4^23«  Un  piano  diagonale,  come  X^^,  contiene  quattro  vcrtid 
e  cioè  F,j  e  ^34^35^^45  di  cui  i  tre  ultimi  esistono  sopra  una  retu:  lo  spigolo  5,,: 
lo  stesso  piano  contiene  le  tre  diagonali  d^^^^d^^^^^d^^^^^  e  quindi  anche  i  6  punti  dia- 
gonaU seguenti:   ^4,^3 A,,a4 ^$,.3 A,,,s  A4,as As.a^»   ^• 

Gli  elementi  principali  del  pentaedro  fondamentale  sono  cosi  introdotti  e  cioè:  le 
5  facce,  i  IO  spigoli,  i  io  vertici,  i  io  piani  diagonali,  le  15  rette  diagonali  e  i  15 
punti  diagonali. 

2.  Sopra  ogni  spigolo  del  pentaedro  esistono  tre  vertici.  Se  si  considerano  i  due 
punti  che  compongono  Thessiano  di  quei  tre  vertici  su  quello  spigolo,  si  ottengono  in 
tutto  20  punti  che  saranno  chiamati  i  20  punti  htssiani  del  pentaedro.  Ebbene:  vale 
adesso  il  seguente  teorema: 

I  venti  punti  hessiani  esistono  su  di  una  medesima  quadrica. 

Infatti  :  esistono  intanto  su  di  una  stessa  conica  gli  otto  punti  hessiani  che  appar- 
tengono ad  una  stessa  faccia  del  pentaedro.  È  la  cosidetta  conica  invariante  del  qua- 
drilatero formato  su  quella  faccia  dagli  spigoli  del  pentaedro.  È  chiamata  conica  inN'a- 
riante,  perchè  è  tale  rispetto  al  gruppo  ottaedrico  di  collineazioni  piane  che  trasforma 
il  quadrilatero  in  sé  stesso  *). 

Si  hanno  cosi  cinque  coniche  ognuna  contenente  otto  dei  punti  in  discorso.  Con- 
sideriamo ora  tre  facce,  le  tre  coniche  relative  e  i  tre  cigoli  intersezioni  delle  faca 
suddette  a  due,  a  due.  Ë  chiaro  che  due  qualunque  di  tali  coniche  incontrano  lo  spi- 
golo comune  alle  facce  su  cui  esistono  nei  due  medesimi  punti  :  dunque  tali  tre  coniche 


•)  Altri  la  chiama  ìa  conica  dei  14  punti  del  quadrilatero  perchè,  oltre  gli  otto  punti  hessiani,  con- 
tiene altri  6  punti  notevoli,  due  su  ciascuna  diagonale,  e  precisamente  i  due  che  compongono  la  copfna 
armonica  ai  vertici  del  quadrilatero  e  ai  vertici  del  trilatero  diagonale  êa  quella  diagonale. 
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appartengono  ad  una  stessa  quadrica  la  quale  viene  così  a  contenere  i8  dei  punti  in 
questione.  I  due  rimanenti  esistono  sullo  spigolo  opposto  al  vertice  comune  alle  tre 
facce  dianzi  considerate  :  dunque  essi  appartengono  a  entrambe  le  due  coniche  invarianti 
esistenti  sulle  due  facce  che  passano  per  tale  spigolo  :  ognuna  di  queste  coniche  ha 
dunque  sei  punti  in  comune  con  la  quadrica  precedente  e  quindi  le  appartiene  per  in- 
tiero. Il  teorema  è  dimostrato.  Esso  può  anche  enunciarsi  affermando,  che  le  cinque 
coniche  invarianti  delle  cinque  facce  appartengono  ad  una  stessa  quadrica.  Per  una  ra- 
gione che  apparirà  nel  n*^  successivo,  questa  quadrica  sarà  chiamata  la  quadrica  inva- 
riante del  pentaedro. 

Ebbene,  tutta  la  cfz.  pentaedrale  ora  descritta,  individua  la  sua  polare  reciproca  ri- 
spetto alla  quadrica  suddetta.  Si  perviene  cosi  a  un  pentagono  polare  che  ha  5  vertici, 
IO  spigoli,  IO  facce,  io  punti  diagonali,  15  rette  diagonali,  15  piani  diagonali  che  so- 
no gli  elementi  polari  del  pentaedro.  Questi  elementi  saranno  rispettivamente  indicati 
con  i  simboU  P!,  4,  cpj^,  D\^,  rj^,^,  A'.^,^. 

§  II.  —  Il  gruppo  delle  120  colUn  eazioni  che  trasforma  in  sé  stessa 

tutta  la  configtirazione. 

3.  Una  permutazione  qualunque  sulle  5  facce  del  pentaedro,  individua  una  collinea- 
zione  che  trasforma  tutta  la  cfz.  in  sé  stessa.  Queste  coUineazioni  sono  120  e  compon- 
gono un  gruppo  G,jQ  che  è  oloedricamente  isomorfo  col  gruppo  totale  su  cinque  ele- 
menti. La  quadrica  del  n°  precedente  è  evidentemente  invariante  rispetto  alle  coUinea- 
zioni del  gruppo  ed  è  anche  chiaro  che  non  ve  ne  possono  essere  altre,  perchè  se  una 
quadrica  è  invariante  rispetto  al  gruppo  nominato,  è  anche  tale  rispetto  al  sottogruppo 
che  tiene  ferma  una  faccia  qualunque  e  permuta  in  tutti  i  modi  possibili  le  altre  quat- 
tro; il  che  significa,  che  se  una  quadrica  è  invariante  rispetto  a  G,^^,  essa  deve  conte- 
nere le  cinque  coniche  invarianti  delle  facce  e  quindi  è  unica.  È  poi  certo  che  essa  non 
è  un  cono  perchè  il  vertice  sarebbe  un  punto  invariante  rispetto  a  G,,^  ciò  che  è 
impossibile. 

È  necessario  adesso  enumerare  e  classificare,  dal  punto  di  vista  proiettivo,  tutti  i 
possibili  sottogruppi  del  G^^^  totale.  È  a  segnalarsi  subito,  fra  tutti,  il  sottogruppo  ai- 
temo,  che  sarà  indicato  con  G^^,,  e  che  è  un  gruppo  icosaedrico.  Ciascuna  permuta- 
zione, sulle  facce  del  pentaedro,  immagineremo  decomposta  in  cicli  :  mediante  questi,  la 
rappresenteremo  e  sarà  cosi  anche  rappresentata  la  collineazione  che  essa  individua.  Se 
non  che,  per  maggiore  semplicità,  tralasceremo  i  simboli  iz  e  scriveremo  addirittura  i 
deli  sui  cinque  numeri  i,  2,  3,  4,  5.  Cosi,  ad  es.,  (123)  indicherà  la  permutazione  cir- 
colare (''^,^,Wj);  (i23).(45)  indicherà  il  prodotto  dei  due  cicli  (j^t'J^^T^j)'(T^^T^^)j  etc. 

4.  Cominciamo  dai  gruppi  di  2°  ordine  cioè  dalle  coUineazioni  a  perìodo  due.  Ne 
abbiamo  di  due  tipi  e  doè:  (12)  e  (i2).(45).  Le  prime  sono  io  omologie  armoniche: 
le  seconde  sono  15  involuzioni  gobbe. 
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I  centri  e  i  piani  fondamentali  delle  io  omologie  armoniche,  sono  i  vertici  del  pen- 
taedro e  le  facce  (polari)  del  pentagono. 

Gli  assi  delle  15  involuzioni  gobbe,  sono  invece  le  15  diagonali  del  pentaedro  e 
le  15  diagonali  del  pentagono  (polari  reciproche  le  une  delle  altre). 

La  polarità  è  naturalmente  sottintesa  rispetto  alla  quadrica  invariante. 

Risultano  subito  delle  ovvie  proprietà  di  posizione  che  coU^^ano  il  pentaedro  al 
pentagono.  Ad  es.  :  Ogni  faccia  del  pentagono  passa  per  un  determinato  spìgolo  del  pen- 
taedro e  ogni  vertice  del  pentaedro  esiste  su  di  un  determinato  spigolo  del  pentagono,  ccc 

5.  Passiamo  ai  sottogruppi  di  3*^  ordine  cioè  alle  coUineazioni  a  periodo  tre.  D 
tipo  è  unico  cioè  (123)"',  w  =  i,  2,  3.  Ne  esistono  io.  Sono  dunque  io  G,  cioè  20 
coUineazioni  a  periodo  3.  Esse  sono  assiali:  non  biassiali.  Si  può  anche  dire: 

Gli  assi  di  punti  uniti  e  gli  assi  di  piani  uniti  delle  coUineazioni  a  periodo  tre, 
sono  gU  spigoU  del  pentaedro  e  gU  spigoU  del  pentagono:  i  punti  uniti  suU'asse  di 
piani  uniti  sono  i  punti  hessiani  e  dualmente,  etc. 

6.  I  sottogruppi  G^  di  4*^  ordine  sono  dei  tre  tipi  seguenti: 

(1234)-,        w=  I,  2,  3,  4 

(i2).(3  4),    (13K24)»    (MK23),        identità 

O2),    (34),    (i2).(3  4),        identità. 

Se  ne  hanno  15  di  ciascuna  specie:  45  in  tutto.  Ciascuno  possiede  almeno  un 
punto  e  un  piano  invariante  vertice  del  pentagono  e  faccia  del  pentaedro. 

Un  G^  del  i*^  tipo  è  composto  dalle  varie  potenze  di  una  stessa  coUineazione  a 
periodo  4  la  quale  non  può  essere  né  assiale,  né  biassiale:  infatti  se  possedesse  una 
retta  di  punti  uniti,  per  U  punto  d'incontro  di  tale  retta  con  tt^  passerebbero  anche 
^2  ^3  ^4  ^  i^  pentaedro  non  sarebbe  più  generico  (così  anche  se  la  retta  in  questione 
esistesse  in  tt^  per  essa  passerebbero  TCaT^j^^^  onde,  etc.).  Si  può  dunque  dire:  ogni  col- 
Hneazione  a  periodo  4  del  G^^^,  possiede  4  soli  punti  uniti  e  quattro  soli  piani  uniti 
vertici  e  facce  di  uno  stesso  tetraedro. 

Quanto  agU  altri  G^  essi  reaUzzano  due  deUe  tre  specie  di  gruppi  quadrinomi  dello 
spazio  a  tre  dimensioni  (C  pag.  4).  L'una  è  costituita  daUa  identità  e  da  tre  involuzioni 
gobbe  i  cui  assi  sono  gii  spigoU  di  uno  stesso  tetraedro  :  l'altra  è  composta  dalla  iden- 
tità, da  due  omologie  armoniche  (taU  che  il  centro  deU'una  esiste  sul  piano  fondamen- 
tale deU'altra)  e  daUa  involuzione  gobba  che  ne  è  il  prodotto. 

7.  Lasciamo  per  ora  in  disparte  i  sottogruppi  ü  cui  ordine  è  un  multiplo  di  cin- 
que :  proseguendo  nel  nostro  esame  troviamo  tre  tipi  di  G^  e  doè 

(12);  (13);  (23);  (123)"        ) 

(i2).(4;);   (i3)(4  5);   (.23X45):  025)"!         ("•-''*•') 

[(I2  3).(4J)]"  («  =  i,a.ì.4.S,«> 

Se  ne  hanno  io  di  ogni  specie.  Quelli  della  i*  specie  poss^gono  due  punti  e  due 
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piani  invarianti  (vertici  del  pentagono  e  facce  del  pentaedro).  Gli  altri  hanno  soltanto 
due  rette  invarianti  (spigoli  del  pentaedro  e  del  pentagono). 

8.  Per  costruire  un  sottogruppo  di  ottavo  ordine  basta  osservare  che  (per  il  teo- 
rema di  Sylow)  esso  deve  ammettere  almeno  un  sottogruppo  di  4°  ordine  che  sarà 
dunque  di  una  delle  tre  specie  descritte  al  n*^  6,  di  guisa  che  possiamo  sempre  sup- 
porre che  quest'ultimo,  a  sua  volta,  contenga  almeno  una  involuzione  gobba  :  sia  questa 
la  (i  2).(3  4)  e  Wj  la  faccia  invariante  del  pentaedro.  Dico  che  se  il  costruendo  G^  deve 
contenere  un  altro  G^,  quest'ultimo  deve  ammettere  t:^  per  piano  invariante.  Infatti 
se  fosse  ad  es.  tc^  tale  piano  invariante,  il  G^,  ultimo  nominato,  dovrebbe  contenere 
una  almeno  delle  tre  involuzioni  seguenti  : 

(3  5X24),        (3  4)(2  5),        (2  3).(5  4); 
ma  allora  il  prodotto  di  (i2).(3  4)  per  una  qualunque  delle  tre  involuzioni  precedenti, 
darebbe  luogo  a  una  sostituzione    a   periodo  3,  o  5  che    dovrebbe    far  parte  del  co- 
struendo Gg ,  il  che  è  impossibile.  Si  è  cosi  condotti  a  un  solo  tipo  di  Gg  che  è  il  se- 
guente : 

(i2).(3  4),        (13K24),        (14K23) 

(12),        (34),        (1324)"  (m  =  i.  2,  3,  4). 

Esso  possiede  due  piani  invarianti  cioè  tc^  e  ^\^^^  e  due  punti  invarianti  P^',  D^^^^. 
1  sottogruppi  Gg  sono  dunque  15  e  di  una  sola  specie. 

9.  Passiamo  ai  sottogruppi  di  ordine  12.  Un  G,,  contiene  almeno  un  G^  rispetto 
al  quale  sarà  invariante  una  faccia  del  pentaedro  (n*^  6).  Se  questa  faccia  è  invariante 
per  tutto  il  Gj^,  si  perviene  ad  un  gruppo  che  è,  non  soltanto  isomorfo  oloedrico,  ma 
anche  proiettivamente  identico  al  gruppo  delle  rotazioni  del  tetraedro.  Se  poi  la  faccia 
in  questione  non  è  invariante  rispetto  al  costruendo  G^^,  si  perviene  al  seguente  tipo: 

(i  2).(3  4),         (i  2).(3  5),         (I  2).(4  5),         (3  4  sY      (m  =  I,  2,  3), 
(3  4),        (3  5),        (4  5),         [(i  2).(3  4  s)T     (n  =  I,  2,  3,  4,  s.  6), 
che  possiede  manifestamente  due  rette  invarianti  spigoli  del  pentaedro  e  del  pentagono. 
Esistono  dunque  15  sottogruppi  di  12°  ordine,  dei  quali  5  sono  tetraedrici. 

10.  Finalmente  si  vede  subito  che  esistono  cinque  sottogruppi  di  24*^  ordine.  Cia- 
scun d'essi  tiene  fissi  una  faccia  del  pentaedro  e  un  vertice  del  pentagono  e  permuta 
in  tutti  i  modi  possibili  le  4  facce  rimanenti  del  primo  e  i  4  vertici  del  secondo.  Que- 
sti cinque  sottogruppi  sono  isomorfi  oloedrici  col  gruppo  delle  rotazioni  dell'ottaedro, 
ma  ne  sono  proiettivamente  diversi  (C  n*^  5)  :  basta  a  tale  scopo  osservare  che  essi 
contengono  delle  collineazioni  a  periodo  4,  che  non  sono  assiali  (n*^  6),  mentre  tutte 
le  rotazioni  sono  collineazioni  assiali. 

11.  Rimangono  a  considerare  i  sottogruppi  il  cui  ordine  è  un  multiplo  di  5.  Co- 
minciando dai  Gj ,  si  vede  che  ne  esistono  sei,  tutti  proiettivamente  identici.  Uno  qua- 
lunque di  essi  si  compone  con  le  potenze  di  una  stessa  coUineazione  a  periodo  5.  Il 
tipo  è  il  s^[ucntc  (12345)'"  con  m  =  i,  2,  3,  4,  5.  Lo  stesso  ragionamento  fatto  per 
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i  G^  (n*^  6)  prova  che  ogni  G^  ha  4  soli  punti  uniti  e  4  soli  piani  uniti  vertici  e  facce 
di  un  medesimo  tetraedro. 

Se  un  sottogruppo  di  G,,^  contiene  due  G^  esso  è  necessariamente  il  G^^,  In 
fatti,  due  G^  si  possono  sempre  intendere  come  le  successive  potenze  delle  due  colÜ- 
neazioni 

Af  =  (12345),        ^  =  (12354). 

Ora  si  vede  subito  che  la  M  non  trasforma  N  in  una  potenza  di  N:  segvtc  cbe 
M  trasforma  successivamente  il  G^  che  contiene  N^  negU  altri  G^  del  G^^^r  questo 
prova  intanto  che  nel  sottogruppo  supposto  esistono  tutti  i  G^.  Si  ha  inoltre: 

(12345). (I5243)  =  (i42), 

(12345). (I5324)  =  (i43). 

Dunque  il  sottogruppo  in  parola,  contenendo  (142),  (143)  conterrà  anche  il  G,, 
che  esse  individuano  e  quindi  l'ordine  cercato,  essendo  multiplo  di  5  e  di  1 2,  sarà  60. 
È  cosi  dimostrata  l'affermazione  fatta.  Ne  segue  che  «  i  24  punti  uniti  dei  sei  G.  sono 
tutti  distinti  »  perchè  se  due  coincidessero  esisterebbe  un  punto  invariante  rispetto  a 
due  Gj  e  quindi  (per  l'osservazione  fatta  sopra)  rispetto  all'intero  G^j  mentre  il  G^ 
attuale,  funzionando  da  gruppo  alterno  sopra  le  cinque  facce  del  pentaedro  e  sopra  le 
cinque  facce  del  pentagono,  non  possiede  né  piani,  né  punti  invarianti. 

12.  Un  gruppo  di  10°  ordine  conterrà  un  G^  e  cinque  collineazioni  a  perìodo 
due  che  trasfonnano  il  G  in  se  stesso.  Si  vede  facilmente  che  tali  collineazioni  non 
possono  essere  omologie  armoniche  e  si  perviene  ad  un  solo  tipo  di  G,^  che  è  il  se- 
guente : 

(12345)"  (m  =  1.2,  3,4, 5), 

(i2).(3  5),        (2  3).(4  0.        (34K52) 
(45)0  3),        (5i).(2  4> 

Dunque  esistono  6  G^^,  È  indispensabile  considerare  un  pò  più  da  vicino  la 
struttura  proiettiva  di  un  G,^,.  Sieno  A^  5,  C,  D  i  punti  uniti  del  sottogruppo  G^. 
Dico  che  ninno  di  essi  può  essere  unito  per  alcuna  deUe  cinque  involuzioni  gobbe  del 
G,Q.  Infatti  se  A  fosse  unito  per  una,  lo  sarebbe  per  tutte,  perchè  G,^  si  può  gen^ 
rare  aggiungendo  al  G^  una  delle  cinque  involuzioni  gobbe  esterne.  Consideriamo  le 
due  :  (i  2).(3  5),  (2  3).(4  i)  di  cui  gli  assi  sono  rispettivamente  (n°  4)  le  due  coppie  di 
rette:  (d.,^,^,  d]^^^^),  {d^^^^^,  d\^J,  Il  punto  A  sarebbe  dunque  comune  a  d.,,,,,^,,.,. 
(oppure  a  d\^,^^^  ^l),4i)-  ^^^^  ^*  ipotesi  esisterebbero  in  un  piano  i  punti  V^^y  F^^, 
r^j,  V^^  e  quindi  anche  le  rette  F^^F,^,  V^^V^^  che  sono  gli  spigoli  s^^s^^i  dunque 
le  4  facce  t.^t.  tz^t:^  avrebbero  un  punto  comune  e  il  pentaedro  non  sarebbe  più 
generico.  Dualmente  si  vede  che  A  non  può  esistere  sopra  d\^^^d\^^^.  Dunque  le  rette 
^iar,j^'i2.))  ^^^  passano  per  alcuno  dei  punti  A^  5,  C,  D,  Ma  d^altra  parte  esse  costi- 
tuiscono gli  assi  di  una  involuzione  gobba  che  trasforma  il  tetraedro  ABCD  va  A 
stesso,  dunque  tali  rette  si  appoggeranno  a  due  spigoli  opposti  del  tetraedro  suddetto. 
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Pensando  poi  che  G^  permuta  circolarmente  le  cinque  involuzioni  gobbe  in  discorso 
si  conclude  che  «  i  loro  assi  si  appoggiano  tutti  alla  stessa  coppia  di  spigoli  opposti  »  : 
indicandoli  con  AB^  CD^  si  può  dire  che  essi  compongono  i  soli  spigoli  di  AB  CD 
invarianti  rispetto  a  G^^;  o  in  altre  parole  che  G,^  è  intransitivo  riguardo  ad  ABj  CD. 
i3.  Un  G^^  deve  contenere  un  G^;  ma  non  più  di  uno  altrimenti  (n°  ii)  si 
cade  nel  G,,^:  conterrà  poi  le  cinque  involuzioni  gobbe  che  trasformano  G^  in  sé 
stesso  e  quindi  anche  il  G,^  del  n°  precedente  :  le  collineazioni  rimanenti  saranno  a 
periodo  4  e  trasformeranno  G,^  in  sé  medesimo.  Si  è  così  condotti  ad  un  unico  tipo  che 
è  il  seguente: 

O2345)"  (m=i,  2,  3,  4,  5) 

(1523)-,        (2134)",        (3245)"  ,       .   ,   ,   .^ 

(435  0,        (5  4Ï2)- 

Esistono  dunque  6  G^^  *).  Ninno  dei  punti  A^  5,  C,  D  può  essere  unito  per  al- 
cuna delle  precedenti  collineazioni  a  periodo  4,  altrimenti  esso  sarebbe  unito  anche  per 
il  quadrato  di  tale  collineazione  che  é  una  involuzione  gobba  del  G^^  (n**  prec).  E 
nemmeno  può,  una  qualsiasi  delle  suddette  collineazioni  a  periodo  4,  effettuare  dei  cicli 
a  periodo  due  sopra  i  4  punti  A^  5,  C,  D  altrimenti,  al  solito,  il  quadrato  della  col- 
lineazione li  possiede  come  punti  uniti  :  dunque  essa  attuerà  sopra  i  detti  punti  il  ciclo 
di  4*^  ordine  {ACBDy  (per  m=  i,  2,  3,  4)  che  appunto  ha  per  quadrato  {AB),{CD). 

Siccome  poi  il  G^^  è  sottogruppo  di  G,,^  che  opera  transitivamente  sopra  i  G^ , 
cosi  si  trae: 

U  G,jQ  è  transitivo  sopra  i  24  punti  uniti  dei  sei  G  e  li  divide  in  due  sistemi 
d'imprimitività  composti  di  12  ciascuno:  quelli  analoghi  zd  AB  in  un  sistema,  quelli 
analoghi  z  CD  nell'altro.  Invece  il  G^^,  contenendo  i  G,^,,  ma  non  i  G^,  è  transi- 
tivo sopra  i  punti  di  uno  qualunque  dei  due  sistemi  suddetti,  ma  intransitivo  dall'uno 
all'altro  sistema.  (Ad  es.  ninna  collineazione  del  G^^  può  portare  A  B  in  CD). 

i4.  La  quadrica  invariante  passa  per  A,  5,  C,  D, 

Infatti:  uno  spigolo  qualsiasi  del  tetraedro  ^  5  C  D  é  unito  rispetto  al  G^:  viene 
dunque  a  subilirsi  su  di  esso  una  proiettività  binaria  (subordinata)  a  periodo  5  che 
ha  per  punti  uniti  i  due  vertici  del  tetraedro  esistenti  su  quello  spigolo  :  dunque,  o  tale 
spigolo  taglia  la  quadrica  invariante  nei  due  vertici,  o  le  appartiene  per  intiero.  Siccome 
poi  G,,j,  è  transitivo  sopra  i  24  punti  uniti  in  questione  (n*^  13),  cosi  ne  viene  che 
la  quadrica  invariante  li  contiene  tutti.  Tornando  al  tetraedro  ABC Dj  si  può  aggiun- 
gere che  la  quadrica  suddetta  passa  per  gli  spigoli  ACj  ADj  BC^  BD  e  quindi  non 
passa  per  AB  né  per  CD.  Infatti  il  piano  tangente  in  A  è  unito  rispetto  al  G^  e 
quindi  deve  coincidere  con  una  delle  facce  del  tetraedro  e  inoltre  le  rette  della  quadrica 
passanti  per  Aj  debbono  essere  due  dei  tre  spigoli  AB^  AC^  AD.  Sieno  AB^  AC: 
applicando  una  delle  collineazioni  a  periodo  4  del  G^^  che  effettua  il  ciclo  {AC BD) 


*)  Questi  sottogruppi  sono  stati  omessi  nella  citata  memoria  di  Himpel. 

Rtud,  Circ.  Mafm,  Pmltrmo,  t.  XXI  (1906).  —  Stampato  il  3  aprile  1906. 
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(n°  13)  tali  rette  divengono  CD,  CB.  Ma  allora  la  quadrica  contiene  le  rene  AB. 
A  C^  BC,  il  che  è  impossibile.  Analogamente  si  vede  che  le  rette  in  questione  non 
possono  essere  AB^  AD  [basta  servirsi  di  (^ACBDy],  Dunque  saranno  le  ACj  AD: 
e  quindi  anche  le  BD^  BC  appartengono  alla  quadrica. 

Consideriamo  invece  la  superficie  diagonale  di  Clebsch  inerente  al  nostro  pentae- 
dro :  essa  è  certamente  l'unica  superficie  cubica  invariante  rispetto  al  G^^^  (basta  a  tal 
fine  osservare  che  tale  superficie  passa  per  le  15  diagonali  del  pentaedro  medesimo). 
La  retta  AB  è  invariante  rispetto  a  G,^  (n*^  12),  dunque  essa,  o  appartiene  per  intero 
alla  superficie  in  parola,  ovvero  le  intersezioni  sono  assorbite  dai  punti  A,  B  e  quindi 
due  da  uno,  e  una  dall'altro  :  ma  questo  è  impossibile  perchè  le  involuzioni  gobbe  del 
G^^  scambiano  A  con  5.  Dunque  la  superficie  in  questione  passa  per  AB  e  quindi 
anche  per  CD  e  per  tutte  le  rette  analoghe  :  segue  anche  che  la  superficie  non  passa 
per  ACj  AD^  BC^  BD.  Si  può  dunque  dire: 

Le  sei  coppie  di  rette  invarianti  dei  sei  sottogruppi  di  10°  ordine,  compongono 
quella  bissestupla  della  superficie  diagonale  di  Clebsch  che  si  ottiene  escludendo  dalle 
27  rette  della  superficie,  le  15  diagonali  del  pentaedro.  E  anche: 

Tanto  la  quadrica  invariante,  quanto  la  superficie  diagonale  di  Clebsch  passano 
per  i  24  punti  uniti  dei  sei  sottogruppi  di  5°  ordine  :  inoltre  Tuna  delle  due  superficie 
contiene  quelle  rette  unite  di  tali  gruppi  che  non  sono  contenute  dalla  seconda. 

i5.  L'esame  dei  possibili  sottogruppi  di  G^^^  è  esaurito.  Infatti  non  esistono  ne 
Gjj  né  GjQ  perchè  essi  dovrebbero  contenere  uno  ed  uno  solo  G^  (p?  11)  e  inoltre 
almeno  un  G^  capace  di  trasformare  il  G^  in  sé  stesso,  ciò  che  è  impossibile.  Infine 
non  esistono  G^^:  perché  un  tale  gruppo  dovrebbe  contenere  uno  ed  un  solo  G. 
(p?  Il)  e  almeno  un  G^:  se  si  considera  che  il  G^  ammette  una  faccia  del  pentaedro 
come  piano  invariante  (n°  8)  ne  segue  che  applicando  il  G  al  Gg  si  trovano  cinque 
Gg  tutti  differenti.  Per  cui  il  G^^  supposto  dovrebbe  contenere  tutte  le  15  involuzioni 
gobbe  con  le  quali  si  genera  invece  G^^. 

§  III.  —  La  configurazione  dei  punti  e  piani  diagonali  del  pentaedro. 

16.  Nel  n*^  I  abbiamo  già  osser^^ato,  che  per  un  punto  diagonale  del  pentaedro 
passano  4  piani  diagonali  del  pentaedro  stesso  e  che  in  un  piano  diagonale  esistono  6 
punti  diagonali.  Cosi  per  D,,^^  passano  ìi^JJ^J,,  e  in  X^^  esistono  Z)^,,,^  D,,,.. 
^mi,f,i^mi,ni^mk,ni^mi,nh'  ^ì  propouiamo  lo  studlo  di  questa  cfz.  La  prima  proprietà  è 
quella  già  avvertita: 

/  15  punti  diagonali  e  i  io  piani  diagonali  del  pentaedro  sono  distribuiti  nello  spa:iio 
in  guisa  che  per  ogni  punto  diagonale  passano  4  piani  diagonali  e  in  ogni  piano  diago- 
nale esistono  sei  punti  diagonali.  Adoperando  un  simbolo  già  in  uso,  si  può  dire  che 
essi  compongono  una  (16  ,  10^).  La  cfz.  è  manifestamente  reale  se  lo  è  il  pentaedro. 

Nel  piano  S^^  oltre  i  6  punti    già    nominati:  D^.^^,D^,^^,D^,^^^D^,^^,D^,^^D^^,, 
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esistono  anche  i   quattro   vertici   seguenti  del  pentaedro 

V         V        V        V 

di  cui  gli  ultimi  tre  giacciono  sullo  spigolo  5^^. 
Or  bene  le  4  omologie  armoniche  dello  spazio 

(««),  (,Ä),  00,   (*0 

individuano  sopra  t^^  quattro  omologie  armoniche  piane  che  trasformano  in  sé  stessa 
la  figura  dei  6  punti  diagonali  suddetti.  Dunque  essi  appartengono  ad  una  stessa  conica 
e  su  di  essa  si  distribuiscono  in  4  diverse  involuzioni. 

Si  può  dunque  dire: 

/  sex  punii  diagonali  cht  esistono  in  uno  stesso  piano  diagonale  del  pentaedro,  appar- 
tengono ad  una  stessa  conica  e  compongono  una  figura  proiettivamente  identica  a  quella 
dei  sei  punti  singolari  in  un  piano  singolare  di  una  superficie  di  Kummer  quattro  volte 
tetraedroidale  *). 

17.  Tutto  dunque  induce  a  ritenere  che  i  15  punti  in  questione  si  possano  riguar- 
dare come  punti  doppi  di  una  superficie  di  4^  ordine.  Quanto  tale  induzione  sia  fon- 
data risulta  dai  semplici  calcoli  seguenti.  Proponiamoci  di  cercare  le  superficie  di  4*^  or- 
dine invarianti  rispetto  a  G,,^:  se  la  superficie  in  questione  esiste,  dovrà  esser  scelta  fra 
di  esse.  A  tale  scopo  assumiamo  per  tetraedro  fondamentale  quello  formato  da  w^  w^  iz^  iz^ 
e  prendiamo  7:^  per  piano  unità.  Allora  le  superficie  di  4°  ordine  invarianti  rispetto  al 
G^^  che  lascia  invariato  w^,  sono  le  seguenti: 

a±X\-\-b'^X]X,  +  c±XlXl-\.d±X',X,X,-{-eX,X^X^X^=.o 

qualunque  siano  a,  ft,  e,  rf,  e.  Se  inoltre  si  esige  la  invarianza  rispetto  alla  omologia 
armonica  (i  5)  sarà  come  esigerla  rispetto  all'intiero  G,^^ . 
Si  perviene  cosi  al  fascio  seguente: 

^{t^1  +  ^Xx\X,  +  3J^X^xì^ 

-^3^±X]X,X,-{-Ì9^-6x)X,X,X^X^  =  o 
dove  -j—  è  il  parametro  del  fascio.  Vi  appartengono  naturalmente  la  quadrica  invariante 

contata  come  doppia  (a  =  i,  (inzy^e  la  hessiana  della  superficie  diagonale  di  Clebsch 
(a  ==  o).  Intanto,  di  passaggio  si  può  osservare  che  : 

Le  superficie  di  4^  ordine  invarianti  rispetto  al  G,^^  totale,  costituiscono  un  fascio 
e  si  toccano  tutte  lungo  una  curva  di  8°  ordine. 

Ebbene,  per  trovare  la  superficie  cercata  basta   semplicemente  esigere  il  passaggio 


*)  RoHN,  Einige  specielle  Fälle  der  Kxjuììek' sehen  Fläche  [Berichte  der  k.  sachs.  Gesellschaft  der 
Wissensch.,  Mai  1884J. 
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per  un  punto  diagonale  del  pentaedro.  Infatti  sia  5  la  superficie  del  fascio  che  passa 
per  D,j  .  Consideriamo  il  gruppo  quadrinomio  costituito  dalla  identità  e  dalle  tre  in- 
voluzioni gobbe  (i2).(3  4),  (i3).(42),  (i4).(2  3).  Gli  assi  delle  tre  involuzioni  costi- 
tuiscono gli  spigoli  di  un  tetraedro  (n°  6)  che  ha  per  vertici  i  punti 

•*$>       -^12.54'         »3*24'    '*^i4.a3 

Ora  le  tre  involuzioni  suddette  individuano  sulle  tre  facce  del  tetraedro  che  passano 
per  D^  ,  tre  omologie  armoniche  piane  che  debbono  trasformare  in  sé  stesse  le  sezioni 
di  quei  piani  con  S.  Ma  quest'ultima  passa  per  -D,,,,^,  dimque  tutte  le  rette  tirate  per 
quel  punto  ed  esistenti  in  uno  qualsiasi  dei  tre  piani  suddetti,  incontrano  5  in  due 
punti  riuniti  in  D^^^^^  e  ciò  basta  per  affermare  che  -D,,,,^  è  doppio  per  5.  Siccome 
poi  G^^^  è  transitivo  sui  15  punti  -0^^^^^,  cosi  segue  che  tutti  tali  punti  sono  doppi 
per  5  ed  essa  è  la  superfìcie  cercata.  Per  scriverne  l'equazione  basterà  dunque  esigere 
il  semplice  passaggio  per  un  punto  D,*^^«  :  ad  es.  per  D^^^^  che  ha  per  coordinale  ( — 1 1  io). 

L'equazione  è  dedotta  da  quella  del  fascio  per  a  =  i,  [):=--•:  essa  è  la  seguente 

Non  rimane  che  assicurarsi  della  irriduttibilità  di  S.  D  che  resulu  immediatamente 
pensando  alla  sua  invarianza  rispetto  a  G,^^..  Cosi  se  di  5  fa  parte  un  piano  dovrebbero 
farne  parte  cinque  piani.  Se  5  si  decomponesse  in  due  quadriche,  ciascuna  sarebbe 
invariante  rispetto  a  tutti  i  G^  e  quindi  passerebbe  per  i  20  punti  hessiani  (n®  2):  le 
due  quadriche  coinciderebbero  :  la  S  sarebbe  ridotta  alla  quadrica  invariante  contata  due 

volte   :  ciò  è  impossibile  perchè   sono   diversi  i  valori  di  -77-  che    individuano    S   e  la 

quadrica  doppia.  Dunque: 

/  15  punti  diagonali  del  pentaedro  si  possono  riguardare  come  î  15  punti  doppiai 
una  superficie  irriduttibile  di  4^  ordine  invariante  rispetto  al  G,^  totale.  I  dieci  piani 
singolari  delle  superficie  sono  i  dieci  piani  diagonali  del  pentaedro. 

Però  la  superficie  in  discorso  non  è  la  superficie  quartica  generica  a  15  punti 
doppi:  per  convincersene  basta  pensare  quanto  è  particolare  la  cfz.  dei  6  punti  singo- 
lari in  un  piano  singolare  *). 

È  però  proprietà  comune  anche  alla  superficie  generica,  ad  es.,  la  s^[uente,  che  noi 
esprimeremo  riferendola  ai  punti  diagonali  del  pentaedro: 

/  15  punti  diagonali  del  pentaedro  esistono  a  sei,  a  sei  sopra  io  coniche,  le  quali 


*)  Sono  ben  note  le  superfìcie  quartiche  di  Kummer  con  16  punti  doppi  e  più  rolte  tetraedroidaH 
(una,  due,  tre,  quattro,  sei  volte).  Cfr.  Rohn,  loc.  cit.  e  Segre,  Sur  un  cas  particulier  de  la  surface  di 
Kummer  in  Berichte  der  k.  sàchs  Gesellschaften  der  Wissensch.,  Mai  1884.  Ecco  ora  un  esento  di 
superfìcie  quartiche  ma  con  soli  15  punti  doppi  che  (in  riguardo  alla  figura  dei  6  punti  singolari  in 
un  piano  singolare)  potrebbe  dirsi  4  volte  tetraedroidale.  Esisteranno  anche  gH  ahri  casi  analoghi  1 
quelli  sopra  citati? 
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a  loro  volta  appartengono  a  ^,  a  ^  a  io  qtiadriche  cosi  che  ciascuna  di  queste  ultime 

taglia  la  superficie  S  nel  sistema  delle  4  coniche  suddette  *). 

È  invece  una  proprietà  particolare  della  nostra  superficie  5  Taltra: 

/  quattro  piani  che  contengono  le  quattro  coniche  esistenti  su  di  una  qualunque  delle 

quadriche  precedenti,  passano  per  uno  stesso  punto  che  h  un  vertiu  del  pentaedro. 

Una  tale  quaterna  di  piani  è  ad  es:  ^,^9  ^^^,  $,^,  ^^^  i  quali  passano  manifestar 

niente  per  F^^, 

Per  cui  sempre  nel  caso  della  superficie  S  può  anche  dirsi  che: 

/  dieci  piani  singolari  passano  a  4^  a  4  per  i  15  punti  singolari  e  per  i  5  vertici 

del  pentaedro. 

Riprendiamo  la  quaterna  di  piani  diagonali: 

X    X    S    X    . 

li    34    IS    25 

Essi  contengono  complessivamente  12  punti  diagonali  che  esistono  su  di  una  delle 
quadriche  dianzi  nominate.  I  tre  che  rimangono  esclusi  sono 

»a*J4       ts,H       «$.54 

che  essendo  uniti  per  l'omologia  armonica  (34)  esisteranno  sopra  f'^^.  Quindi  si  ha  che: 
Ogni  fauia  del  pentagono  contiene  tre  punti  diagonali  del  pentaedro  :  in  punti  dia- 
gonali rimanenti  appartengono  ad  una  stessa  quadrica. 

Gli  stessi  4  piani  ^„^,4^,5^,5  individuano  un  angoloide  tetraedro  col  vertice  in 
V^^  sulle  cui  costole  giacciono  a  due,  a  due,  i  12  punti  in  discorso,  dunque  i  piani  dia- 
gonali di  questo  angoloide  conterranno  ciascun  4  dei  suddetti  punti  diagonali.  Per  cui 
s^;ue  che 

/  15  punti  diagonali  del  pentaedro  esistono  anche  a  ^j  a  4,  sopra  30  piani,  ciascuno 
dei  quali  quindi  viene  a  tagliare  la  nostra  superficie  S  in  due  coniche  distinte,  ecc.  ecc. 

$  IV.  —  Considerazioni  sopra  le  curve  invarianti  rispetto  al  G,,^  e  al  G^^. 

18.  Ci  proponiamo  di  determinare  quali  sono  le  curve  irriducibili  dei  primi  sei 
ordini  invarianti  rispetto  a  G,,^.  Si  escludono  le  curve  piane  perchè  G,^,  non  possiede 
piani  invarianti.  Si  escludono  poi  immediatamente  le  curve  gobbe  dei  primi  cinque  or- 
dini pensando  che,  dovendo  essere  invarianti  rispetto  alle  io  omologie  armoniche  del 
gruppo,  dovrebbero  esistere  sopra  io  coni  quadrici  coi  vertici  nei  vertici  del  pentaedro. 
Sicché  l'ordine  non  può  essere  minore  di  6.  Una  sestica  invariante  rispetto  a  G,,^  deve 
esser  tale  anche  rispetto  a  un  sottogruppo  G^  :  quindi  una  faccia  qualunque  del  tetrae- 
dro unito  di  tale  G^  deve  tagliarla  in  un  gruppo  di  6  punti  invariante  rispetto  al  G^  : 
segue  che  la  curva  supposta  passa  per  uno  akneno  dei  vertici  del  tetraedro  suddetto. 
Ma  G,^^  è  transitivo  sopra  i  24  punti  uniti  dei  6  G^  (p?  13),  dunque  la  curva  supposta 


*)  Cfr.  ad  es.  la  memoria  premiata  di  Rohn  sull'argomento. 
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li  contiene  tutti  e  24  e  quindi  esiste  sulla  quadrica  invariante  e  sulla  superficie  diago- 
nale di  Clebsch  (n**  14)  costituendone  la  intersezione  completa.  Questa  intersezione  è 
irriduttibile.  Infatti  non  può  farne  parte  né  una  quartica,  né  una  quintica   perché  ab- 
biamo già  osservato  che  non  esistono  né  quartichc,  né  quintiche  invarianti   rispetto  a 
^120  •  ^^^  P"^  spezzarsi  in  due  cubiche  gobbe  perché  ciascuna  sarebbe  invariante  ri- 
spetto ai  Gj  con  i  quali  si  può  generare  il  G^^  (n°  11).  Ora  il  G^  icosaedrico  douto 
di  due  cubiche  gobbe  invarianti,  non  é  certo  l'attuale  sottogruppo  del  G,^  (C  n**  12). 
Nemmeno  può,  la  sestica  in  discorso,  spezzarsi  in  tre  coniche   perché  non   esiste  un 
sistema  invariante  di  tre  piani  rispetto  a  G^^^.  Quindi  non  rimane  altro  da  escludere 
che  la  sestica  suddetta  possa  comporsi  di  sei  rette  semplici,  o  di  tre  rette  doppie.  Ciò 
resulta  subito  osservando  che  esse  dovrebbero  comporre  un  insieme  invariante  rispetto 
a  un  qualunque  G^  e  quindi  una  almeno  dovrebbe  essere  invariante  rispetto  a  tale  G  . 
Applicando  a  tale  retta  il  G^^  che  contiene  quel  G^ ,  si  perverrebbe  a  due  rette  facenti 
parte  della  sestica  in  questione  (n*^  13)  e  finalmente  applicando  il   G^^^  perverremmo 
a  12  rette  costituenti  la  curva  suddetta.  Dunque: 

Fra  le  curve  irriducibili  dei  primi  sei  ordini  ne  esiste  una  ed  una  sola  invariante 
rispetto  al  G,^^  totale:  essa  i  la  sestica  di  genere  4  inter se:^one  completa  della  quadrica 
invariante  con  la  superficie  diagonale  di  Clebsch. 

È  facile  vedere  che  le  24  tangenti-secanti  della  curva  sono  le  24  rette  unite  dei 
Gj  che  esistono  sulla  quadrica  invariante,  che  i  piani  uniti  di  tali  G^  sono  osculatori- 
tangenti,  etc. 

19.  Proponiamoci  di  risolvere  la  stessa  questione  del  n°  precedente  ma  limitandola 
al  sottogruppo  alterno  G^^,.  Si  domanda  dunque:  quali  saranno  le  curve  irriducibili 
dei  primi  sei  ordini  che  godano  invarianza  rispetto  a  G^^  ma  non  rispetto  a  G,,^,  ?  Le 
curve  piane  si  escludono  subito  perchè  G^^  non  possiede  piani  invarianti.  Si  escludono 
anche  subito  quelle  razionali  dei  primi  cinque  ordini,  perché  la  ricerca  e  già  esaurita 
nei  miei  lavori  citati  in  principio.  La  esclusione  delle  quartiche  ellittiche  si  ottiene  im- 
mediatamente osservando  che  dovrebbero  comporre  una  figura  invariante  i  vertici  dei 
coni  quadrici  che  le  contengono  (il  che  é  manifestamente  impossibile).  Il  s^uente 
ragionamento  serve  ad  escludere  ogni  e  qualsiasi  quintica.  Se  una  tal  curva  è  inva- 
riante rispetto  a  G^^  lo  è  anche  rispetto  a  ogni  G^.  Segue  che  un  piano  qualunque 
passante  per  l'asse  di  piani  uniti  di  tale  G^  (n*^  5)  la  taglia  in  un  gruppo  invariante 
di  cinque  punti  :  dunque  due  almeno  sono  uniti  rispetto  a  G  ed  esistono  sull'asse  sud- 
detto. Ora  un  qualunque  G,^  del  G^^  è  proiettivamente  identico  alle  rotazioni  del  t^ 
traedro  (n°  9),  dunque  il  piano  invariante  di  tale  G,,  contenendo  i  4  assi  di  piani 
uniti  dei  4  G^  del  gruppo,  incontra  la  curva  in  otto  punti. 

20.  Passiamo  alle  sestiche.  Indichiamo  con  C^  una  sestica  irriduttibile  invariante 
rispetto  a  G^^,  ma  non  a  G,^^,  ed  esaminiamo  a  quali  condizioni  C^  deve  in  cons^uenza 
essere  sottoposta.  Se  si  applica  a  Q  il  ragionamento  analogo  fatto  per  le  sestiche  al 
n*^  18,  sostituendo  però  il  G^^  al  G,^^,  si  vede  subito  che  C^  passa  per  i  vertici  del- 
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Tunc,  o  dell'altro,  dei  due  dodecagoni  intransitivi  rispetto  a  G^^  costituiti  dai  24  punti 
uniti  dei  sei  G  (n°  13).  Dico  «dell'uno,  o  dell'altro»  perchè  è  certo  che  se  Q  passasse 
per  i  vertici  di  entrambi  i  dodecagoni,  essa  sarebbe  la  completa  intersezione  della  qua- 
drica  invariante  con  la  superficie  diagonale  di  Clebsch  e  quindi  riuscirebbe  invariante 
non  solo  rispetto  a  G^^,  ma  anche  a  G^^^  (n°  18).  Seguendo  le  notazioni  del  n*^  13, 
siano  A  e  B  ì  due  vertici  del  tetraedro  AB  CD  per  cui  passa  Q.  Né  ^  né  5  pos- 
sono esser  doppi  per  Q  altrimenti  essa  avrebbe  12  punti  doppi  e  si  spezzerebbe.  Dun- 
que la  tangente  in  Q ,  dovendo  essere  invariante  rispetto  al  G  ,  sarà  uno  spigolo  del 
tetraedro  AB  CD  passante  per  A,  Dico  che  essa  non  può  coincidere  né  con  A  C^  né 
con  A  D,  Infatti  :  coincida  con  AC,  k  causa  delle  involuzioni  gobbe  che  attuano  gli  scambi 
(^AB).ÇCD)  (n°  12)  segue  che  BD  sarà  la  tangente  a  Q  in  B,  Ma  la  quadrica  in- 
variante passa  per  AC^  ADj  BCj  BD  (n^  14)  dunque  Q  ha  in  comune  con  la  qua- 
drica due  intersezione  in  A^  due  in  JÎ  e  in  tutto  24  intersezioni  nei  12  vertici  del  do- 
decagono dianzi  nominato  (al  quale  appartengono  ^  e  5)  e  in  conclusione  Q  esiste 
sulla  quadrica  in  discorso.  Quindi  le  intersezioni  del  piano  A  CD  con  Q  debbono 
esistere  sulle  rette  AC^  AD.  Ora  si  noti,  come  sopra  abbiamo  già  osservato,  che  né 
C  né  D  appartengono  a  Q:  d'altra  parte  il  punto  A  non  può  contare  per  più  di 
una  intersezione  di  ^ D  con  Q  perché  la  tangente  in  A  è  AC  t  non  AD  t  final- 
mente st  AD  avesse  a  comune  con  Q  un  punto  diverso  da  ^,  o  i),  ne  avrebbe  in 
comune  cinque  a  causa  della  proiettività  binaria  che  G^  stabilisce  sopra  AD,  t  AD 
avrebbe  a  comune  con  Q  sei  punti  il  che  è  impossibile.  Dunque  i  6  punti  d'incontro 
di  Q  col  piano  A  CD  esisteranno  tutti  sopra  ^  C  il  che  é  ugualmente  assurdo.  Questo 
dimostra  l'affermazione  fatta.  In  modo  uguale  si  vede  che  la  tangente  a  Q  in  ^  non 
può  essere  A D,  Dunque  essa  sarà  h  AB:  anzi  a  causa  delle  solite  involuzioni  gobbe 
che  attuano  gU  scambi  (^AB).(^CD)j  la  retta  AB  sarà  bitangente  a  Q  in  ^  e  5  e 
la  Q  invece  di  esistere  sulla  quadrica  invariante  esisterà  sulla  superficie  diagonale  di 
Clebsch  (n*^  14).  La  Q  possiede  dunque  sei  bitangenti  che  sono  le  6  rette  analoghe 
ad  A  B.  Allora  i  fasci  di  piani  che  hanno  per  assi  queste  bitangenti,  segnano  su  Q  delle 
involuzioni  razionali  di  2°  ordine  (le  cosidette  g[)  e  basterà  dimostrare  che  due  di 
queste  g'^  hanno  una  coppia  comune  per  essere  certi  che  la  Q  (se  pure  esiste)  deve 
essere  razionale.  A  tal  fine  consideriamo  i  due  G,^  che  contengono  i  seguenti  G^ 

(12345)'",         (12543)'-  (m=i,  2,  3,4,  5). 

Appartiene  a  entrambi  i  G,^,  suddetti  la  involuzione  gobba 

(12)0  5). 

Quindi,  se  indichiamo  con  AB^  A' B'  gli  spigoli  dei  tetraedri  uniti  (dei  G^  pre- 
cedenti) che  sono  bitangenti  a  Q  e  con  Ä?  e  i  gli  assi  della  involuzione  dianzi  nomi- 
nata, le  rette  h  t  k  s\  appoggeranno  tanto  ad  AB^  quanto  ad  A'  B'.  Ora  é  facile  os- 
servare che  una  di  queste  due  rette  hy  k  è  corda  di  Q  e  precisamente  quella  delle 
due  che  è  diagonale  del  pentaedro  (n°  4).  A  tale  scopo  si  tagli  la  Q  con  un  piano 
diagonale  del  pentaedro  il  quale  a  sua  volta  taglia  la  superficie  di  Clebsch  secondo  tre 
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diagonali  del  pentaedro  medesimo.  Siccome  Q  esiste  sulla  superficie  suddetta,  co^  i 
6  punti  d'incontro  del  piano  diagonale  con  la  curva  esisteranno  sulle  diagonali  nomi- 
nate e  precisamente  due  su  ciascuna,  perchè  G,,^  opera  transitivamente  sopra  le  sue 
involuzioni  gobbe.  Se  dunque  h  è  corda  di  Q  i  punti  di  appoggio  costituiscono  h 
coppia  comune  alle  g[  segnate  dai  fasci  di  piani  che  hanno  per  assi  AB  e  A' B\  Si 
può  anche  osservare,  di  passaggio,  che  i  punti  in  cui  h  si  appoggia  a  Q  non  posso- 
no essere  coincidenti  altrimenti  la  g'^  segnata  dal  fascio  di  piani  di  asse  A  B  (e  quella 
di  A' B')  avrebbero  un  punto  doppio  diverso  da  A^  B. 

Possiamo  dunque  concludere: 

Se  una  curva  irriduttibile  di  ordine  non  superiore  a  sei  deve  essere  invariante  ri- 
spetto a  Gg^  {ma  non  a  G,,^),  essa  non  può  essere  altro  che  una  sestica  sghemba  ra:(ionak. 

§  V.  —  La  sestica  gobba  dotata  di  infiniti  piani  tritangenti. 

21.  Dimostreremo  adesso  che  G^^  individua  effettivamente  due  sestiche  razionali 
(proiettivamente  identiche)  invarianti  rispetto  ad  esso,  ma  non  invarianti  rispetto  a  G,^, . 

A  tale  scopo  assumiamo  per  tetraedro  fondamentale  il  tetraedro  A  BCD  dei  n* 
precedenti.  D  G^  di  cui  esso  è  tetraedro  unito  potrà  rappresentarsi  con  le  varie  potenze 
della  sostituzione  S  seguente  : 


\x^      x^        X,         x^  / 


dove  a  è  radice  immaginaria  di  a^  =  i.  Seguitiamo  a  indicare  con  C^  la  curva  cer- 
cata. A  causa  della  sua  razionalità  (n°  20)  ogni  coUineazione  del  G^^  individua  su  Q 
una  proiettività  binaria  subordinata  di  ugual  periodo  :  indicando  con  s  quella  subordi- 
nata a  S  e  con  —  il  parametro  che  figura  nelle  coordinate  di  un  punto   mobile  di 

r* 
C^,  potremo  assumere  s  sotto  la  forma: 


-e:  ;) 


Esigendo  che  C^  sia  bitangente  zd  A  B  in  A  e  B  [A  B  ^  (x^  ^  o^  x^  =  0)]  e 
che  la  S  trasformi  Q  in  sé  stessa  si  perviene  alla  seguente  rappresentazione  parame- 
trica  di  Q 

[  x^  =  3xv^ 

dove  m,  n,  />,  r  sono  costanti  qualunque  e  i  coefficienti  6  e  3  sono  sudi  messi  per 
comodità  dei  calcoli  che  seguono.  Ora,  per  ottenere  il  G,^  dal  G  precedente,  baso 
aggiungere  una  involuzione  gobba  che  attui  gli  scambi  {AB)y  (CD)  n®  12.  Assumiamo 
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la  s^;uente 

U  ^  (      *       ^'       *4       *3  \ 

Questa  deve  individuare  su  C^  una  involuzione  binaria  u  capace  di  trasformare  in 
sé  stesso  il  gruppo  binario  g  :  ecco  dunque  la  u  : 

Esigendo  adesso  che  U  trasformi  Q  in  sé  stessa,  la  rappresentazione  parametrìca 
(i)  si  riduce  alla  seguente 

^^  )*,  =  3XV, 

dove  i  è  una  costante  qualsiasi.  Ora  si  osservi  che  il  G^^  deve  individuare  su  Q  un 
g^  binario  che  può  ritenersi  generato  dalle  sostituzioni  u  td  s  precedenti  e  dalla  se- 
guente sostituzione  t  *)  : 


Affinchè  la  t  individui  una  collineazione  T  capace  di  trasformare  Q  in  sé  stessa 
é  necessario  e  sufficiente  [secondo  un  notevole  teorema  di  Marletta  **)]  che  t  tra- 
sformi in  sé  stessa  la  involuzione  fondamentale  su  C  che  é: 


^6 


a(\^  +  niL^)  +  ì(pl'  _  jk  V|x)  +  cV|i'  =  o, 

dove  — ,  —  sono  i  parametri  relativi. 

Per  trovare  la  nostra  Q  tutto  dunque  si  riduce  ad  esigere  che  i  tre  gruppi  (della 
involuzione  suddetta) 

XV*  =  0,        X^  +  ifeX[x5  =  0,        (X*  —  kViL  =  0 

sieno  trasformati  in  altri  tre  gruppi  della  stessa  (3). 

Si  perviene  in  tale  modo  all'unica   condizione  i  =  3  e  quindi  si  arriva  alla  defi- 
nitiva rappresentazione  parametrica  che  individua  la  curva  Q  cercata: 

(4)  .x,  =  X^-2X,.S 


X 


^  =  x>\ 


•)  Cfr.  ad  es.  Bianchi,  Teoria  dei  gruppi  di  sostitu^ymi  e  delle  equa7;ioni  algebriche  secondo  Galois 
(Spoerri,  1899). 

**)  Marletta,  Sulle  curve  ra^^ionali  del  quinto  ordine  [questi  Rendiconti,  t.  XIX  (1905),  pp.  94-119]* 

Rmd,  Ore.  Maitm.  PaUrmo,  u  XXI  (1906).  — Sumpato  il  14  aprile  1906.  43 
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22.  Essa  è  irriduttibile.  Per  dimostrarlo  osserveremo  prima  che  se  n  rette  com- 
pongono un  insieme  invariante  rispetto  a  G^^  deve  essere  «  >  4.  Infatti  basta  sem- 
plicemente considerare  la  invarianza  rispetto  a  un  sottogruppo  tetraedrico  (p?  9)  per 
convincersi  che  n>2esen  =  3,on  =  4le  rette  relative  debbono  passare  per  un 
punto  od  esistere  in  un  piano  che  sono,  rispettivamente,  vertice  del  pentagono  e  facda 
del  pentaedro,  e  siccome  questi  ultimi  non  sono  certamente  invarianti  rispetto  a  G^ 
cosi  non  lo  sono  nemmeno  i  suddetti  sistemi  di  3  o  4  rette.  Per  cui  «  ^  5.  Resulta 
quindi  che  Q  non  può  comporsi  di  tre  rette  doppie  e  nenmieno  di  r  rette  e  di  una 
curva  residua  di  ordine  6  —  r  per  r  ^  4.  Non  rimane  altro  caso  che  Q  si  componga 
di  6  rette.  Ma  allora  una  è  unita  per  un  G^  ed  essendo  G^^  transitivo  sui  G^,  cia- 
scuna è  unita  per  un  G^.  Dovrebbe  dunque  uno  spigolo  del  tetraedro  fondamentale 
far  parte  di  Q  il  che,  la  rappresentazione  parametrica  trovata,  esclude  ben  facilmente. 

23.  Cerchiamo  la  collineazione  T  del  G^^  che  ha  per  subordinata  la  proiettiviiâ 
binaria  ^  del  n°  21. 

Basta  perciò  osservare  che  la  faccia  x,  del  tetraedro   fondamentale  taglia  C^  in 

2V|l  +  (X^  =  0, 

la  quale  per  efietto  della  t  viene  trasformata  in 

ossia,  per  le  (4),  in 

5q'[q(—  X,  +  xj  +  5?'*,  +  ;xj; 
analogamente  si  vede  che  x^,  x^,  x^  vengono  trasformate  rispettivamente  in 

5?'[?(^  —  ^J  + 5^,  +  5?'^], 
q'[q'x,-{-x,-\-5q(x^  —  xJ\, 

ì"[x,  -{■9'x,-\r5q(—x,  +  xj\. 
Dunque  la  sostituzione  T  cercau  è  della  forma  seguente  : 

X,  trasformato  in  a.  5  [q(—  x,  +  JfJ  +  5  ?'*,  +  5  xj, 
X,  »  »    ^•5[q(.x,  —  xJ-{.sx^-\-sq'xJ, 

X,  »  »   Y-  [?'*,  -\-x,-\-5  ?(x,  —  *,)], 

X,  »  »   ^-k  +  ?'^,  +  59(  —  *j  +  xj]y 

dove  a,  ß,  y>  ^  sono  coefficienti  di  proporzionalità  che  si  determinano  osservando  che 
si  ha  Mt  =  /M  e  quindi  anche  UT^TU  e  inoltre  P  =  i,  il  che  richiede 
a  =  fi  =:  y  =:  S.  Si  può  dunque  prendere  x  =  ^=iy  =  ì=i  e  la  Tè  perfetu- 
mente  individuata.  Essa  insieme  alle  U,  S  del  n°  21  genera  il  G^^  il  quale  viene  eoa 
ad  essere  riferito  al  tetraedro  unito  di  un  G  . 

24.  Servendosi  sempre  dello  stesso  tetraedro,  le  equazioni  della  quadrìca  invariante 
e  della  superfìcie  diagonale  di  Clebsch  assumono  le  seguenti  semplicissime  forme: 

^.^.  +  25x^x^  =  0, 

x]x^  +  xlx^  —  j(x,xj  -j-  jc.jc;)  =  o. 
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Esse  possono  servire  per  completare  la  rappresentazione  del  G^^  che  ha  per  sot- 
togruppo il  G,Q  generato  dalle  t/,  S  del  n°  21.  A  tale  scopo  basta  aggiungere  al  G,^ 
una  coUineazione  H  per  la  quale  si  abbia 

e  tale  inoltre  da  trasforniare  in  sé  stesse  le  superficie  rappresentate  dalle  due  equazioni 
precedenti.  Si  trova  cosi 


(5) 


Ora  se  si  applica  la  H  alla  Q  del  n°  21  si  perviene  a  quest'altra  curva: 

X3  =  >.^  —  2^|X.5, 


Ne  concludiamo  che  : 

Fra  le  curve  irriduttibili  dei  primi  sei  ordini  ne  esistono  soltanto  due  invarianti 
rispetto  a  G^^,  ma  non  rispetto  a  G^^^.  Esse  sono  due  sestiche  ragionali  proiettivamente 
identiche  rappresentate  par  ametricamente  dalle  (4)  del  n°  21  e  dalle  (5)  di  questo  n°. 

Resulta  cosi  che  le  coUineazioni  del  G^^^  che  operano  una  sostituzione  pari  sulle 
facce  del  pentaedro,  trasformano  in  sé  ciascuna  delle  due  curve  suddette,  invece  quelle 
collineazioni  del  G,,^  che  operano  una  sostituzione  dispari  sulle  facce  suddette,  trasfor- 
mano le  due  curve  Tuna  nell'altra. 

25.  Siccome  esse,  dal  punto  di  vista  proiettivo,  costituiscono  una  sola  specie,  noi 
le  riuniremo  sotto  il  nome  di  «  sestica  rai^onale  invariante  rispetto  al  G^^  ».  L'epiteto 
razionale  é  indispensabile  per  non  confondere  la  curva  attuale,  con  la  sestica  di  genere 
4  che  essendo  invariante  col  G^^^^  lo  è  anche  naturalmente  col  G^^  (é  la  intersezione 
della  quadrica  invariante  con  la  superficie  diagonale  di  Clebsch  n*^  18). 

Abbiamo  già  notato  che  C^  é  bitangente  ad  -^5  e  quindi  ad  altre  cinque  rette 
analoghe  ad  AB,  Dunque: 

La  sestica  ra:(ionale  invariante  rispetto  a  G^^  possiede  sei  bitangenti  le  quali  com- 
pongono una  delle  due  sestuple  che  si  ottengono  togliendo  dalle  27  rette  della  superficie 
di  Clebsch  /e  15  diagonali  del  pentaedro. 

Vi  ha  di  più  :  un  calcolo  estremamente  semplice  dimostra  che  C^  possiede  infiniti 
piani  tritangenti. 

Infatti,  se  si  cercano  i  punti  d'incontro  di  C^  con  il  piano 

l'm'x^  +  l'm'x^  +  (/^  +  2lm^)x^  +  (m'  —  2Vm)x^  =  o, 
si  trova  sempre  il  seguente  quadrato  perfetto 

\l'mV  +  m^X>  —  VXil'  +  /m>5}'  =  o 

qualunque  sia  — ,  e  questo  prova  l'afiermazione  fatta.  Si  può  aggiungere  anzi,  che  il 
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piano  tritangente  assume  una  oo'  di  posizioni  generando  la  sviluppabUe  razionale  di  6* 
classe  s^iuente: 


(6) 


dove  —  è  il  parametro. 

Dunque:  La  sestica  ragionale  invariante  di  G^  possiede  infiniti  piani^Jritangenti 
costituenti  una  sviluppabile  ragionale  di  6*  classe, 

È  questo  il  primo  esempio  di  curva  gobba  dotata  di  oo*  piani  tritangenti. 

Si  può  anche  osservare  che  il  piano  di  due  tangenti  della  nostra  curva  ne  contiene 
necessariamente  una  ter^a.  Infatti:  la  sezione  di  un  piano  qualsiasi 

con  C^  è  data  da 

(7)  a(2X>  +  il')  +  ^Çk'  -  2>plO  +  Y^>'  +  *^V'  =  o; 

ma  se  tale  piano  contiene  due  bitangenti,  l'equazione  della  sezione  deve  essere  della 

forma: 

(8)  ÇK-arì(\-b^LXcy-{.dx^L^e^Ly  =  o', 

e  la  nostra  affermazione  è  dimostrata  se  si  prova  che  a=^.  Ora  confrontando  la  (7] 
con  la  (8)  si  giunge  necessariamente  alle  seguenti  condizioni: 

(o^  2cd^c'{a-\-b)  _ 

^^^  e' ab  -^ 

f    ^  ide  —  e^(a  +  t) 

(io)  e^  =  -  a» 

(11)  2cdab  —  (fl  +  *)(^'  +  2C^)  +  2de  =  o. 

Dalle  (9)  e  (io)  si  ricava: 

ecd  —  (f^ 


.    ,  cde'\'C^e^  ,        e^cd 

'  e  de  +  e^  '  rde 


+  «^  '         '*''-  c'de  +  e*' 
per  cui  fl  e  i  sono  radici  della  equazione 

(12)  (e' de  +  e')i'  —  2{cde  +  c'0^+  «'«^  —  ^  =  <>; 

d'altra  parte,  sostituendo  in  (11)  i  valori  trovati  per  a  +  i,  ai  si  trova 
ce^c'dU'  +  2cU'  +  cdU  -\-c^d  —  de^)  =  o, 

la  quale  (esclusi  i  casi  owii  di  e,  d  =  o)  esprime  proprio  che  le  radici  della  (12)  deb- 
bono essere  uguali  e  questo  dimostra  l'osservazione  fatta. — ^Ne  s^;ue: 

La  sviluppabile  tritangente  contata  tre  volte  e  l'insieme  dei  sei  fasn  di  piani  ck 
hanno  per  assi  le  sei  bitangenti  della  nostra  curva^  stanno  a  rappresentare  la  sviluppabiU 
bitangente  del  caso  generico  di  una  sestica  ragionale.  (Infatti  una  sestica  razionale  gene- 
rica ha  la  sviluppabile  bitangente  di  classe  24). 
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26.  Come  G^  possiede  due  sole  sestiche  razionali  invarianti,  cosi  anche  ammetterà 
due  sole  sviluppabili  razionali  invarianti  di  sesta  classe,  le  quali  dunque  necessariamente 
saranno  le  due  sviluppabili  tritangenti  delle  due  curve  suddette  e  anche  le  loro  polari 
reciproche  rispetto  alla  quadrica  invariante.  Un  facile  calcolo  dimostra  che  avviene  fra 
le  due  curve  una  specie  di  scambio  espresso  dal  seguente  teorema: 

Le  due  sestiche  ragionali  invarianti  di  un  medesimo  G^^  sono  così  collegate  che  la 
sviluppabile  tritangente  dell'una  curva  è  la  polare  reciproca  dell'altra  rispetto  alla  qua- 
drica invariante. 

27.  Facili  osservazioni  su  queste  2  curve  sono  innumerevoli.  Ad  es.:  esse  si  possono 
riguardare  come  la  intersezione  completa  della  superficie  diagonale  di  Clebsch  con  la 
superficie  quartica  seguente: 

4(x\x^  +  xlx^)  +  ioo(x,  x^  +  x^iD  —  {x]xl  +  5*x;xp  —  iiox.  x^x^x^  =  o. 

La  rappresentazione  piana  della  superficie  di  Clebsch  ci  dice  che  le  due  curve 
hanno  20  punti  comuni:  essi  esistono  a  due,  a  due,  sopra  gli  assi  di  punti  uniti  dei 
Gj  cioè  sugli  spigoli  del  pentagono,  etc. 

In  ultimo,  consideriamo  un  qualsiasi  sottogruppo  quadrinomio  di  G^^:  ad  es. 
queUo  le  cui  involuzioni  gobbe  hanno  per  assi  id^,^^^d[^^Jy  (^^,4^ ^^,4«)'  (^14,^3 ^h,^) 
componenti  gli  spigoli  di  un  tetraedro  che  ha  un  vertice  in  P^  (dove  concorrono  le  d') 
e  per  faccia  opposta  tt  (dove  esistono  le  d).  Ora  i  punti  di  appoggio  di  queste  ul- 
time con  Q  compongono  le  tre  coppie  di  punti  doppi  delle  involuzioni  binarie,  su  Q , 
subordinate  delle  involuzioni  gobbe  precedenti.  Abbiamo  dunque  il  teorema  : 

Ogni  faccia  del  pentaedro  taglia  la  nostra  curva  in  tre  coppie  di  punti  armoniche 
a  due,  a  due. 

Oppure  anche: 

5^  si  considerano  le  tre  involu^ni  appartenenti  ad  uno  stesso  gruppo  quadrinomio 
binario  su  Q  {subordinato  dell'analogo  gruppo  quaternario  di  G^^)  e  si  costruiscono  i 
punti  doppi  di  queste  involuzioni,  si  trovano  sei  punti  di  C^  in  un  medesimo  piano.  Ri- 
petendo la  costruzione  per  tutti  e  cinque  i  sottogruppi  quadrinomi  si  ottengono  cinque  piani 
che  sono  le  facu  del  pentaedro. 

Ê  forse  questo  il  modo  più  efficace  per  esprimere  il  l^ame  geometrico  che  collega 
la  nostra  curva  alla  cfz.  del  pentaedro  e  come  tale  lo  presentiamo  qui  a  modo  di  con- 
clusione. 

Quinto  al  Mare,  9  gennajo  1906. 

Edgardo  Ciani. 


SULL'INTEGRAZIONE  DELLA  \  IN  UN  CAMPO  CfflUSO  E  CONVESSO. 
Nota  di  Luciano  Orlando  (Roma). 


Aduiunz«  dell'S  «prìle  1906. 


n  campo  5  che  noi  vogliamo  studiare  abbia  due  dimensioni,  ma  le  cose  che  didamo 
valgono,  con  opportuni  adattamenti,  anche  per  campi  che  abbiano  più  di  due  dimen- 
sioni. Noi  supponiamo  chiuso  il  campo  S,  e  ne  chiamiamo  <r  il  contomo  ;  poi  ammet- 
tiamo che  esista  un  numero  fisso  R^  tale  che  un  cerchio  di  raggio  R,  disposto  in 
modo  che  sia  tangente  a  (x,  in  un  arbitrario  punto  di  questo  contorno,  e  dalla  stessa 
parte  di  <r  rispetto  alla  tangente  comune,  contenga  sempre  nel  suo  interno  tutto  il 
campo  S,  Rimangono,  per  esempio,  fuori  dal  nostro  studio  i  poligoni,  limitati  da  tratti 
rettilinei,  ed  ogni  campo  del  quale  la  linea  che  costituisce  il  contorno  abbia  almeno 
un  punto  di  curvatura  nuUa. 

U  problema  che  qui  vogliamo  risolvere  consiste  nella  determinazione  (in  un  arbi- 
trario polo  A^,  di  coordinate  x^,  y^^  scelto  in  S)  di  una  funzione  uÇx^^y^^j  r^olare 
in  ogni  punto  di  S,  quando  si  conoscano  i  valori  di  \u  in  ogni  punto   di   S,  e  in 

ogni  punto  di  e  i  valori  della  derivata  normale  -7—;  e  poi  si  abbia  il  modo  di  stabi- 
lire un  numero  positivo  fisso  U,  anche  grandissimo,  che  non  possa  essere  superato 
da  alcun  valore  che  \u\  assuma  sopra  <7. 

È  un  problema  abbastanza  generale  questo  che  noi  vogliamo  brevemente  qui  ri- 
solvere; ed  è  anche  noto  che  non  è  sempre  un  problema  possibile,  per  arbitrari  valori 

di  ^—  e  di  ^tl, 
an  * 

Senza  nuocere  alla  generalità  del  problema,  noi  possiamo  sempre  riferirci  al  caso 

nel  quale  sia  A^  u  =  o  in  ogni  punto  di  S.  E  allora  se  pom'amo 


assumendo  dunque  la  grandezza  r  come  misura  della  distanza  fra  il  polo  A^^  di  coor- 
dinate x^^  y^y  t  'Û  punto  arbitrario  Ay  di  coordinate  x,  y^  noi  possiamo  scrivere  la 
formula 
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dove  l'integrale  in  da  è  applicato  a  elementi  d'arco  che  intorniano  il    punto  variabile 
Aj  ed  è  esteso  a  tutto  il  contorno  <7. 

Ma  a  questa  formula  noi  possiamo  subito  sostituire,  senza  alterazione,  quest'altra 

(I)      2.«(x„,^„)  =  c-/log-L^d.  + J  (^__^__LJ„^,^ 

dove  C  denota  una  grandezza  costante.  Notiamo  che  la  presenza   d'una  costante  ad- 
ditava nell'espressione  di  u  non  altera  i  valori  di  j-,  né  quelli  di  A^i*. 

La  formula  (i)  rappresenta,  rispetto  alla  funzione  w,   un^ equazione  integrale^  che 
si  lascia,  in  questo  caso,  molto  facilmente  e  brevemente  risolvere. 
L'espressione 

dlog^ 


/(^ 


dn  iR^ 

si  presta  ad  un'importante  limitazione  di  valore.  Il  termine 

esprime  la  differenza  fra  due  angoli  visuali  elementari,  uno  secondo  il  quale  si  vede 
l'elemento  d'arco  dd  dal  polo  A^y  e  l'altro  secondo  il  quale  si  vede  l'elemento  d'arco 
d  <r  dal  punto  che,  sul  cerchio  tangente,  di  raggio  i?,  è  diametralmente  opposto  z  da; 
e,  giacché  questo  cerchio  contiene  sempre  nel  suo  interno  il  polo  A^ ,  dovunque  giaccia 
in  S  questo  polo,  cosi  é  chiaro  che  la  differenza  (2)  é  positiva  sempre. 
Ma  vale,  come  é  noto,  la  formula 

rflog-L 

— j d(S  =  2W, 

dn 


ß 


e,  se  indichiamo  con  <t  anche  il  numero  che  misura  la  lunghezza  del  contorno  <t,  vale 
anche  l'altra  formula 


/: 


ÌR^'  =  Ì-r 


dunque,  se  ci  ricordiamo  che  U  rappresenta  un  numero  fisso,  il  quale  non  può  essere 
superato  dai  valori  che  \u\  assume  sul  contorno  <i,  e  se  fissiamo  opportunamente  un 
numero  a,  positivo  e  <  i,  noi  possiamo  scrivere 
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Ora  è  facile  vedere  come  si  può  risolvere  Tequazione  integrale  (i).  Se  poniamo 
27r(tt  +  e,)=  C  — J  log-^j|d<T, 
noi  determiniamo  u  con  un  errore  e^,  tale  che  sia  |ej  <  Uol;  poi,  se  poniamo 

determiniamo  u  con  un  errore  e^,  tale  che  sia  [e^l  -<  L7a'.   Continuando,   noi  deter- 
miniamo w(x^,,  y^\  sempre  meno  inesattamente,  con  errori  che  tendono  a  zero. 

Roma,  6  aprile  1906. 

Luciano  Orlando. 


SUGLI  ENTI  ANALITICI. 
Nota  di  E.  Study  (Bonn). 


Adunanza  del  2$  marzo  1906. 


In  un  lavoro  recente  il  sig.  T.  Levi-Civita  ha  indicato  una  estensione  importante 
di  un  teorema  fondamentale  della  teoria  delle  funzioni  di  una  variabile  complessa  *). 

Qui  mi  propongo  di  esporre  altre  generalizzazioni  dello  stesso  teorema  e  di  teo- 
remi aflSni,  tutti  spesso  usati,  specialmente  dal  sig.  H.  A.  Schwarz,  nei  cui  scritti  si 
trovano  i  casi  più  semplici  (n  =  i)  dei  nostri  teoremi  XVI-XX  **). 

Queste  generalizzazioni  sono  basate  su  due  idee,  Tuna,  di  massima  importanza, 
sviluppata  dal  sig.  C.  Segre  ***),  l'altra  contenuta  nel  nostro  Teorema  I.  L*idea  del 
Segre  consiste  nella  ripetizione  del  passaggio  abituale  dal  campo  reale  al  campo  com- 
plesso, lo  debbo  a  lui  —  mi  è  grato  dichiararlo  —  non  solo  questo  procedimento,  ma 
anche  un  numero  considerevole  di  nozioni  e  di  risultati  speciali.  Il  Segre  però  si  è 
ristretto  alla  considerazione  degli  enti  algebrici,  ed  ha  fatto  un  largo  uso  di  ragio- 
namenti geometrici  ****).  Nel  caso  degli  enti  analitici,  di  cui  parlerò  io,  mi  pare  che 
manchi  ancora  una  parte  delle  definizioni  necessarie  ad  esprimere  i  risultati  in  forma 
rigorosa,  semplice,  ed  abbastanza  generale.  Per  esempio,  la  sola  nozione  del  con- 
tenere si  deve  scindere  in  almeno  tre  nozioni  differenti,  di  cui  due  vengono  usate 
nel  presente  lavoro.  Inoltre  riuscirà  forse  gradito  a  qualche  lettore  di  veder  presentata 
una  tale  teoria  in  maniera  puramente  analitica.  Tutto  quello  che  segue  si  potrà  intendere 
senza  conoscenza  della  geometria  moderna  (ed  anche,  io  credo,  senz'alcuna  difficoltà). 


•)  T.  Levi-Qvita,  Sulle  fun:^ioni  di  dm  o  più  variàbili  complesse  [Rend.  Acc.  Lincei,  voi .  XIV 
(1905),  2°  semestre,  pp.  492-499]- 

**)  Veggansi  le  citazioni  nell'articolo  del  sig.  Osgood  nella  Encykhpààie  der  Mathematischen 
Wissenschaften,  etc.,  II,  B,  i,  nota  120  in  cake. 

**•)  Corrado  Segre,  Le  rappresentazioni  reali  delle  forme  complesse  e  gli  enti  iperalgebrici  [Math. 
Annalen,  XL  (1892),  pp.  413-467]. 

*••*)  Pare  che  per  queste  ragioni  la  Memoria  del  Segre  non  sia  conosciuta  quanto  meriterebbe. 
Anche  nell'articolo  citato  deU'OsGOOD  (scrìtto  colla  più  gran  diligenza)  k  idee  del  Segre  ven- 
gono trascurate.  Però  il  Segre  stesso  ha  avvertito  esplicitamente  (alla  fine  del  n°  19,  pag.  442)  che 
parecchie  sue  considerazioni  si  possono  svolgere,  in  modo  pienamente  analogo,  per  gli  enti  analitici. 

Ktmd,  Circ,  Mt*m.  PàUrmo,  t.  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  24  aprile  1906.  44 


34^  E.    STUDY. 


Cominciamo  con  qualche  definizione  *).  Useremo  le  parole  varietà  e  spazio  in 
sensi  differenti. 

Considerando  i  sistemi  di  m  variabili  (finite)  complesse  Ç^,  ...  Ç^,  parleremo  (co- 
me si  suole)  di  «punti»  di  una  varietà  F^,  e  delle  varietà  V^y  ...  F,^,  analitiche 
immerse  nella  V^ ,  denotando  coU'indice  in  ciascun  caso  la  «  dimensione  complessa  > 
dell'ente  considerato,  cioè  il  numero  delle  variabili  complesse  rimaste  indipendenti.  Una 
V^  sarà  sempre  un  punto  delia  V^. 

Restringendo  invece  le  variabili  Ç,,  ...  f.^  a  valori  reali  x^,  ...  x^,  abbiamo  si- 
milmente uno  spa-^^o  S^  a  m  «  dimensioni  reali  »,  in  cui  sono  immersi  degli  altri  spa^i 
Sq,  ...  S^_,  analitici,  a  o,  . . .  w —  i  dimensioni  reali,  in  particolare  i  punti  reali  5^. 

I  punti  di  una  V^ ,  che  è  data  come  continuazione  analitica  di  uno  S,  (r  >  o), 
si  chiameranno  anche  punti  complessi  dello  S^,  e  fra  essi  quelli  che  non  sono  reali, 
non  sono  situati  nello  S^,  si  chiameranno  punti  immaginari  dello  S^,  come  di  solito. 

Può  essere  che  fra  i  punti  della  V^  (o  fra  i  punti  complessi  dello  SJ  vi  siano  punti 
reali,  isolati  o  no,  a  cui  non  si  possa  pervenire  col  mezzo  della  detta  continuazione  anali- 
tica, se  non  pel  tramite  di  punti  immaginari.  Questi  punti  (che  del  resto  possono,  tutti 
o  in  parte,  essere  sovrapposti  a  punti  dello  SJ  li  chiameremo  punti  associati  allo  S,. 

Una  F^  si  dirà  reale,  se  coincide  colla  F^  conjugata,  vale  a  dire,  col  luogo  dei 
punti  complessi-conjugati  ai  punti  della  V^ .  Cosi  la  F^  determinata  da  uno  S^  è  sempre 
reale;  e  in  particolare  la  F^  è  reale.  In  tal  caso  lo  S^  si  chiamerà  anche  un  tratto 
reale  della  F^  reale.  Vi  possono  essere  parecchi  tratti  reali  della  stessa  f^^(o<[r<w) 
associati  l'uno  all'altro.  Ma  vi  sono  anche  delle  varietà  reali  non  godenti  di  tratti, 
nemmeno  di  punti  reali.  Un  ente  analitico  non  reale  si  dirà  immaginario. 

I  punti  di  un  qualunque  ente  S^ ,  F^(r  '^  o)  o  saranno  algebrici  **),  fonnanti 
il  campo  di  esisteìixa  dell'ente,  oppure  punti  limiti  {trascendenti^  formanti,  se  ve  ne 
sono,  il  limite  naturale  dell'ente.  Gli  uni  e  gli  altri  «  appartengono  all'ente  »  o  «  giac- 
ciono »  o  «stanno»  sull'ente;  ma  solamente  dei  punti  algebrici  diremo  che  essi  sono 
compresi  o  contenuti  nell'ente^  o  che  l'ente  passa  per  essi  ***). 

In  generale  ci  basterà  considerare  i  punti  generici  fra  gli   algebrici:    essi   saranno 


*)  Alcune  delle  nozioni  seguenti  sono  in  sostanza  identiche  a  quelle  adoperate  dall*OsGOOD  (loc.  cit). 

**)  Nell'intorno  d'un  punto  «  algebrico  »  n  —  r  delle  coordinate  complesse  si  comportano  come 
funzioni  algebriche  delle  altre  r  coordinate.  Basta  per  il  nostro  scopo  il  saper  tanto.  Le  molte  e 
difficili  questioni  intorno  ai  punti  algebrici  (e  trascendenti)  non  le  toccheremo. 

•*•)  Una  tale  distinzione  non  è  punto  superflua.  Ammettendo  il  limite  naturale  come  «contenuto» 
nell'ente,  si  sarebbe  costretti  a  dire  che  un  ente  analitico   può    «  contenere  »    un  altro  di  dimensione 


eguale,  anzi  superiore  lr\  =  sen  —  ,  ecc.  i . 
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chiamati  punti  regolari.  Nell'intorno  d'un  suo  punto  regolare  l'ente  si  può  sempre  rap- 
presentare, in  una  infinità  di  modi,  per  mezzo  di  serie  di  potenze  di  r  parametri  essen- 
ziali (parametri  complessi  nel  caso  delle  varietà  F^,  parametri  reali  nel  caso  degli 
spazi  SJ  per  modo  che  la  matrice  funzionale  delle  coordinate  ($  o  x)  non  s'annulla 
nel  punto  considerato  (centro  dello  sviluppo).  Questi  parametri  possono  sempre  sce- 
gliersi fra  le  m  coordinate  Çj  o  Xj,  ma  non  sempre  nello  stesso  modo  per  tutti  i 
punti  regolari. 

Una  particolare  rappresentazione  parametrica,  proseguita  analiticamente  quanto  pos- 
sibile, può  avere  un  limite  naturale  sull'ente  stesso;  essa  non  darà  in  generale  tutti  i 
punti  dell'ente  considerato  *).  Scambiando  però  e  riscambiando  in  modo  opportuno 
i  parametri,  si  può  pervenire  a  qualsiasi  punto. 

L'insieme  dei  punti  regolari  d'una  i^,('*>^)  ^  sempre  un  solo  continuo  **)  com- 
preso nel  campo  di  esistenza:  //  campo  di  regolarità  della  F^,  L'insieme  dei  punti  re- 
golari di  uno  S^  invece  sarà  formato  di  uno  o  più  continui,  tutti  compresi  nel  campo 
di  esistenza  dello  5^,  e  separati  fra  loro  da  punti  algebrici  non  regolari.  Un  tale  in- 
sieme continuo  di  punti  reali  lo  chiameremo  un  campo  elementare  (dello  S^).  L'ipo- 
cicloide  di  Steiner,  per  esempio,  uno  S,  nello  S^,  consta  di  tre  campi  elementari  e 
di  tre  cuspidi,  non  contenute  nei  campi. 

Un  insieme  di  punti  regolari  d'un  ente  analitico  (varietà  o  spazio)  può  godere 
delle  proprietà  seguenti:  a)  L'insieme  comprende  tutti  i  punti  d'un  certo  intorno  d'un 
qualsivoglia  suo  punto.  F)  L'insieme  è  continuo,  per  modo  che  si  può  passare  da 
un  qualsiasi  suo  punto  ad  un  qualsiasi  altro  mediante  continuazione  analitica  (ed  even- 
tualmente scambio  dei  parametri)  pel  tramite  di  punti  dell'insieme,  e)  L'insieme  non 
può  ingrandirsi,  cioè  non  è  compreso  in  un  altro  godente  delle  proprietà  a),  t), 
ma  esteso  fuori  del  primo.  Un  tale  insieme  sarà  il  campo  di  regolarità  nel  caso  di 
una  r^,  ed  un  campo  elementare  nel  caso  d'uno  S^.  Un  insieme  però,  i  cui  punti 
(tutti  regolari)  riempiano  le  condizioni  a),  i)  (ma  eventualmente  non  la  terza),  lo 
chiameremo  una  regione  regolare  della  F^  o  dello  S^ .  Così  ogni  campo  regolare  d'una  F^ , 
ed  ogni  campo  elementare  d'uno  5^,  sarà  una  regione  regolare;  ma  non  inversamente. 

Un  campo  elementare  lo  denoteremo  colla  lettera  C^,  designando,  qui  ancora, 
coll'indice  r  la  dimensione. 

Si  vede  che  una  qualsivoglia  regione  regolare  d'uno    S^,   per  es.   l'intorno   d'un 


•)  Fatto  non  di  rado  rimasto  inosservato.  Naturalmente,  in  tali  casi  è  facile,  ma  nondimeno 
necessario,  di  presentare  i  teoremi  in  forma  esatta. 

Sarà  anche  opportuno  di  osservare  che  a  mezzo  d'una  rappresentazione  parametrica  l'ente  può 
essere  coperto  parecchie  volte,  in  tutto  o  in  parte,  nello  stesso  modo  come  una  T,  ,  per  es.  una  retta, 
può  essere  coperta  dai  differenti  rami  di  una  superficie  di  Riemann.  In  tal  caso  le  singolarità  del  di- 
stendimento, per  es.  i  punti  di  diramazione,  non  saranno  sempre  singolarità  dell'ente  stesso. 

•*  )  Secondo  il  Cantor  un  «  continuo  »  è  sempre  chiuso.  Noi  non  possiamo  accettare  una  tale 
restrizione.  Si  vegga  la  «  Geometrie  der  Dynamen  »  dell'autore  (Lipsia,  1903),  a  pie  della  pagina  248. 
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Da  queste  derivano  quattro  equazioni  reali: 

^2  =  ?,  (?.  +).  y 2  =  +>  ih  +)• 

Continuando   ora  i  parametri  <p,  ^  nel  campo  complesso,  cioè  sostituendoli  con  valori 
Uj  V  complessi  abbastanza  vicini,  avremo  nelle  formule 

/fl  rappresentaxiofte  analitica  della  varietà  V^  sinettica  piü  generale,  in  una  sua  r^one 
regolare.  E  così  in  casi  superiori. 

Supponiamo  ora  che  uno  S  sia  dato  per  mezzo  di  2  p  parametri  reali  essenziali, 
in  una  sua  regione  regolare.  Come  potremo  riconoscere  se  questo  S  sia  sinetticoì  E 
trovatolo  sinettico  :  Come  potremo  rappresentarlo  per  mei^o  di  p  parametri  complessi  ?  La 
risposta  è  pressoché  immediata.  Se  una  rappresentazione  sinettica  già  fosse  stata  tro- 
vata, le  componenti  reali  dei  p  parametri  complessi  potrebbero  sostituirsi  invece  dei  2p 
parametri  dati,  ed  inversamente.  Ma  sostituendo  le  dette  componenti  con  parametri 
nuovi  complessi^  nel  modo  più  generale,  non  avremo  fatto  altro  che  introdurre  dei  pa- 
rametri sovrabbondanti.  Quindi,  proseguendo  i  parametri  dati  nel  campo  complesso, 
non  usciremo  fuori  dello  spazio  dato  5    . 

I.  (Teorema  fondamentale).  Un  dato  S  è  sinettico^  se^  sostituendo  i  suoi  2f 
parametri  reali  con  valori  vicini  complessi,  nelle  espressioni  trovate 

appunto  p  parametri  sono  sovrabbondanti. 

Rimovendo  quei  parametri,  si  ha  una  rappresentaT^ione  sinettica  dello  S  ,  od  almeno 
d'una  sua  regione  regolare,  per  mex^o  di  p  parametri  complessi. 

Teoricamente,  il  rimuovere  quei  parametri,  che  fossero  sovrabbondanti,  non  offre 
alcuna  difficoltà  ;  basta  sostituirli  con  funzioni  (scelte  in  modo  proprio)  degli  altri  pa- 
rametri, per  es.  con  valori  costanti. 

Ma  lo  stesso  ragionamento  ci  conduce  subito  ad  un  teorema  più  generale: 

II.  Per  ogni  spazio  S^  passa  uno  spazio  S  sinettico  ben  determinato  *).  Su  di 
questo  s'appoggiano  tutti  gli  spaxj  portati  dallo  S^. 

Per  trovar  lo  S^^,  basta  proseguire  gli  r  parametri  reali  dello  S^  nel  vicino  campo 
complesso,  e  rimuovere  quegli  r  —  p  parametri  complessi,  che  risultassero  eventualmente 
sovrabbondanti.  Si  vede  che  si  ha  sempre 

r  ^  2p  ^  2r,     p  ^  «; 


*)  Cfr.  Segre,  Ice.  cit.,  pag.  440. 


SUGLI  ENTI  ANALITICI.  35 1 


e  si  trovano  anche  subito  i  criteri  per  tutti  i  casi,  a  mezzo  di  determinanti  funzionali 
(Teorema  I).  Si  vede  che,  dovunque  Io  S^  ha  un  punto  regolare  (o  algebrico),  lo  S 
ha  anche  un  punto  r^olare  (o  algebrico). 

Potremmo  già  trarre  parecchie  conseguenze  dal  Teorema  H.  Ma  prima  di  far  ciò, 
ci  pare  opportuno  istituire  alcune  considerazioni  d'un  carattere  differente,  le  quali  ci 
condurranno  a   qualche   generalizzazione    del  Teorema  IL    (Veggansi  i  Teoremi  VII, 

xm). 

Si  prova  subito: 

in.  Vi  sono  due  classi  distinte  di  trasformazioni  puntuali  reali  (e  di  necessità  anor 
litiche)  godenti  della  proprietà  di  permutar  fra  loro  gli  spa^i  sinettici  : 
Le  «  trasformas^oni  sinettiche  » 

e  le  «  trasformazioni  antisinettiche  » 

Nelle  trasformazioni  della  prima  classe  le  variabili  trasformate  Z^  sono  funzioni 
analitiche  aventi  un  campo  comune  di  esistenza,  del  resto  arbitrarie,  colla  sola  restri- 
zione di  essere  indipendenti.  Nel  secondo  caso  i  valori  conjugati 

Z,  =  X,-iY, 

delle  variabili  complesse 

Z,  =  X,-\-iY, 
sono  espressi  nello  stesso  modo. 

È  naturalmente  sottinteso  che  si  parla  solo  di  quegli  spazi  che  entrano,  ed  in 
quanto  entrano,  nel  campo  di  regolarità  di  una  tale  trasformazione  (campo  continuo  ed 
unico,  in  cui  il  determinante  funzionale  della  trasformazione  non  s'annulla). 

In  quanto  sia  possibile  di  eseguire  l'una  dopo  l'altra  due  tali  trasformazioni  della 
prima  specie  (per  es.),  il  prodotto  loro  sarà  una  trasformazione  dello  stesso  tipo.  Ab- 
biamo cosi  un  «gruppo  continuo  infinito»,  e  nell'insieme  delle  due  classi  un  altro 
gruppo  infinito  detto  «  misto  ».  Sarà  opportuno  di  chiamare  questi  due  gruppi  ripro- 
duttivi dell'insieme  degli  spazi  sinettici  «  il  gruppo  sinettico  »  ed  «  il  gruppo  sinettico  am- 
pliato »  *).  Interpretando  le  variabili  x^ ,  3^^  e  X^ ,  Y^  come  coordinate  cartesiane  or- 
togonali nello  spazio  euclideo  S^,^,  vediamo  che  entrambe  le  classi  di  trasformazioni 
sono  conformi  per  le  regioni  regolari  a  due  dimensioni  (in  quanto  entrano  nel  campo 
di  regolarità  della  trasformazione  considerata). 

Continuiamo  ora  le  trasformazioni  definite  nel  campo  complesso,  o  nella  F^^,  ü 
che  può  farsi  senz'altro.  Omettendo  gl'indici,  troviamo  nel  primo  caso  : 


*)  Una  parte  essenziale  delle  proprietà  qui  rilevate  di  questo   gruppo  importante  è  già  stata  svi- 
luppata nella  Memoria  citata  del  Sbgre.  Veggansi  specialmente  i  numeri  18,  26,  27. 
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H=  ^Lf  (Ç  +  M) -F(Ç -.•>,)], 

e  nel  secondo: 

Da  queste  formule  deriva  subito  il  teorema: 

rV.  Rispetto  al  gruppo  sinòttico  ampliato  i  punti  ($,  ifì)  della  varietà  F,^,  cioè  i 
punti  detti  «  complessi  dello  spa:(io  S^^  »^  stanno  in  rela:^ione  invariabile  ed  univoca 
colle  coppie  ben  ordinate  (X  ;  ^c")  di  punti  reali  dello  stesso  spa:(io  : 

i  —  in  =  x'  —  iy'  =  l'j 

Cosi  ogni  punto  complesso  (Ç,  n)  ha  due  immagini  reali 
l'  =  x'-\-  iy',         X'  =  X"  +  if, 

che  sono  scambiate  tra  di  loro^  se  si  passa  dal  punto  ($,  ri)  al  punto  gemello  ($,  r,). 

Naturalmente  i  punti  :^',  ;("  coincidono,  se  il  punto  (S,  tq)  diventa  reale,  e  vice- 
versa. 

Si  domanda  ora  :  quali  sono  le  relazioni  geometriche  fra  i  quattro  punti  (;,  r,), 
(;,  r,),  (x',  v'),  (a",  _y").^  La  risposta  e  evadente: 

V.  Vi  sono  nella  varietà  V^^^  [euclidea]  due  schiere  {gemelle)  di  varietà  [piane  pu- 
rallele]^  entrambe  dipendenti  da  n  parametri  complessi  z!kì  \.i  •  '^  protovarietà  *) 

K'  $4  —  Ì»t=^  =  COSt.  (*=!,...«) 

K'         ^*  +*>'t  =  <l  =  cost.  (*=  I,  ...  «). 

Le  trasforma:iioni  sinetticbe  permutano  fra  loro  le  varietà  di  ciascuna  schiera,  k 
une  nel  modo  analitico  più  generale^  le  altre  nel  modo  gemello  (cioè  nel  modo  complesso- 
conjugato)  : 

Le  trasforma'^ioni  antisiìiettiche  invece  mutano  Vuna  schiera  neW altra: 

Z"  =  FiO, 

2'  =f(^"). 


*)  Nozione  introdotta  dal  Segre,  come  anche  il  termine  «  figure  geipelle  ». 
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Le  due  immagini  :(',  z!'  d'un  punto  complesso  sono,  secondo  l'ordine,  i  Çsolt)  punti 
reali  delle  due  protovarietà  passanti  per  il  punto  complesso,  oppure,  nell'ordine  inverso, 
i  punti  reali  delle  protovarietà  passanti  per  il  punto  gemello. 

S'intende  che  il  gruppo  sinettico  ampliato  è  caratterizzato  anche  da  una  di  queste 
proprietà  IV,  V. 

Dal  punto  di  vista  a  cui  ora  siamo  arrivati,  si  possono  studiare,  fra  altri  luoghi, 
tutte  le  varietà  analitiche  comprese  nella  V^^ .  Introduciamo  per  un  momento  una  va- 
rietà ausiliare  f^^  (la  quale  non  differisce  del  resto  dalla  V^^  se  non  per  la  scelta  delle 
coordinate)  interpretando  i  sistemi  delle  in  variabili  complesse 

^i  >  •  •  •  ^  >        ^1  >  •  •  •  C 
come  punti  della  V\^.   Ad  ogni  V^  corrisponderà   una    V\  e  viceversa.   Quindi  nello 
spazio  Sj^  avremo  due  spazi  sinettici   S'  ,,  S^'#^,  luoghi  dei  punti  reali  :(',  x!%  î  quali, 
se  p'  -}■  P"  1>  ^^  saranno  legati  da 

p'  +  p"-r 

vincoli  analitici,  o  meglio  sinettici  ^(X^  ^")  =^  ^  indipendenti.  Mutando  i  punti  Ti'  nei 
punti  ;(',  che  loro  corrispondono  nella  trasformazione  reale 

^k  —  iYk  =  Xj,  +  iy, 

detta  conjugio  dal  Segre,  otterremo  ancora  due  spazi  sinettici,  S'  ,  e  S"»,: 

VI.  Le  immagini  reali  dei  punti  complessi  ($,  n)  d'una  qualsiasi  V^  sono  i  punti 
X^  e  x!'  ài  due  spa:(i  S\^,  e  S'^^„  sinettici.  Vi  sono  fra  loro  p'  -}-  p"  —  r  legami  anti- 
siNETTici  indipendenti  *). 

Viceversa,  ogni  ente  analitico  costituito  da  tali  coppie  di  punti  rappresenterà  una  V^ 
analitica. 

Cosi,  esprimendo  le  2  n  variabili  :(',  z!'  nel  modo  analitico  più  generale  per  mezzo 
di  r  parametri  complessi  essenziali,  otteniamo  tutte  le  F^,  o  regioni  di  esse. 

Vi  sono  due  famiglie  notevoli  di  V^  immaginarie,  cioè  quelle,  in  cui  l'uno  dei 
punti  z!t  k!'  rimane  fisso,  mentre  l'altro  percorre  un  qualsivoglia  S  sinettico.  Le  chia- 
meremo varietà  caratteristiche,  includendo  in  questo  nome  tutti  i  punti  complessi.  Si 
vede  subito  che  una  varietà  caratteristica  o  sarà  una  protovarietà  (p  =  «),  oppure 
sarà  immersa  in  una  protovarietà  (p  <  n  ;  in  due,  se  p  ^  o).  Sostituendo  il  punto  fisso 
con  un  altro,  si  trova  una  nuova  varietà  caratteristica,  derivata  dalla  prima  per  mezzo 
d'una  traslazione.  Da  ciò  si  deduce  che  tutte  le  varietà,  per  cui  p'  -|-  p"  —  r  =  o, 
p'  >  o,  p"  >  o,  sono  varietà  di  traslaT^ione  0  di  scorrimento,  secondo  il  senso  abituale 
di  queste  parole. 

Se  la  V^  è  reale,  si  può  passare  dalla  coppia  generica  (^\  i")  alla  coppia  inversa 


*)  Questo  asserto  sarebbe  sbagliato,  se  non  si  fossero  inclusi  1  punti  redi  nella  definizione  degli 
enti  sinettici. 

Rtmi,  Circ,  Mattm.  Paltnmo,  t.  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  24  «prile  1906.  45 
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(X%  x!)  per  mezzo  di  continuazione  analitica  reale.  Quindi  si  ha  p'  =  p"  ;  e  dì  più 
gli  S^p,,  S"„  sinettici  devono  coincidere.  Dunque: 

Vn.  Una  qualunque  V^  reale  h  contenuta  in  una  V     sinettica  ben  determinata. 

Tutte  le  varietà  sinòttiche  appoggiate  sulla  V^  s'appoggiano  anche  su  questa  V  . 

Si  vede  che  si  ha  sempre,  anche  qui: 

r  Z.2^  Z.  ir,        p^w. 

Non  sarebbe  difficile  lo  studiare  tutti  i  casi;  nia  noi  vogliamo  restringerci  ai  casi 
più  semplici  ed  interessanti,  vale  a  dire  ai  casi  estremi  2p  =  r  e  p  =  f. 

Se  r  =  2p,  già  la  V^  stessa  è  sinettica.  Ne  deriva  una  conseguenza  importante: 

Vni.  Gli  spa:^  S  sinettici  sono  appunto  quelli,  le  cui  coppie  di  punti  sono  le  im- 
magini reali  dei  loro  punti  complessi. 

Cosi,  prendendo  una  qualsivoglia  coppia  :(',  :("  di  punti  reali  (regolari,  algebrid  o 
generali)  d'un  tale  spazio,  avremo  le  inmiagini  d'un  qualsivoglia  punto  (Ç,  n)  (rego- 
lare, algebrico  o  generale)  della  F^^  sinettica,  che  viene  determinata  dallo  spazio  S   . 

Alla  stessa  conclusione  arriviamo  per  altre  vie. 

È  chiaro  che  ogni  S     equivale  nel  gruppo  sinettico  allo  spàzio  speciale 

V«  =  °'  •  •  •  ^  =  °-  1 

Ma  evidentemente  questo  spazio  contiene  le  immagini  di  tutti  i  suoi  punti  imma- 
ginari. Di  qui  si  deduce  che  il  Teorema  Vili  è  vero  per  quei  punti  immaginari  dello  1 
S  ,  che  sono  regolari  ed  abbastanza  vicini  ai  punti  reali.  Ma  questo  è  sufficiente  per 
dedurne  il  teorema  in  tutta  la  sua  generalità.  Basta  applicare  la  continuazione  analirica. 
Finalmente  si  può  stabilire  il  teorema  mediante  verifica  diretta.  Sia  7^  =  /(/)  una 
rappresentazione  sinettica  dello  S    .  Posto  /  :=  ex  -j-  /  t  ,  avremo  nelle  formule 

la  continuazione  analitica  dello  S  nel  campo  complesso  V^^ .  Esse  equivalgono  a 
Ç  +  i»  =;(  =/(/),  se  i  parametri  <y,  f  divengono  reali.  Lasciandoli  complessi,! 
punti 

saranno  entrambi  situati  sullo  S  ,  se  pure  le  funzioni  f^  esistono  per  tali  argomenti 
(condizione  necessaria  per  l'esistenza  delle  funzioni  $,  n,  i  cui  argomenti  «  -f  t'-r  e 
<7  —  IT  sono  variabili  indipendenti).  Quindi  si  può  scrivere: 

l—ift  =ï'  =  x'—iy', 
l-\.i-n=  ;^"=  x"-\-  iy". 
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Ecco  ora  una  conseguenza  notevole: 

IX.  Tutte  le  varietà  V  sinettiche  sono  unicursali,  cioè,  ciascuna  contiene  un  solo 
tratto  reale  S    ,  privo  di  punti  associati.  (Veggasi  più  sopra). 

Un  po'  più  generale  ancora  è  il  teorema  seguente,  che  deriva  dagli  stessi  principi  : 

X.  Una  qualunque  varietà  portante  una  data  varietà  V  sinettica  non  pub  uscire 
fuori  di  questa,  se  non  i  contenuta  almeno  in  una  V^  sinettica.  Quindi:  Tutti  i 
punti  reali  associati  ad  un  S^  appartengono  allo  spailo  S     sinettico  individuato  dallo  S^. 

Finalmente  osserviamo  (per  p  >  o)  : 

Tutte  le  varietà  V    sinettiche  sono  varietà  di  scorrimento. 

Ciascuna  si  può  generare  in  due  modi  per  mezzo  d'una  traslazione  a  p  para- 
metri complessi,  il  cui  oggetto  è  l'una  o  l'altra  di  due  varietà  caratteristiche  V*  t  IT' 

Inversamente,  ogni  varietà  reale  generata  in  tal  modo  sarà  sinettica  ;  Essa  coincide 
(se  p  >  o)  colla  continuazione  analitica  d'uno  spaTJo  S  sinettico.  Vedremo  ora  come 
queste  osservazioni  si  possano  generalizzare. 

Il  Teorema  Vili  dice  (fra  l'altro)  che  i  punti  complessi  (Ç,  ri)  e  (Ç ,  n)  rappresen- 
tati dalle  formule 

2  S  =  (x-  +  X')  +  tO"  -  f),      2in  =  (x"  -  xO  +  i(/'  +  yi 

2l  =  (x'  +  X")  +  i(y-y'i    21^  =  (x'  -  X")  +  i(/  +  j'") 

stanno  sulla  F  ,  se  i  punti  (x',  j'),  (x",  y'')  dello  S^^  sinettico  son  reali.  Basta  enun- 
ciare il  nostro  risultato  in  tale  forma,  per  vedere  che  l'ultima  restrizione  è  superflua. 
Solamente,  sostituendo  le  variabili  reali  x',  y',  x",  y''  con  valori  complessi  Ç',  y)', 
$",  7ì",  non  otterremo  più  punti  gemelli,  ma  invece  una  coppia  ($j,  »,),  ($,,  »J  ge- 
nerica di  punti  della  F    ,  data  dalle  equazioni  involutorie  : 

Ç.  -  iri,  =  Ç'  —  iV,      5,  +  iv),  =  Ç"+  iV', 

L'interpretazione  è  immediata: 

XI.  Assunti  due  qtuilsivogliano  punti  d'una  varietà  sinettica,  anche  i  due  altri  punti 
di  riscontro  delle  protovarietà  passanti  per  essi  stanno  sulla  varietà  *). 

La  stessa  conseguenza  si  trae  del  resto  dalla  considerazione  della  varietà  speciale 
Ç  =  o,  y)  =0,  ...  $^  =  o,  n^  =  o;  ed  anche  qui  si  trovano  subito  i parametri 
rappresentativi  dei  quattro  punti  considerati.   Basta  sostituire  nelle  formule 

valori  complessi  <t,  t  connessi  dalle  stesse  equazioni: 


•)  Segre,  loc.  cit.,  pag.  455. 
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<y,  —  ir^  ^  q'  —  ìt',      (Xj  -j-  IT,  ==  9"  -j-  $t" 
<T,  —  Ìt^  =  a"  —  ìt",     d^  +  f  T,  =  a'  +  ìt'; 

come  si  verifica  direttamente. 

Mentre  il  Teorema  Vili  caratterizza  gli  spazi  sinettici,  la  proprietà  enundau  nel 
Teorema  XI  definisce  una  famiglia  più  estesa  di  varietà,  le  quali  vogliamo  chiamare 
varietà  di  Segre,  includendo    anche  in  questo  nome  la  V^^  e  tutti  i  punti   complessi 

È  cosa  facile  trovare  tutte  le  varietà  di  Segre.  Sia  ($, ,  >ì,)  un  punto  regolare 
fisso,  (;^,  r,J  un  punto  variabile  di  una  tale  F^.  Si  vede  che  i  punti  ($',  r/)  e  ($",  r/') 
stanno  su  due  varietà  caratteristiche  f^,,  V^nj  intersezioni  della  V^  colle  due  protova- 
rietà F^,  F'J  passanti  per  il  punto  ($j,  >),).  Ma  sulle  F^.,  F/„  i  punti  ($',  t)')  e 
($",  yi")  possono  scegliersi  arbitrariamente,  determinando  così  il  punto  ($^,  tì^).  Quindi 
si  ha  r'  -f-  ^"  =  r.  Le  due  F',,  F",f,  che  anzi  si  possono  prefissare,  dctermin^o  la 
F^j  che  sarà  rappresentata  da  formule  del  tipo 

^  +  ^»  =  9(0,  ^-iyt='^Q). 
Abbiamo  cosi  trovato  di  nuovo  le  varietà  di  scorrimento  già  considerate  di  passaggio. 
Naturalmente  però  i  due  sistemi  di  funzioni  9(5)  e  ^Q)  possono  ridursi  a  sistemi  di 
valori  costanti  :  sarà  opportuno  includere  anche  questi  casi  nel  concetto  delle  «  varietà 
di  scorrimento  »,  chiamandoli  varietà  di  scorrimento  improprie.  Cosi  tutte  U  varietà 
caratteristiche  (e  fra  loro  tutti  i  punti  complessi)  daranno  tutte  le  varietà  di  scorrimento 
improprie. 

XII.  Le  varietà  di  Segre  sono  quelle^  le  cui  immagini  reali  sono  costituite  da  tutte 
le  coppie  ;(',  ;("  di  punti  reali  di  due  spa:(}  sinettici  S\^f  e  S'^^n  : 

<i  =  ^i(}.  '"Kdy     ^'  =  9iO^  •••  V)- 

Nella  varietà  euclidea  F^^  esse  coincidono  colle  varietà  di  scorrimento^  che  sono  gt- 
nerate  in  due  modi  per  mez^o  di  varietà  caratteristiche  *). 

Ora  vediamo  che  il  Teorema  VII,  che  già  era  una  generalizzazione  del  Teore- 
ma II,  può  generalizzarsi  ancora  come  segue: 

XIII.  Una  qualunque  F^  h  contenuta  in  una  varietà  di  Segre  ben  determinata. 
Su  di  questa  s'appoggiano  tutte  le  varietà  di  Segre  appoggiate  sulla  Ff. 

É  chiaro  che  tutta  la  teoria  delle  varietà  sinettiche  può  estendersi  alle  varietà  di 
Segre,  la  cui  dimensione  complessa  non  è  ristretta  ai  numeri  pari.  La  dimensione 
complessa  della  varietà  di  Segre  individuata  da  una  F^  non  può  superare  il  numero 
2r;  si  possono  definire  trasformazioni  complesse  [più  generali  delle  trasformazioni 
(reali)  sinettiche  ed  antisincttiche]  che  permutano  fra  loro  le  varietà  di  Segre;  evia 
discorrendo.  Noi  non  vogliamo  trattenerci  su  queste  generalizzazioni;  ci  basterà  rile- 
vare un'osservazione  evidente: 


*)  Negli  accennati  casi  speciali,  Tuno  degli  scorrimenti  (a  /'  e  /  parametri  complessi)  o  ambedue 

si  riducono  all'identità. 
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XIV.  Le  varietà  reali  di  Segre  sono  le  varietà  sinettiche. 

Ecco  un  complemento  essenziale  del  Teorema  IX  :  Si  potrebbe  pensare  che  la  nostra 
definizione  delle  varietà  sinettiche  fosse  troppo  ristretta;  che  ci  fossero  delle  altre  va- 
rietà reali,  godenti,  nel  campo  complesso,  delle  stesse  proprietà,  tranne  l'esser  dotate 
di  tratti  reali.  Tali  varietà  non  esistono. 

Ritornando  ora  sul  Teorema  VII,  consideriamo  il  secondo  caso  estremo,  suppo- 
nendo p  =  r,  r  ^n  (ed  in  primo  luogo  r  =  «).  Una  V^  reale  od  uno  spazio  S^  od 
un  campo  elementare  C^ ,  ecc.,  per  cui  p  =  r,  li  chiameremo  ordinari  (e  tutti  gli  altri 
straordinari).  Cosi  tutti  gli  S,  e  tutti  gli  S^  non  sinettici  sono  ordinari.  Uno  S^  è  or- 
dinario, se  non  v'è  vincolo  sinettico  F  (tì^j  ...;(„)  =  o  fra  le  coordinate  complesse  dei 
suoi  punti,  ecc.  Lo  spazio  y^  ^  Oy  . , .  y^  =  o^  per  es.,  è  ordinario. 

Rileviamo  da  prima  il  teorema: 

XV.  Se  due  regioni  ordinarie j  parti  di  campi  C„,  C^  ordinari  nello  spazio  S^^, 
sono  riferite  univocamente  l'una  all'altra  per  me:ç(o  di  una  corrispondenza  analitica  ar- 
bitraria ^il  che  può  sempre  farsi  esprimendole  tutt'e  due  mediante  gli  stessi  parame- 
^  ^i  >  •  •  •  ^i)ì  ^^^^^^  sempre  una  sola  trasforma:^ione  sinettica  ed  una  sola  trasformas^ione 
antisinettica,  le  quali  valgono  a  stabilire  la  data  corrisponden^^a  fra  le  due  regioni. 

Questo  è  una  semplice  applicazione  del  Teorema  H.  Nel  primo  caso  basta  sosti- 
tuire le  n  variabili  complesse  ^^  colle  in  variabili  complesse  ;(j^,  :(J^;  nel  secondo  caso 
si  procede  in  un  modo  quasi  identico. 

Confrontando  le  due  asserzioni  del  Teorema  XV,  troviamo: 

XVI.  Ogni  campo  C^  ordinario  determina  in  un  suo  intorno  una  «  riflessione  an- 
tisinettica »,  vale  a  dire,  una  trasformacene  antisinettica  (di  necessità  involutoria)  ripro- 
duttiva di  tutti  i  punti  del  C^ . 

Naturalmente  questa  riflessione  è  collegata  al  C^  in  modo  invariabile  rispetto  ai 
gruppo  sinettico  ampliato.  Per  trovarla,  basta  qui  ancora  sostituire  nelle  formule 

t*  =  x,{p,,  •  •  •  O  +  hkiP^'^  •  •  •  O 
le  variabili  reali  (s^  con  valori  vicini  complessi  e  coi  loro  conjugati 

I  punti 

^'  =  *  (Ô  +  iy(J\     <'  =  *(0  +  »KO 

cosi  trovati  riempiono  nello  5^^  due  regioni  (identiche)  a  2  «  dimensioni,  includenti  il 
C^,  e  si  corrispondono  nella  riflessione  cercata. 

È  chiaro  che  già  nel  gruppo  sinettico  tutte  queste  riflessioni  equivalgono  al  conjugio 

Xk  =  Xuy         Y,  =  —  y^, 

che  è  la  riflessione  determinata  dallo  spazio  ordinario 

3',  =  o,  . . .      yn  =  o. 

Ma  i  teoremi  precedenti  ci  conducono  ad  un  punto  di  vista  più  elevato: 
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XVn.  Una  qualunque  varietà  V^  reale  ed  ordinaria  determina  univocamente  una 
trasformazione  antisinettica  simmetrica.  I  punti  reali  x^ ,  x!*  corrispondentisi  in  questa  tra- 
sformazione sono  le  immagini  dei  punti  complessi  della  V^.  Se  la  V^  ha  tratti  reali  S,, 
S|, ,  . . . ,  contenenti  i  campi  elementari  Q ,  C^ ,  . . .  ,  tutte  le  riflessioni  determinate  da 
questi  sono  contenute  nell'unica  trasformandone  simmetrica  individuata  dalla  V^ . 

La  riflessione  determinata  da  un  qualunque  campo  elementare  dello  spazio  5^  poni 
proseguirsi  analiticamente,  pel  tramite  di  coppie  di  punti  reali.  Questa  continuazione 
analitica  reale  comprende  non  solo  tutte  le  riflessioni,  individuate  (nei  loro  intomi) 
dagli  altri  campi  elementari  dello  stesso  5^ ,  ma  anche  quelle  che  vengano  determinate 
dai  campi  elementari  d'un  qualsivoglia  altro  spazio  S^ ,  non  ostante  il  fatto  che  questi 
spazi  sono  connessi  colla  S^  solamente  pel  tramite  di  punti  immaginari. 

Tutte  queste  proprietà  sono  invariabili  rispetto  al  gruppo  sinetdco  ampliato.  Quindi 
esse  devono  ritrovarsi  nella  teoria  delle  V  generiche.  Arriviamo  cosi,  per  esempio,  ad 
una  generalizzazione  del  Teorema  XV: 

XVIII.  Per  stabilire  una  qualsiasi  trasformazione  puntuale  sinettica  o  antisinettica 
fra  due  S^^,  S'  sinettici,  basta  ricavarne  due  regioni  regolari  di  campi  C  ,  C  ordinari, 
e  farle  corrispondere  analiticamente. 

Segue  il  corollario  che  tutti  i  C   ordinari  equivalgono  al  campo 

y^  =  ^y  '-  yn  =  o,        Vi  =  o,  . . .  X.  =  o. 

Ma  questo  campo  o  spazio  contiene  solamente  dei  campi  e  spazi  ordinari.  Dunque: 

Tutti  gli  spazi  portanti  un  campo  elementare  ordinario,  sono  ordinari. 

Nello  stesso  modo  potremmo  generalizzare  i  Teoremi  XVI,  XVII,  ed  anche  per- 
venire ad  ulteriori  generalizzazioni.  Applichiamo  invece  il  nostro  metodo  a  provare  il 
teorema  di  Levi -Civita. 

Designiamo  con  r^  e  ^  due  funzioni  analitiche  reali  dei  parametri  a^ ,  . . .  <y^  aventi 
un  campo  comune  di  esistenza  \c\.  Continuiamo  queste  funzioni  nel  vicino  campo  com- 
plesso \t\j  e  designiamo  con  u  e  v  \e  funzioni  complesse  risultanti.  Se  z=x(^<^y\-iyi^) 
è  una  regione  ordinaria  riferita  allo  stesso  campo  |<ij,  o  ad  una  parte  \{o\\  di  esso, 
Z  =  xQ)  -\-  iy{t)  sarà  lo  5^^,  o  una  regione  di  esso.  La  funzione  complessa 

tu(t)  =  u{t)  -f-  iv{t) 

si  ridurrà  per  i  punti  della  regione   data    [corrispondenti   al  campo  }{<y|}]  ai  valori 

Dunque  : 

XIX.  Per  determinare  completamente  una  qualsivoglia  funzione  u;  =  a  -|-  tv  delle 
variabili  complesse  ;(, ,  ...  Zm>  deista  conoscere  i  valori  della  funzione  nei  punti  di  una 
qualunque  regione  ordinaria  a  n  dimensioni,  purchl  questa  entri  nel  campo  di  esistenza 
della  funzione  w. 

I  valori  (f  e  if,  a  cui  si  riducono  le  funzioni  reali  u  e  v  nell*  intomo  (tun  punto 
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della  regione  data,  possono  essere  prefissati  come  funzioni  analitiche  arbitrarie  dei  para- 
metri rappresentativi  della  regione. 

Ne  viene  il  corollario  che  tu  ^  o,  se  ç  =z=  o,  ^  =  o. 

Arriviamo  più  brevemente  alla  stessa  conclusione  partendo  dal  Teorema  II,  sosti- 
tuendovi «  e  p  con  n  -{-  ly  r  con  n,  e  :(^_^^  con  w. 

Naturalmente,  Tarbitrarietà  nella  scelta  delle  funzioni  ?  e  4^  deve  prendersi  colle 
debite  precauzioni.  Esse  devono  avere  un  campo  comune  di  esistenza  nella  regione  con- 
siderata. Se  i  valori  della  funzione  u  -{-  iv  sono  conosciuti  in  una  regione  regolare  ge- 
nerica (a  r  dimensioni),  la  funzione  rimane  determinata  completamente  o  in  parte, 
cioè  per  una  regione  d'un  S  sinettico  ben  determinato,  ma  non  fuori  di  questo  spa:^io. 
Se  la  regione  data  non  è  ordinaria,  cioè,  se  la  sua  dimensione  r  supera  il  numero  p,  i 
valori  ridotti  <p  e  4^  non  possono  scegliersi  in  modo  arbitrario. 

Ecco  infine  un  complemento: 

XX.  Se  i  valori  ridotti  <f  -{-  i^^  della  funzione  w  {di  cui  parla  il  teorema  preu- 
dente) sono  reali  (^  ^  o),  la  fun:(ione  deve  assumere  valori  conjugati  u  —  iv  e  u  -{-  iv 
nelle  coppie  di  punti  x!,  x!*>  che  sono  determinate  dalla  regione  assunta, 

(Veggansi  i  Teoremi  XVI  e  XVII). 

Ciò  vale,  naturalmente,  in  quanto  coincidono  i  campi  di  esistenza  della  funzione 
e  delle  dette  coppie,  le  quali  devono  proseguirsi  insieme  (pel  tramite  degli  stessi  punti) 
partendo  dai  punti  della  regione  data  e  dai  valori  assegnati  <p  e  vj'  (  =  o). 

Tali  sono  i  teoremi  generali  che  volevo  sviluppare.  In  una  Nota  complementare  — 
in  parte  storica  —  mi  propongo  di  trattare  di  casi  speciali  e  di  applicazioni  geometriche. 

Firenze,  23  marzo  1906. 

E.   Study. 


SUPER  THEOREMA  DE  CANTOR- BERNSTEIN, 
per  G.   Peano  (Torino). 


AdunanzA  dell'8  «prile  1906. 


G.  Cantor,  in  «  Mathematische  Annalen  »,  anno  1895,  tomo  XL  VI,  pagina  484, 
et  in  «  Rivista  di  Matematica  »,  anno  1895,  tomo  V,  pagina  135,  publica  theorema  se- 
quente  : 

«  Si  X  et  ^^  es  numero  cardinale,  de  x  7  )p  et  x  ^3^,  seque  x  =  )r  ». 

Relationes  7  et  =  inter  numéros  cardinale  es  definito  per  definitìones  nominale  ; 

a^btCìs.o  :NumÄ  =  Numi.  =  .g(iFa)rcp  Df 

«  Si  a  et  i  es  classe,  nos  dice  que  numero  cardinale  de  a  aequa  numero  cardinale 
de  è,  si  existe  functionc  reciproco,  vel  correspondentia  uno-uno,  inter  a  et  b  ti. 
fl,  btCìs.o: 

Numöt  ^  Numi.  =  .gCls'i'^X3(NumÄ  =  Numx)  Df 

«  Et  que  numero  cardinale  de  ^  es  minore  aut  aequale  ad  numero  cardinale  de 
i,  si  existe  aliqyio  classe  x  de  b  tale  que  Numa  =  Numx». 

Tunc  nos  pote  elimina  idea  de  numero  cardinale,  cum  substitudone  de  valore 
definiente  ad  omni  symbolo  definito;  theorema  de  Cantor  sume  forma  noto: 

I.  a,i,ceCls.  CD  ÌDfl.^e(c  Fa)  rcp.  3.3  (i  Fa)  rcp 

«  Si  Ä,  i,  Cj  CS  très  classe,  et  classe  a  contine  classe  i,  que  contine  classe  e,  et  si 
g  es  functionc,  vel  correspondentia,  reciproco  inter  a  et  e,  tunc  existe  correspondentia 
reciproco  inter  a  et  i». 

In  scriptura  de  theorema  praecedente  occurre  signos  e,  Cls,  o,  F,  rcp,  3;  ergo 
theorema  pcrtine  ad  Logica-Mathematica,  si  ita  nos  voca  scienda  que  stude  proprietates 
de  signos  scripto. 

Cantor  non  demonstra  suo  theorema.  Bernstein  publica  demonstradone  in  Borel 
Théorie  des  fonctions,  anno  1898,  pagina  104.  Post  introductìone  pardale  de  symbolos, 
et  aliquo  modificadone,  demonstradone  sume  forma  sequente. 

Si  u  es  classe  in  a,  me  scribe  gu  in  loco  de  g^  u  de  Formulario,  g  u  indica  figura 
respondente  in  reladone  gj  cum  figura  u.  Tunc  nos  pote  considera  serie  de  classes: 

^h    g^,    g"^,    g^^,  .••    ^"w, 
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Me  voca  Zu  summa,  in  senso  logico,  de  illos: 

2.  utCWa.o.Zu=u  [>"tt|n'NJ  Df 

Tunc  campo  a  es  diviso  in  très  parte  : 
a'  =Z(a.i) 

a"'=o[^"Ä|n'NJ,  producto  logico,  vel  parte  commune  ad  classes  deforma  ^"a, 
ubi  n  es  numero  integro  positivo  aut  nullo. 
Campo  b  es  diviso  in  très  parte  : 

g  es  correspondentia  uno-uno  inter  a'  et  V  :  identitate  transforma  a"  in  b"  et  a'"  in  b"\ 
Ergo,  demonstratione  de  Bernstein  sume  forma  : 

3.  Hp  Pi  .  Df  2  .0.  |>,  Z(a-i)]  w  [idem,  a-Z(tìt-*)]e(*Fa)rcp 

«In  hypothesi  de  Propositione  i,  et  introducto  symbolo  Z  per  definitione  2, cor- 
respondentia que  coincide  cum  g  in  campo  Z  (a-i),  et  cum  identitate  in  campo  residuo 
de  Ä,  es  correspondentia  reciproco  inter  a  et  ^  ». 

Demonstratione  identico  ad  praecedente  occurre  et  in  Ernst  Schröder,  Ueber  xj^ti 
Definitionen  der  Endlichkeit  und  G.  Ck^toyC sehe  Sät^e  (Nova  Acta  Academiae  Caesareae 
Leopoldino-Carolinae  Germanicae  Naturae  Curiosorum,  tomo  LXXI,  n.  6,  p.  336-340), 
publicato  in  idem  anno  1898,  praesenuto  ad  Academia  in  data  21.  V.  1896,  et  scripto 
in  Januario  1896.  Schröder  in  definitione  de  Z,  introduce  serie  de  numéros  N^^  et 
«  limite  ». 

Nunc,  meo  seniore  Poincaré,  in  interessante  articulo  Les  Mathématiques  et  la 
Logique  publicato  in  «  Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale  »,  Janvier,  anno  1906, 
pag.  27-29,  post  reproductione  de  demonstratione  praecedente,  nota  que  demonstratione 
contine  idea  de  numero,  et  symbolo  N^ ,  objecto  de  Arithmetica,  dum  theorema  i  per- 
due ad  Logica;  et  propone  problema,  si  nos  pote  elimina  signo  N^. 

Es  noto  que  omni  symbolo  x,  que  habe  definitione  nominale,  vel  definitione  de 
forma 

X  =  «  expressione  composito  per  signos  praecedente  » 

pote  es  eliminato  in  omni  propositione;  suffice  de  scribe,  in  loco  de  x,  secundo  mem- 
bro de  definitione  (vide  Formul.,  t.  V,  pagina  14). 

Sed,  si  signo  es  introducto  per  postulatos,  vel  es  «  definito  per  postulatos  »  tunc 
suo  eliminatione  es  dubio,  et  non  semper  es  possibile. 

In  vero,  omni  symbolo  de  Formulario  es  definito  per  definitione  nominale,  aut  per 
postulatos;  et  si  nos  suppone  licito  eliminatione  de  illos,  nos  perveni  ad  absurdo,  que 
es  possibile  de  exprime  toto  scientia  Mathematica,  sine  vocabulos  et  sine  symbolos. 

Symbolo  N^,  es  introducto  in  Formulario,  per  5  postulatos;  uno  de  illos  es  ré- 
gula de  «  inductione  ».  Ergo,  a  priori,  eliminatione  de  symbolo  N^,  es  dubio.  Sed,  in 
casu  particulare,  proposito  per  Poincaré,  eliminatione  es  possibile. 

Rtmd.  Cire,  hUitm.  ai  FâUrm;  tomo  XXI  (1906). —  Sum pato  il  17  maggio  1906.  46 
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Nam,  nos  pote  defini  Zu,  ut  seque: 

4.  uzOs'  a.o.Zu  =  nCìs/^vt(gvov.uov)  Df 

«  Si  u  es  classe  de  a,  Z  a  indica  parte  commune  ad  classes  v  tale  que  functione 
g  transforma  v  in  parte  de  t;,  et  que  contine  u  ». 
Demonstratione  de  Prop,  i  fi: 

5.  Hp  P  I .  Df  4 .  D.  [f ,  Z  (tf-fr)]  vw/  [idem,  j-Z  (o-i)]  £  (i  F  a)  rcp. 

Symbolo  N^  non  figura  in  praesente  demonstratione;  régula  de  «inductione» 
non  es  postulato,  sed  es  scripto  in  definitone  4  de  Zw, 

Demonstratione  5  es  identico  ad  demonstratione  3.  Ventate  de  diesi  es  intuirivo. 

Sed  nos  pote  decompone  affirmatione  de  thesi  in  aflSrmationes  elementare,  et  nos 
determina  omni  régula  de  Logica,  applicato  in  modo  implicito  in  demonstratione  prae^ 
cedente. 

Signo  o,  de  producto  logico,  es  definito,  in  Formulario,  per  definitione  nomi- 
nale; ergo  potè  es  eliminato.  Prop.  4,  vel  definitione  de  Z,  fi: 

6.  Za  =  X3[vzCìs.gvov.uov.o^.xtv] 

a  Z  u  es  systema  de  omni  elemento  x,  tale  que  si  v  es  classe,  transformato  per 
operatione  g  in  parte  de  se  ipso,  et  continente  w,  semper  x  es  elemento  de  v». 

Regula  de  simplificatione  et  syilogismo  da  propositione  sequente:  i 

7.  VtCÌS.gVDV.UOV.XtU,D.XtV. 

Nos  exporta  xtu: 

8.  xtu.  DIVI  Cls  .gvov.uov.o^.xzv. 
Et  per  Prop.  6: 

9.  xtu  .D,xtZu 
Nos  opera  per  X3: 

10.  uoZu 
«  Omni  u  pertine  ad  classe  Z«  ». 

De  Prop.  6  seque,  post  transformatione  de  a  =^  b  in  aob.boa^ 

11.  xzZu  ,vt  Cls  .^x;Dx;.MDx;.D.xet; 
Existe  régula  de  logica  : 

12.  V,  wtC\s,gv':ìw .xtv,o.gxtw 
De  Prop.  II  et  12  seque  : 

13.  xtZu.vtCìs  ,gvov,uov  ,o.gxtv 
Nos  exporta  xzZu\  de  definitione  G  At  Zu  seque: 

14.  xeZtt.D.^xeZtt 
Nos  elimina  litera  apparente  x  : 

15.  gZuoZu 
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«  Classe  Zu  es  transformato  in  parte  de  se,  per  operatione  g  ». 

De  Prop.  IO  et  15  seque: 

16.  u  K^ gZuo  Zu. 

De  Prop.  6,  cum  transformatione  analogo  ad  ilio  de  Prop,  ii,  seque: 

17.  vtCls.gvov.uDV,o^.Zuov. 

In  loco  de  v  me  pone  u\^gZu;  et  nota  que,  per  Prop.  i6, 

g(uK^gZü)DgZuouK^gZu^    et  que    uou^^gZu. 
Ergo  hypothesi  es  satisfacto,  et  nos  affirma  thesi  : 

18.  ZuouK^gZu. 
De  Prop.  16  et  18  resulta: 

19.  Zu  =  u>^gZu. 

Si  in  Prop.  17,  in  loco  de  v  me  scribe  a^  me  deduce: 

20.  Zuo  a. 

De  Prop.  20,  et  de  noto  identitate  de  logica,  me  conclude: 

21 .  a  =  Z  {a^V)  ^^  o-Z  (a-i). 
De  Prop.  19,  seque: 

22.  a  =  /ï-i  "-^gZ  {a^V)  K^b-^Z  (o-i). 

Si  nos  multiplica  per  ^,  id  es,  nos  opera  per  ^^h^  nos  habe: 

23.  *  =  ^  Z  (^*)  s^b-gZ  {a^b). 
Ntmc  existe  prindpio  de  Logica: 

24.  ^e(cFÄ)rcp.tteCls'a.D.(g^,  tt)e(^ttFtt)rcp 

«  Si  ^  es  correspondentia  reciproco  inter  ä  et  (:,  ilio  es  etiam  correspondentìa  re- 
ciproco inter  classe  «,  parte  de  a,  et  suo  imagine  gur>. 
De  Prop.  24  seque: 

25.  [g,  Z(a.i)]e[^Z(a.*)FZ(^.*)]rcp 

«  Functio  ^,  in  campo  Z  (fl-i),  es  correspondentia  reciproco  inter  ce  campo,  et 
suo  imagine  ^Z(a-i)». 

Existe  alio  principio  de  Logica: 

26.  ueCls.D.  (idem,  ti)e(i*Ftt)rcp 

«  Si  tt  es  classe,  tunc  correspondentia  idem,  que  ad  omni   objecto  fac  correspon- 
de se  ipso,  es  reciproco  ». 
Ergo,  in  nostro  casu: 

27.  [idem,  fl-Z  (a-i)]  e  \[a^Z  {a-b)]  F  [a-Z  (tf-*)]}  rcp. 
Nos  applica  novo  principiò  de  Logica: 

28.  ûy  i,  e,  dtOs  ,gt{cV d)Tcp  .ht(jì^b')rcc  .a^^b  =1 1\. 

cd  =  /\.o.  (gj  c)s^(hj  b)t[(cK^d)F(as^b)]rcp 
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«  Si  Ä,  bj  c,  d  es  classe,  g  es  correspondentia  reciproco  inter  a  et  Cj  h  es  corre^ 
spondenda  reciproco  inter  i  et  rf,  classes  a  et  b  habe  nullo  elemento  commune,  et 
idem  es  pro  classes  c  et  d,  tune  correspondentia  que  coincide  cum  g  in  campo  û,  et 
cum  h  in  campo  i,  es  correspondentia  inter  classes  flwi  et  Cs-/d  reciproco. 

De  Prop.  25,  27,  28,  et  de  21,  23,  seque: 

29.  [?>  Z  (fl-i)]  v-^  [idem,  a-Z  (o-i)]  e  (i  F  a)  rcp, 

que  es  thesi  de  theorema  5. 

Ita  demonstratione  de  Bernstein,  facto  per  intuitione,  es  reducto  ad  operatioDes 
elementare  de  Logica,  in  numero  finito. 

De  formulas  scripto,  me  deduce  novo  consequentia,  que  habe  aliquo  interesse. 

Me  adde  hypothesi 

30.  3  a-b 

non  necessario  pro  veritate  de  theorema,  sed  pro  suo  importanza.    Me  suppone  noto 
Logica,  et  non  Arithmetica.  Tunc  signos  o,  N^,  -f-  non  habe  sensu. 
Ergo,  me  voca  o  aliquo  elemento  in  classe  o-i: 

31.  ot  a-b. 

Me  pone 

32.  N^  =  Z(io) 

id  es  Nj,  es  classe  Z  respondente  ad  classe  composito  per  solo  elemento  o.  Et  me  pone 

33-  x  +  =  gx, 

et  me  lege  o,  N^  -}~  "^  ^^  Arithmetica. 

Tunc,  de  Prop,   i-o  seque  iodN^,  vel 

L  oeN^        «zero  es  numero». 

De  Prop.  15  seque: 

n.  xeN^.D.x  +  eN^ 

«  Si  X  es  numero,  et  suo  successivo  x  -}-  ^  numero  ». 
De  Prop.  17  : 

in.  stCìs.ots  :  xts  .0^.  X  -{-  ts  lo.ìi^os 

«  Si  s  es  classe,  que  contine  numero  o,  et  si  omni  successivo  x  -|-  de  aliquo  in- 
dividuo X  in  classe  5  es  j,  tunc  omni  numero  es  j  ».  Es  «principio  de  inductione». 
De  dcfinitione  de  functio  reciproco  seque: 

rV.  Xy  ytì^^.x  -^  =zy  -\-  ,o.x  =y 

«  Duo  numero,  que  habe  successivos  acquale  es  aequale  ». 

Et  de  Prop.  31  : 

V.  xeN^.D.  X  +  -  =:  o 

«  o  seque  nullo  numero  ». 
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Id  es,  nos  deduce  theoremas,  identico  ad  postulatos  de  Arithmetìca.  Ergo,  pro 
symbolos  de  Aritmetica  o  N^  -f- ,  subsiste  interpretatione  que  satisfac  ad  systema  de 
postulatos.  Ita  es  probato  (si  proba  es  necessario),  que  postulatos  de  Arithmetica,  que 
collaboratores  de  Formulario  demonstra  necessario  et  suflSciente,  non  involve  in  se 
contradictione. 

Alio  exemplo  de  entes,  que  satisfac  ad  systema  de  postulatos,  es  dato  per  Burali- 
FoRTi  et  per  Russell.  Sed  proba  que  systema  de  postulatos  de  Arithmetica,  aut  de 
Geometria,  non  involve  contradictione,  non  es,  me  puta,  necessario.  Nam  nos  non 
crea  pustulatos  ad  arbitrio,  sed  nos  sume  ut  postulatos  propositiones  simplicissimo, 
scripto  in  modo  explicito  aut  implicito,  in  omni  tractatu  de  Arithmetica,  aut  de  Geo- 
metria. Nostro  analysi  de  principios  de  ce  scientias  es  reductione  de  aflSrmationes  com- 
mune ad  numero  minimo,  necessario  et  sufficiente.  Systema  de  postulatos  de  Arithme- 
tìca et  de  Geometria  es  satisfacto  per  ideas  que  de  numero  et  de  puncto  habe  omni 
scriptore  de  Arithmetica  et  de  Geometria.  Nos  cogita  numero,  ergo  numero  es. 

Proba  de  coexistentia  de  systema  de  postulatos  potè  es  utile,  si  postulatos  es  hy- 
pothetico,  et  non  respondentes  ad  factu  reale. 

Articulo  de  Poincaré  responde  ad  serie  de  scriptos,  in  idem  Revue,  coUecto  nunc 
in  volumen  :  L.  Couturat,  Les  principes  des  Mathématiques  (Paris,  Alcan,  a.  1905), 
pag.  vni-311,  ubi  relationes  inter  Logica  et  Mathematica  es  tractato  in  modo  diflfuso 
et  profundo. 


NOTA. 


Praesente  articulo  es  scripto  in  «  Latino  sine  flexione  »,  id  es  per  solo  thema  latino,  sine  gram- 
matica. Suffice  vocabulario  latino,  pro  omni  difficultate.  Nos  evita,  in  generale,  usu  de  vocabulario, 
per  adoptione  de  parte  de  vocabulario  btino,  vivente  in  Unguas  moderno. 

Per  exemplo,  me  analyza  primo  periodo: 

«C,  in  M.A.,  anno  1895,  tomo  XLVI,  pagina  484,  et  in  R.M.,  anno  1895,  tomo  V,  pagina  135, 
publica  theorema  sequente». 

in  L.  (lege  «vocabulo  latino»),  o  (genera)  I.  (Italo)  in,  F.  (Franco)  en,  H.  (Hispano)  en. 

o  L.  in-ductione  A.D.F.H.I.R  (vocabulo  latino,  existente  cum  variatione  de  orthographia,  in  Anglo, 
Deutsch  vel  Germano  moderno.  Franco,  Hispano,  Italo  et  Russo). 

D  L.  in-stituto  A.D.F.H.I.R. 
et  plure  alio  vocabulo  internationale. 

c  (deriva  de)  E.  (Europaeo  antiquo,  ramo  de  Indo-Europaeo,  secundo  vocabulario  de  Fick)  eni. 

E.  eni  0  G  (Gracco)  eni,  en,  en-cyclopaedia  G.L.A.D.F.H.I.R.,  en-ergia  G.L.A.D.F.H.I.R.,  etc. 

E.  eni  D  A.  in,  D.  in,  R.  v',  v-nu-tri  =  L.  inter. 

L.  anno  F.H.I.  d  L.  ann-ale  A.D.F.HJ. 

G.L.  tomo  A.D.F.H.I.R. 

L  pagina  A.F.H.I. 

L,  et  o  F.  et,  H.  y,  I.  e  ed. 

o  L.  et-cetera  A.F.HJ. 
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c  E.  ed  D  G.  eti,  S.  (sanscrito)  atì,  Gotico  id.  Elemento  de  D.  oder  (vide  Klugb,  Etymologisches 
VòrUrbuch). 

L.  pttblica  0  A.  publish,  F.  publie,  H.  publica,  I.  publica,  pubblica,  R.  publico-vati  ;  L.  publica- 
tione  A.D.F.H.I.R. 

G.L.  theorema  A.D.F.H.I.R. 

L.  sequetUe  A.F.H.I.  d  L.  con-sequent-ia  A.D.F.H.I. 

Ergo,  de  8  vocabulo  considerato,  8  es  L.  (per  defìnitione  de  «  latino  sine  flezione  »),  8  es  A^ 
8  es  F.,  8  es  H^  8  es  I.,  7  es  D,  4  es  R.,  4  es  G.,  et  occurre  in  vocabulario  commune,  aut  etymo- 
logico,  de  idiomas  considerato. 

Torino,  31  martio  1906. 

G.   Peano. 


RAPPORT  SUR  LE  PRIX  BOLYAI, 

Présenté  par  M.  6u8tave  Rado8  À  l'Académie  Hongroise  des  Sciences. 

[D'après  le  texte  fmnçM  publié  pfir  le  Bulletin  des  Sciences  M^thime^i^nes, 
2«  sèrie,  t.  XXX  (1906),  Première  Partie,  pp.  io)-ia8J. 


Très  haute  Académie, 

A  roccasîon  du  centième  anniversaire  de  la  naissance  de  Jean  Bolyai,  l'Académie, 
voulant  contribuer  en  ce  qui  la  concerne  à  perpétuer  le  souvenir  de  ce  savant  glorieux, 
ainsi  que  celui  du  profond  penseur  que  fut  Parkas  Bolyai,  son  père  et  son  maître, 
avait  décidé  de  fonder  un  prix  international  qui  devait  porter  le  nom  de  Prix  Bolyai 
de  V Académie  Hongroise  des  Sciences.  Le  prix,  qui  consistait  en  une  médaille  commé- 
morative dont  l'avers  devait  représenter  la  vue  de  Budapest  et  dont  le  revers  devait 
porter  la  devise  de  l'Académie,  et  en  une  somme  de  loooo  couronnes,  devait  être 
décerné  pour  la  première  fois  en  1905,  puis  de  5  en  5  ans,  à  l'auteur  du  meilleur 
Ouvrage  de  Mathématiques  paru  au  cours  des  5  années  précédentes,  sans  qu'il  y  eût 
lieu  de  s'arrêter  à  la  langue  dans  laquelle  il  aurait  été  écrit  ou  à  la  forme  sous  la- 
quelle il  aurait  été  publié,  mais  en  prenant  en  considération  l'Œuvre  entière  de  l'auteur. 

La  troisième  Section  de  l'Académie,  la  Section  des  Sciences,  était  chargée  de  con- 
stituer, dans  la  séance  du  mois  de  mars  de  l'année  où  le  prix  devait  être  décerné,  une 
Commission  composée  de  deux  membres  internes  de  l'Académie  et  de  deux  membres 
étrangers,  qui  aurait  pour  mission  de  désigner  l'Ouvrage  le  plus  digne  du  prix.  Ce 
Comité  devait  se  réunir  à  Budapest  dans  la  première  quinzaine  d'octobre,  et  nommer 
dans  son  sein  un  président  et  un  rapporteur.  En  cas  de  partage,  la  voix  du  président 
devait  être  prépondérante. 

D'après  le  règlement  du  Prix,  l'Académie  avait  confié  le  soin  de  le  décerner  pour 
la  première  fois  à  une  Commission  composée  de  deux  membres  internes:  M.  Jules 
König,  Secrétaire  de  la  Classe  des  Sciences  ;  M.  Gustave  Rados,  membre  de  la  même 
Classe,  et  deux  membres  étrangers,  M.  Gaston  Darboux,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  l'Institut  de  France,  et  M.  Félix  Klein,  Membre  de  la  Société 
Royale  des  Sciences  de  Götdngue.  La  Commission  s'est  réunie  le  11  et  le  12  oaobre 
à  Budapest,  et  elle  a  désigné  comme  président  M.  Gaston  Darboux,  comme  rapporteur 
M.  FÉux  Klein.  Voici  quelle  est  la  conclusion  du  Procès- Verbal  de  ses  travaux: 
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«  Les  points  de  vue  nouveaux  qui  dominent  dans  la  recherche  mathématique  mo- 
derne ont  provoqué,  au  cours  des  cinq  dernières  années,  dans  tous  les  pays,  un  nom- 
bre considérable  de  travaux,  dont  la  Commission  se  plait  à  reconnaître  la  haute  valeur, 
mais  qui  rendait  sa  tâche  extrêmement  difficile.  Elle  a  la  conviction  de  répondre  le 
mieux  aux  intentions  de  l'Académie  en  s'attachant  à  distinguer  les  Œuvres  qui  ont 
exercé  Tinâuence  la  plus  considérable  sur  le  développement  général  des  Sciences  ma- 
thématiques. C*est  en  se  conformant  à  ce  principe  que  la  Commission  a  retenu,  pour 
les  prendre  en  considération  particulière,  les  Œuvres  mathématiques  de  deux  chercheurs 
dont  les  noms  sont  universellement  connus,  M.  DAvro  Hujbert  et  M.  Henri  Poincaré. 

«  En  envisageant,  conformément  au  Statut,  TŒuvre  complète  de  ces  deux  géo- 
mètres, la  Commission  décerne  le  prix  à 

M.  HENRI  POINCARÉ, 

dont  les  recherches  mathématiques,  commencées  déjà  en  1879,  ont  parcouru  le  cercle 
entier  des  Mathématiques  modernes  en  apportant  partout  des  points  de  vue  nouveaux 
et  féconds.  Mais,  contrairement  à  l'usage  généralement  accepté,  la  Commission  a  tenu 
à  donner  à  M.  David  Hilbert  une  marque  spéciale  de  haute  estime  en  chargeant  le 
rapporteur  de  donner  une  analyse  complète  de  ses  travaux,  dont  les  idées  directrices, 
développées  dans  une  voie  toute  diflférente  de  celle  de  M.  H.  Poincaré,  sont  destinées 
aussi  à  jouer  un  rôle  de  plus  en  plus  essentiel  ». 

Budapest,  13  octobre  1905. 

G.  Darboux,  Président; 
F.  Klein,  Rapporteur; 
Jules  König; 
Gustave  Rados. 

Conformément  i  cette  décision,  M.  Félix  Klein,   en    sa   qualité    de    rapporteur, 
avait  à  faire  connaître  et  à  analyser  les  Œuvres  de  MM.  Henri  Poincaré   et  David 
Hilbert,  en  metunt  plus  particulièrement  en  évidence  l'action  qu'elles  ont  exercée  sur 
le  développement  des  nouvelles  idées  et  des  nouvelles  méthodes  mathématiques.  Mal- 
heureusement, M.  FEUX  Klein,  par  suite  d'un  état  de  santé  qui  demande   des  ména- 
gements, a  décidé  de  résigner  ses  fonctions  de  rapporteur  ;  et  ainsi  la  Commission,  et 
je  puis  ajouter  le  public  mathématicien  tout  entier,  a  dû  renoncer  avec  le  plus  vif  r^et 
au  rapport  attendu.  Entre  ses  mains  il  serait  devenu  la  contribution  la  plus   précieuse 
et  la  plus  significative  à  l'histoire  du   développement   des   Mathématiques   au  cours  de 
ces  dernières  années.  Pour  y  suppléer  en    quelque   manière,  la  Commission   du   Prix 
BoLYAi  m'a  fait  l'honneur  immérité    de    me    désigner  à  la  place  de  M.  Klein.  Étant 
donné  le  temps  bien  court  qui  m'était  laissé   pour   l'étude   des   riches    matériaux  que 
j'avais  à  mettre  en  œuvre,  et  aussi  l'extrême  difficulté  de  la  tâche  qui  m'était  confiée, 
je  crains  de  m'en  ctre  acquitté  d'une  manière  très  imparfaite.  Pour  me  conformer  aux 
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indications  données,  j*ai  dû,  dès  le  début,  me  borner  à  retenir,  parmi  le  grand  nombre 
de  travaux  à  considérer,  uniquement  ceux  qui  avaient  été  reconnus,  dans  les  discussions 
de  la  Commission,  comme  étant  particulièrement  fondamentaux. 

Henri  Poincaré  est  incontestablement  le  premier  et  le  plus  puissant  chercheur 
du  temps  présent  dans  le  domaine  des  Mathématiques  et  de  la  Physique  mathématique. 
Son  individualité  fortement  accusée  nous  permet  de  reconnaître  en  lui  un  savant  doué 
d'intuition,  qui  sait  puiser  à  la  source  intarissable  des  intuitions  géométriques  et  mé- 
caniques les  éléments  et  le  point  de  dépan  de  ses  profondes  et  pénétrantes  recherches, 
en  apportant  d'ailleurs  la  rigueur  logique  la  plus  admirable  dans  la  mise  en  œuvre  de 
chacune  de  ses  conceptions.  A  côté  des  dons  éclatants  de  l'invention,  il  faut  reconnaître 
en  lui  une  aptitude  à  la  généralisation  la  plus  fine  et  la  plus  féconde  des  relations 
mathématiques,  qui  lui  a  souvent  permis  de  reculer,  bien  au  delà  du  point  où  elles 
étaient  arrêtées  avant  lui,  les  limites  de  nos  connaissances  dans  les  diflférentes  branches 
des  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

C'est  ce  que  montrent  déjà  ses  premiers  travaux  sur  les  fonctions  automorphes, 
par  lesquels  il  a  ouvert  la  série  de  ces  brillantes  publications  qui  doivent  être  rangées 
au  nombre  des  plus  belles  découvertes  de  tous  les  temps. 

En  cherchant  à  obtenir,  pour  les  solutions  des  équations  différentielles,  des  déve- 
loppements uniformes  et  toujours  convergents,  il  s'adressa  en  premier  lieu  à  la  classe 
la  plus  simple  de  toutes  celles  qui  avaient  été  étudiées  jusque-là,  aux  équations  linéaires 
à  coeflScients  rationnels  ou  algébriques.  Il  fut  ainsi  conduit  à  de  nouvelles  transcen- 
dantes qui  peuvent  être  regardées  comme  une  généralisation  très  étendue  des  fonctions 
elliptiques  et  des  fonctions  modulaires,  et  qui  jouent  dans  la  solution  des  équations 
différentielles  linéaires  le  même  rôle  que  les  fonctions  elliptiques  ou  abéliennes  pour 
les  intégrales  des  différentielles  algébriques.  Ces  nouvelles  fonctions  transcendantes  sont 
caraaérisées  par  cette  propriété  qu'elles  demeurent  invariantes  quand  on  soumet  la  va- 
riable dont  elles  dépendent  à  toutes  les  substitutions  linéaires  faisant  partie  d'un  même 

groupe  discontinu.  Si  dans  ces  substitutions  I  :(,     ^  J^  ,  j,  de  déterminant  ad — ic=i, 

tous  les  coefficients  sont  des  nombres  réels,  elles  laissent  fixe  l'axe  de  la  variable  réelle. 
En  composant  les  substitutions  de  ce  genre  avec  une  autre  dont  le  déterminant  est 
toujours  égal  à  i,  mais  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  complexes  quelconques, 
on  obtient  des  substitutions  résultantes  qui  laissent  invariant  un  cercle  désigné  par 
M.  Poincaré  sous  le  nom  de  cercle  fondamental.  Les  groupes  ainsi  caraaérisés  sont 
ceux  que  M.  Poincaré  nomme  groupes  fuchsiens,  tandis  qu'il  réserve  le  nom  dégroupes 
kleinéens  aux  groupes  discontinus  les  plus  généraux  formés  de  substitutions  linéaires. 
En  employant  avec  une  extrême  pénétration  des  notions  métriques  empruntées  à  la 
Géométrie  non  euclidienne,  M.  Poincaré  parvient  d'une  manière  intuitive  à  la  déter- 
mination et  à  la  description  de  tous  les  groupes  ainsi  définis.  Chacun  d'eux  donne 
naissance  à  une  division  régulière  du  plan  ou  de  l'espace;  et  le  problème  de  la  re- 
cherche de  tous  les  groupes  fuchsiens  et   kleinéens  se   ramène  à  la   détermination  de 
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toutes  les  divisions  régulières  du  plan  ou  de  Tespace.  Après  avoir  introduit  ce  quï 
appelle  des  cycles,  M.  Poincaré  a  pu  distribuer  tous  les  domaines  fondamentaux  rektifis 
aux  groupes  fuchsien^  en  sept  familles  différentes,  et  aussi  déterminer  eflfectivement, 
pour  chacune  des  divisions  régulières  obtenues,  les  groupes  correspondants.  Il  s'agissait 
maintenant  de  donner  la  solution  du  problème  important,  qui  consiste  i  déterminer 
toutes  les  fonctions  demeurant  invariables,  quand  on  soumet  la  variable  dont  elles  dé- 
pendent à  toutes  les  substitutions  d'un  groupe  fuchsien.  C'est  ce  que  M.  Poincaré 
appelle  les  fonctions  fuchsiennes.  Pour  les  trouver,  il  se  laisse  encore  guider  par  l'ana- 
logie avec  les  fonctions  elliptiques.  On  sait  que  les  fonctions  thêta  elliptiques  ne  sont 
pas  doublement  périodiques,  mais  qu'elles  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur 
exponentiel,  quand  l'argument  s'augmente  d'une  période;  M.  Poincaré  construit  des 
séries  dont  la  forme  permet  de  reconnaitre  avec  évidence  l'effet  des  substitutions  du 
groupe  et  qui  se  comportent  d'une  manière  semblable  aux  fonctions  thêta  elliptiques. 
Elles  sont  de  la  forme 


efc  Hi^]  =  Ziï(^^)(c,^  +  rf,r-, 


m>  I, 


où  la  sonune  est  étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  et  où  ff  est  le  signe 
qui  désigne  une  fonction  rationnelle,  d'ailleurs  quelconque.  Les  fonctions  analytk}ues 
définies  par  ces  séries  sont  celles  que  M.  Poincaré  appelle  thétafuchsiennes.  Elles  sa- 
tisfont à  l'équation  fonctionnelle 

la  substitution  1 7^         "["    *  I  étant  une  quelconque  de  celles  du  groupe  fuchsien  con- 

sidéré.  Comme  le  montre  M.  Poincaré  par  une  fine  analyse,  il  y  a  deux  espèces  dif- 
férentes de  fonctions  thcta  fuchsiennes.  Pour  la  première  espèce,  le  cercle  fondamental 
est  une  limite  fjaturelie  et  la  fonction  existe  seulement  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Pour 
la  seconde  espèce,  les  fonctions  ont  seulement  des  points  isolés  sur  le  cercle  fonda- 
mental, et  elles  peuvent  être  prolongées  analytiquement  au  delà  de  ce  cercle,  dans  toute 
l'étendue  du  plan. 

En  suivant  la  même  marche  que  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  prenant 
le  quotient  de  deux  fonctions  thêta  fuchsiennes  de  même  degré  m,  M.  Poincaré  obtient 
des  fonctions  qui  demeurent  inaltérées  par  toutes  les  substitutions  du  groupe  fuchsien 
considéré.  Ce  sont  les  fonctions  fuchsiennes,  qui  jouissent  de  propriétés  analogues  à 
celles  des  fonctions  elliptiques.  Le  nombre  des  zéros  et  celui  des  infinis  situés  à  Tinté- 
rieur  d'un  polygone  fondamental  sont  toujours  les  mêmes  pour  chaque  fonction.  Deux 
fonctions  fuchsiennes  d'un  même  groupe  sont  toujours  liées  par  une  équation  algébrique 
dont  le  genre  coïncide  avec  le  genre  géométriquement  défini  du  groupe.  Le  point  d'at- 
tache ainsi  obtenu  avec  la  théorie  des  fonctions  algébriques  n'a  pas  été  négligé  par 
M.  Poincaré,  il  lui  a  permis  de  donner  la  démonstration  de  ce  théorème  important 
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que  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  algébrique  définie  d'une  manière  quel- 
conque peuvent  toujours  être  exprimées  par  des  fonctions  uniformes  d'un  paramètre. 
Les  fonctions  fuchsiennes  se  sont  aussi  révélées  comme  un  instrument  puissant  de  re- 
cherche dans  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  et  les  études  de  M.  PoiNCARè  sur  la 
réduction  de  ces  intégrales  à  d'autres  d'un  genre  moindre  doivent  être  rangées  au 
nombre  de  celles  qui  pénètrent  le  plus  profondément  au  cœur  de  cette  difficile  question. 

Par  l'introduction  des  fonctions  appelées  T^étafuchsiennes,  qui  sont  définies  comme 
quotients  d'une  série  à  termes  rationnels  et  d'une  série  0,  il  a  été  enfin  donné  à 
M.  Poincaré  de  démontrer  que  les  solutions  des  équations  différentielles  linéaires  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  algébriques  de  la  variable  indépendante  peuvent  être 
exprimées  à  l'aide  de  ces  nouvelles  transcendantes.  Il  a  obtenu  ce  résultat  capital  en 
suivant  une  marche  analogue  à  celle  qui  donne  les  intégrales  de  différentielles  algébri- 
ques exprimées  par  des  fonctions  thêta  abéliennes. 

C'est  ainsi  que  M.  PoiNCARè  a  ouvert  un  champ  étendu  pour  l'étude  des  fonctions 
automorphes  et  de  leurs  applications,  et  qu'en  mettant  en  évidence  les  rapports  de 
cette  théorie  avec  celle  des  équations  différentielles  linéaires,  ü  a  doté  cette  ancienne 
discipline  de  méthodes  nouvelles  et  fécondes. 

Parmi  ses  travaux  ultérieurs  sur  la  théorie  des  fonctions,  il  y  a  lieu  de  mettre 
à  part  le  Mémoire  Sur  un  théorème  de  la  théorie  générale  des  fonctions,  qui  a  été  publié 
en  1883  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  L'auteur  s'y  proposait 
de  ramener  d'une  manière  générale  la  théorie  des  fonctions  analytiques  à  détermina- 
tions multiples  à  celle  des  fonctions  uniformes.  Et,  en  fait,  il  est  parvenu  au  théorème 
fondamental  suivant,  qui  est  d'une  grande  généralité  : 

Si  y  est  une  fonction  analytique  quelconque  de  x  à  déterminations  multiples,  on  peut 
toujours  déterminer  une  variable  7i  de  telle  manilre  que  x  et  y  deviennent  des  fonctions 
uniformes  de  ;(. 

Signalons  également  le  travail  important,  paru  dans  le  même  volume  du  Bulletin 
dt  la  Société  Mathématique  de  France,  qui  se  rapporte  à  la  notion  de  genre  introduite 
par  Laguerre  dans  la  théorie  der  fonctions  transcendantes.  Le  résultat  le  plus  re- 
marquable établi  par  M.  Poincaré  consiste  dans  la  condition 

lim  y^  1/  n  !  :=  o, 

à  laquelle  doit  satisfaire  toute  fonction  F(jk)  =  X-^«^"  ^^  genre  />,  et  en  outre  dans 
le  théorème  d'après  lequel  le  maximum  du  module  de  F{pc)  reste  inférieur  à  e*'*'^^*, 
a  étant  un  nombre  réel  et  positif  quelconque,  théorème  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans 
d'importantes  recherches  ultérieures. 

Il  était  de  la  plus  haute  importance  pour  la  théorie  générale  des  fonctions  analy- 
tiques de  déterminer  quelle  est  la  puissance  de  l'ensemble  des  valeurs  que  peut  prendre 
une  fonction  analytique  à  déterminations  multiples  en  un  point  quelconque  du  domaine 
où  elle  existe. 


372  GUSTAVE    RADOS. 


M.  Poincaré  a  pu  établir  que  la  détermination  complète  d'une  fonction  analytique 
peut  toujours  être  obtenue  à  l'aide  d'un  ensemble  dénombrable  d'éléments  de  fonctions 
et,  par  suite,  que  l'ensemble  des  valeurs  de  la  fonction  pour  tout  point  de  son  domaine 
est  toujours  dénombrable. 

Comme  on  sait  aujourd'hui  que  les  séries  divergentes  peuvent,  sous  certaines  con- 
ditions, être  très  légitimement  et  très  utilement  employées  dans  la  recherche  mathéma- 
tique, il  convient  de  faire  remarquer  que  M.  Poincaré  a  employé  dans  la  mesure  la 
plus  large  les  représentations  auxquelles  il  a  donné  le  nom  d^asymptoHques,  aussi  bien 
dans  ses  recherches  sur  les  solutions  irrégulières  des  équations  différentielles  linéaires 
que  dans  son  célèbre  Mémoire  Sur  le  problème  des  trois  corps  et  les  équations  de  la 
Dynamique,  et  qu'il  a  ainsi  provoqué  de  nombreuses  recherches  sur  ce  sujet. 

Il  a  transformé  la  théorie  des  nombres  complexes  en  signalant  ses  rapports  avec 
la  théorie  des  groupes  de  Lie,  éclairant  ainsi  d'un  jour  tout  nouveau  cette  théorie  des 
unités  complexes  et  lui  permettant  d'utiliser,  pour  la  solution  de  ses  principaux  pro- 
blèmes, les  méthodes  et  les  résultats  de  la  théorie  des  groupes. 

Signalons  encore  la  théorie  des  systèmes  linéaires  composés  d'un  nombre  infini 
d'équations  à  un  nombre  infini  d'inconnues  dont  il  doit  être  considéré  comme  le  fon- 
dateur, car  il  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  des  déterminants  infinis  et  des  critères 
de  convergence  qui  s'y  rapportent 

Je  dois  me  borner  à  signaler  rapidement  les  travaux  de  M.  Poincaré  qui  se  rap- 
portent aux  premiers  fondements  d'une  théorie  générale  des  fonctions  analytiques  de 
plusieurs  variables  indépendantes.  Il  faut  mentionner  en  premier  lieu  le  Mémoire  Sw 
les  résidus  des  intégrales  doubles.  Entre  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  et  celle 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  se  montrent  dès  le  début  des  différences  profondes. 
L'extension  des  propositions  de  l'une  des  théories  à  l'autre  n'avait  pu  se  faire  que 
dans  un  très  petit  nombre  de  cas.  M.  Pgin'CARÉ  a  montré  ce  que  deviennent  les  tht-o- 
rèmes  fondamentaux  de  Cauchy,  relatifs  aux  résidus,  dans  la  théorie  des  intégrales 
multiples;  et  il  a  applique  les  propositions  ainsi  généralisées  à  l'étude  des  modules  de 
périodicité  des  intégrales  multiples  et  des  fonctions  thêta  abéliennes. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  il  convient  aussi  de  mettre  à  part  les  recherches  sur  VA- 
nalysis  situs  des  variétés  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  M.  Poincaré  est 
parv^enu  A  ce  résultat  important  qu'une  telle  variété  ne  peut  être  définie,  dans  le  sens 
de  {'Analysis  situs,  par  la  seule  connaissance  de  ses  nombres  de  Betti;  en  réalité,  à 
chaque  système  de  tels  nombres  correspondent  une  infinité  de  variétés  qui  ne  sont 
pas  déformables  les  unes  dans  les  autres.  Signalons  en  particulier  l'extension  du  théo- 
rème d'EuLER  sur  les  polyèdres  aux  polyèdres  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions 
et  de  la  connexion  la  plus  étendue. 

M.  Poincaré  a  été  le  premier  à  donner  la  démonstration  d'un  théorème  énoncé 
par  Weierstrass: 

Si  une  fonction  de  deux  variables  complexes  est  partout  méromorpbe,  elle  peut  tou- 
jours être  représentée  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entihres  des  nUmts  variables. 
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Ics  solotiaQs  de  œs  équations^  dies  pcxnvnt  ^rc  Ctw^tW^Wt^  fn  ^^^H'Ì^^mo  %miv  >sm^^^i^ 
one  analyse  qualkadre  des  inu^aks  prtSr^ant  leur  ^)\'^!fn^>in^<K>n^ 

Cene  longue  suite  de  recherches,  par  laquelle  M.  IHMNtUH*  ^  eu  i)^H>l^)ue  ^\\H 
praudé  i  ses  énides  sur  le  probtoiìe  des  tmìa  ctìfiin,  eM  ceiidliveu^eui  i^pjvl^s  |v,u  U 
fode  des  résultats  importants  qui  y  ont  <6t^  obtenu»^  A  jouer  \Um  Va\\^\\\  uu  hSK^ 
tout  i  fait  essentiel. 

Parmi  les  travaux  que  M.  PomcARf^  a  consacrai!  A  lu  thMt^i«  ileii  uoiuluoii,  |i^ 
signalerai  d'abord  son  Mémoire  Sur  un  mode  nouveau  4é  repr^ienhifion  g^tmiflih^Hf^  r^t^^ 
formes  quadratiques  définies  ou  indéfinies,  où  il  a  dévelop|)é  une  {|iIiImu^IÌ»|Mii  »Ìp<i  \i 
seaux  à  Taide  de  laquelle  il  a  pu  développer  géomariquctuetUi  «tui«  iiud  ùn\m  \\f^\\\i» 
et  originale,  k  théorie  que  Gauss  avait  donnée  pour  la  co<n|H)#l(itH)  iU<ì  ùmì\a^  »jMil' 
draäques.  L'extension  de  médiodei  dotmées  dan«  ce  premier  travuil  1*4  iOM^uJi  plu« 
tard  i  une  intéressante  généralisation  de  Taifiiorithme  de»  fraction«  coiiunui:«.  A  èitjM«»li:r 
ausa  sont  encore  ses  travaux  sur  les  invarianw  aritlnnétiquc«,  qu'il  atpriow  A  l^i^id« 
de  séries  et  d'intégrales  et  qu'il  a  «u  appliquer  i  la  noïuxioti  de«  pnÀMuuu^  d'équiv^i 
lence.  Par  k  considération  de  ce$  ^fQ^Hifi  linéaires  discomiftus  de  t>uhii0méiHu>  ^m 
laissent  invariate  une  foffiiç  qM^M^ju«:  iermir^  itjdéfioie^  il  a  apporté  uj3C  o^MiUm- 
tion  nouvelle  i  k  théorie  dc6  umi<ìq*^*ì#  i^^*^y*^^/fpht».  Cliacuu  dr  ces  i^oMp^  «it  wy 
morphc  à  un  groupe  fuclisicu  &pécUl.  i/^  ^y^i^^J^/*^  »^rn^mm^hs^  a^iiifmèii^-^  jitàMMiui 
rekdves  à  ce  groupe  se  di&tiu^uau  ì:u  ^  ^^^\\^  w^nh^i^tt  u«  théoreine  d'aftdiiiwt- 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  lc6  tuiwtuuu»  lu*.:luik.i^*ut  ^  p\ti^  KVtiérak».  J.-»  le^^rtmit 
muhi^xks  qui  existent  enuc  ks  tc^iu^lUiiui  |U.-^ii^^C4<im*i^  fytt^K^HM»  vol  tiuven  s  i^ 
théorie  des  nombres  et  à  TAigibjc  iii;t>  j^^fk^ui^^  ^i»"^^^)]^  ti»^  tu'  t^lfiiîttp  eowff: 
inexploré.  C'est  encore  à  TAlgilirc  «i  ^  1,j  ^4am^  ^  ^/^*W*#  tjt^ll  fiiui  -ratî-crte^  i» 
publications  de  M.  Poincaré:  suì*  r^my.4l4Ju>  4*^  V^*^  4t  tk*«^  imi^ieirr.  tiavaiuf 
qui  doivent  être  r^ardés  cuuuue  le  ^^m/W^ì^^ì^*^  it  ^U^  ^m^pVé\  îlî*  :>ättern:k»  vi/î 
respondantes  d'HERMiTü  et  4*  M.  J^i/^U^A** 
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Je  passe  maintenant  aux  travaux  de  M.  Poincaré  qui  se  rapportent  à  des  pro- 
blèmes de  Mécanique  et  de  Physique  théorique.  Comme  le  plus  important  dans  cette 
suite,  on  doit  mettre  en  avant  au  premier  rang  son  grand  Mémoire  couronné  Sur  k 
problïme  des  trois  corps  et  les  équations  de  la  Dynamique,  qui  a  paru  en  1890  dans  le 
Tome  XIII  des  Acta  mathematica.  Étant  données  les  grandes  difficultés  qui  s'opposent  1 
l'intégration  des  équations  différentielles  du  problème  des  trois  corps,  les  recherches  de 
M.  PoiNCARè  n'ont  pu  donner  que  des  résultats  négatifs.  Mais  il  faut  lui  reconnaître 
le  grand  mérite  de  ne  pas  s'être  borné  à  signaler  l'insuffisance  des  méthodes  mathé- 
matiques actuelles  pour  la  solution  de  ce  problème,  mais  de  l'avoir  encore  établie.  D  a 
pu  donner  avec  une  entière  rigueur  la  preuve  qu'en  dehors  des  intégrales  connues  du 
problème,  n'existe  aucune  autre  intégrale  analjrtique  uniforme,  en  sorte  que  la  solution 
du  problème  exige  des  méthodes  toutes  différentes  de  celles  dont  nous  pouvons  dis- 
poser. U  soumet  à  une  discussion  approfondie  ce  cas  particulier  du  problème  dans  l^ 
quel  la  masse  de  A  est  grande,  celle  de  B  petite  et  celle  de  C  infiniment  petite,  A 
et  jB  se  mouvant  sur  des  cercles.  Il  applique  à  cette  étude  les  méthodes,  si  fécondes 
aussi  pour  la  théorie  pure,  des  invariants  intégraux,  des  équations  aux  variations,  des 
exposants  caractéristiques,  des  solutions  périodiques  et  asymptotk^ues  ;  et  il  réussit  1 
établir  que,  dans  le  cas  où  y^  C  demeure  finie,  les  masses  A^  5,  C  repassent  un  nom- 
bre infini  de  fois  aussi  près  que  l'on  veut  de  leurs  positions  primitives.  D'ailleurs  cet 
admirable  Mémoire  est  riche  en  principes  féconds,  qui  s'étendent  à  toute  la  Mécanique 
céleste  et  sont  aujourd'hui  utilisés  par  les  astronomes  praticiens. 

U  ne  faut  pas  attacher  moins  d'importance  à  la  féconde  étude  Sur  Véquilibre  à'unt 
masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation.  Pour  ce  problème  classique  des  formes 
d'équilibre  d'une  niasse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  étudié  sans  cesse 
depuis  Newton,  M.  Poincark  construit  une  théorie  entièrement  nouvelle  et  extrême- 
ment originale.  En  introduisant  la  considération  de  ce  qu'il  appelle  les  formes  limites 
et  les  formes  de  bifurcation,  la  notion  des  coefficients  de  stabilité,  ainsi  qu'une  théorie 
nouvelle  des  fonctions  de  Lamé,  il  parvient  à  obtenir  non  seulement  la  démonstration 
de  l'existence  des  formes  d'équilibre  signalées  par  Mathiessen  et  W.  Thomson,  mais 
encore  à  établir  l'existence  d'une  infinité  d'autres  formes.  Signalons  particulièrement  la 
figure  d'équilibre  désignée  sous  le  nom  de  pyriforme,  qui  a  donné  naissance  à  des  re- 
cherches cosmogènétiques  connues.  En  ce  qui  concerne  la  stabilité  des  figures  d'équi- 
libre, la  discussion  du  signe  des  coefficients  de  stabilité  a  conduit  aux  résultats  suivants. 
Les  ellipsoïdes  de  révolution  moins  aplatis  que  l'ellipsoïde  E  de  Jacx)BI  quand  celui-d 
devient  une  surface  de  révolution  sont  des  figures  stables  d'équilibre.  Les  ellipsoïdes  à 
trois  axes  inégaux  sont  stables  môme  quand  ils  sont  allongés:  les  résultats  subsistent 
même  quand  on  admet  l'existance  d'une  viscosité.  Au  contraire,  les  ellipsoïdes  de  ré- 
volution dont  l'aplatissement  est  plus  grand  que  celui  de  E  ne  sont  des  figures  stables 
d'équilibre  que  pour  les  fluides  dépourvus  de  frottement. 

C'est  ici  qu'il  faut  signaler  le  Mémoire  Sur  les  équations  a$èx  dérivées  partielles  de 
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la  Physique  mathématique,  publié  en  1886.  Un  grand  nombre  des  problèmes  de  la  Phy- 
sique mathématique  conduisent  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Laplace,  où  à 
une  équation  toute  semblable  du  second  ordre.  Malgré  la  grande  variété  des  conditions 
aux  limites  qui  interviennent  pour  chacun  d'eux,  leur  essence  et  leur  théorie  présentent 
un  certain  air  de  famille  qui  permet  d'espérer  la  découverte  d'un  certain  nombre  de 
propositions  communes  à  tous.  Malheureusement  leur  trait  commun  réside  dans  les 
énormes  difficultés  que  l'on  rencontre  lorsqu'on  veut  démontrer  l'existence  même  des 
solutions.  Dans  son  travail,  M.  Poincaré  entreprend  de  surmonter  ces  difficultés  pour 
toute  une  série  de  ces  problèmes.  C'est  ainsi  qu'il  parvient  à  sa  méthode  si  originale 
du  balayage.  De  la  même  manière  large,  M.  Poincaré  a  aussi  traité  le  problème  du 
refroidissement  d'un  corps  posé  par  Fourier. 

C'est  à  cet  ordre  de  travaux  qu'il  faut  rattacher  aussi  le  Mémoire  de  1894  Sur 
les  équations  de  la  Physique  mathématique  *),  dans  lequel  M.  Poincaré  aborde  plusieurs 
des  questions  les  plus  importantes  de  la  Physique  mathématique.  Le  problème  des  vi- 
brations d'une  membrane  tendue,  la  théorie  de  l'élasticité,  la  théorie  du  mouvement 
de  la  chaleur  de  Fourier  et  beaucoup  d'autres  problèmes  de  la  Physique  mathématique 
se  ramènent  à  la  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

ô^;       ô^;       ô^       , 

dans  laquelle  Ç  désigne  une  constante  et  /  une  fonction  donnée  des  coordonnées. 
M.  Poincaré  traite  en  particulier  le  problème  aux  limites  suivant  :  Déterminer  une  so- 
lution de  l'équation  précédente,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  or- 
dres à  l'intérieur  d'un  domaine  donné  et  satisfaisant  sur  la  surface  qui  limite  ce   do- 


*)  Voici,  par  ordre  chronologique,  la  liste  des  mémoires  de  M.  Poincaré  qui  ont  paru  dans  nos 
Rendiconti  : 

1.  Sur  une  propriété  des  fonctions  analytiques  (Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  G.-B.  Cuccia), 
t.  II  (1888),  pp.  197-200. 

2.  Sur  r intégration  algébrique  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  t.  V 
(1891),  pp.  161-191. 

3.  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique,  t.  VIII  (1894),  pp.  57-156. 

4.  Sur  Vintégration  algébrique  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  t.  XI 

(1897).  PP-  I93-239- 

5.  Complément  à  V Analysis  situs,  t.  XIII  (1899),  pp.  285-343. 

6.  Quelques  remarques  sur  les  groupes  continues,  t.  XV  (i 901),  pp.  321-368.  [Ce  mémoire  a  été 
verbalement  communiqué  par  l'Auteur  au  Cercle  Mathématique  de  Palerme  dans  la  séance  du 
3  avril  1901]. 

7.  Cinquième  complément  à  V Analysis  situs,  t.  XVIII  (1904),  pp.  45-110. 
Et  tout  récemment  : 

8.  Sur  la  dynamique  de  V électron,  t  XXI  (1906),  pp.  129-176. 

[7  mai  1906.  —  Note  de  la  Rédaction]. 
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maine  à  la  condition 

dt;    ,    , 

5^  +  *f  =  o, 

d  V 
où  b  désigne  une  constante  et  ^  la  dérivée  de  v  suivant  la  normale.   Par   l'applica- 
tion originale  de  méthodes  qui  dérivent  en   partie  de  M.   Schwarz  et  en   partie  de 
M.  Neumann,  il  obtient  la  solution  rigoureuse  du  problème  dans  le  plus  grand  nombre 
des  cas.  Signalons  la  série  de  propositions  qui  se  rapportent  à  des  intégrales  de  la  forme 


/[(!-:)■■<- d^T+a-f)] 


dx 


et  qui  deviennent  entre  ses  mains  un  instrument  puissant  de  recherche. 

C'est  également  à  ce  groupe  de  travaux  qu'il  convient  de  rattacher  le  Mémoire 
intitulé  :  La  méthode  de  Neumann  et  le  prohlhne  de  Dirichlet.  On  connait  la  méthode 
par  laquelle  M.  C.  Neumann  a  pu  obtenir  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  d'un 
certain  domaine  quand  on  connaît  les  valeurs  de  cette  fonction  sur  la  surface  supposée 
convexe  qui  limite  ce  domaine.  M.  PoiNCARè  a  étendu  cette  méthode  au  cas  où  la  sur- 
face limite  a,  en  chaque  point,  un  plan  tangent  déterminé  et  deux  rayons  prindpaui 
de  courbure  déterminés,  sa  forme  n'étant  assujettie  à  aucune  autre  condition.  Nous 
noterons  ici  l'importance  particulière  que  prennent  dans  ces  recherches  les  fonctions 
nommées  fondamentales,  par  M.  Poincaré.  A  chaque  surface  limite  correspond  une 
suite  infinie  de  telles  fonctions,  qui  se  transforment  précisément  dans  les  fonctions 
sphériques,  quand  la  surface-limite  devient  une  sphère.  M.  Poincaré  montre  qu'une 
fonction  arbitraire  peut  se  développer  en  une  série  de  fonctions  fondamentales,  les 
coefficients  du  développement  se  déterminant  par  des  intégrales  multiples.  Si  ces  fonc- 
tions sont  connues  pour  une  surface  détenninée,  on  peut  résoudre  sans  difficulté  le 
problème  de  Dirichlet,  tant  pour  l'espace  intérieur  à  cette  surface  que  pour  l'espace 
extérieur. 

II  faut  encore  citer  l'imposante  série  de  Traites  dont  M.  Poincaré  a  enrichi  la 
littérature  mathématique.  Mention  particulière  doit  être  faite  des  Œuvres  suivantes:  Les 
Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste  (3  vol.,  1892-99);  les  Leçons  de  Mécanique 
céleste  (1905),  la  Théorie  de  Maxwell  et  les  oscillations  herti^ennes  et  La  Télégraphe 
sans  fil  (1904),  la  Science  et  l'Hypothèse  (1902;  traduit  en  allemand);  et  aussi  de  ses 
Cours:  Leçons  sur  la  Théorie  mathématique  de  la  Lumière  (2  vol.,  1889-92;  traduit 
en  allemand),  Électricité  et  Optique  (1890;  traduit  en  allemand).  Thermodynamique 
(1892),  Levons  sur  la  Théorie  de  l'Élasticité  (1892),  Théorie  des  tourbillons  (1893),  J>5 
oscillations  électriques  (1894),  Capillarité  (1895),  Théorie  analytique  de  la  Propagation 
de  la  Chaleur  {189 S)^  Calcul  des  probabilités  (1896),  Cinématique  et  mécanismes  (1899). 
Théorie  du  potentiel  ncwtonien  (1899),  Figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide  (1902),  etc. 

Je  n'ai  pu,  dans  les  développements  précédents,  rappeler  rapidement  qu'une  faible 
partie  d'une  œuvre  qui  comprend  plus  de  300  publications.  Je  crois  cependant  que  ces 
développements  permettent  de  rcconnaitre  quelle  place  prépondérante  tiennent  les  œu- 
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vres  de  M.  Poincaré  dans  la  littérature  mathématique;  les  recherches  qu'il  a  pour- 
suivies ont  fait  progresser  pour  ainsi  dire  toutes  les  branches  de  la  Science,  les  idées 
et  les  méthodes  nouvelles  qu'il  a  introduites  ont  été  à  la  fois  fécondes  et  suggestives. 
Il  s'est  montré  le  digne  émule  de  ces  illustres  mathématiciens  français  dans  les  rangs 
desquels  les  noms  de  Laplace,  Galois,  Cauchy,  Hermite  brillent  d'un  éclat  impéris- 
sable. 

Pour  terminer,  qu'il  me  soit  permis  de  rappeler  son  dernier  Ouvrage  (^Sur  la 
valeur  de  la  Science,  1905),  dans  lequel  il  a  écrit  en  quelque  sorte  la  profession  de  foi 
des  hommes  de  science.  J'emprunterai  à  ce  livre  si  intéressant  un  passage  dans  lequel 
il  met  en  parallèle  l'intuition  et  la  logique  en  Mathématiques.  Voici  ce  qu'il  pense  des 
logiciens  :  «  En  rejetant  le  secours  de  l'imagination,  qui,  nous  l'avons  vu,  n'est  pas 
toujours  infaillible,  ils  peuvent  avancer  sans  crainte  de  se  tromper.  Heureux  donc  ceux 
qui  peuvent  se  passer  de  cet  appui!  Nous  devons  les  admirer,  mais  combien  ils  sont 
rares  !  » 

Un  de  ces  esprits  rares  et  admirables  est  M.  David  Hilbert,  le  maître  de  l'Ana- 
lyse logique  en  Mathématique.  Doué  d'une  force  exceptionnelle  de  combinaison  logique, 
il  paraît  tirer  tout  de  lui-même  exclusivement  par  généralisation,  distinction  et  coordi- 
nation des  notions  mathématiques,  de  telle  sorte  qu'il  n'est  guère  possible  de  recon- 
naître dans  ses  travaux  une  influence  quelconque  de  l'expérience  ou  dé  l'intuition. 

Rigueur  logique  et  netteté  de  la  démonstration  sont  à  ses  yeux  des  postulats  a- 
déquats  et  équivalents,  et  il  est  persuadé  que  la  déduction  logique  bien  employée  ne 
doit  jamais  avoir  la  stérilisation  pour  conséquence,  mais  plutôt  amène  nécessairement 
un  développement  toujours  fructueux  des  idées  mathématiques.  Il  choisit  de  préférence 
pour  objet  de  ses  travaux  les  problèmes  les  plus  diflSciles,  laissés  de  côté  depuis  long- 
temps, dont  il  parvient  avec  une  admirable  pénétration  à  saisir  le  point  essentiel,  de 
telle  manière  que  ses  recherches  non  seulement  résolvent  complètement  le  problème, 
mais  encore  déterminent  un  progrès  décisif  dans  toute  la  discipline  à  laquelle  ce  pro- 
blème se  rattachait. 

De  ce  caractère  sont  déjà  ses  premières  publications  importantes,  dans  lesquelles 
il  établit  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  invariants.  M.  Gordan  avait  déjà 
démontré  ce  théorème  pour  le  cas  d'un  système  de  formes  binaires,  mais  les  méthodes 
qu'il  avait  employées  se  trouvaient  insuffisantes  quand  les  formes  fondamentales  ren- 
ferment plus  de  deux  variables  et  aussi  quand  ces  formes  renferment  plusieurs  séries 
de  deux  variables  qui  sont  assujetties  à  des  transformations  linéaires  différentes.  Pour 
se  procurer  les  moyens  nécessaires  à  la  démonstration  longtemps  cherchée  de  cet  im- 
portant théorème,  M.  Hilbert  a  constitué  une  théorie  tout  à  fait  nouvelle  des  systèmes 
de  modules  dans  laquelle  il  établit  des  propositions  du  plus  grand  intérêt.  Un  théo- 
rème profond,  qui  est  d'ailleurs  devenu  classique,  lui  fournit  le  point  de  départ.  Il 
s'énonce  comme  il  suit  : 

Si  Von  a  une  suite  illimitée  de  formes  des  n  variables  ^, ,  x^ ,  . . .  >  x^ ,   ^  savoir 

Rtni.  Cire.  Matent,  Palermo,  t.  XXI  (1906).  —  Sumpato  U  18  maggio  1906.  48 
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Fj ,  F^ ,  . . .  ,  */  existe  toujours  un  nombre  m  tel  que  toute  forme  de  cette  série  puisse  se 
mettre  sous  la  forme 

OÙ  A^y  A^j  , . ,  ^  A^  sont  des  formes  appropriées  des  mêmes  variables  avec  des  coeffi- 
cients qui  appartiennent  au  même  domaine  de  rationalité  que  uux  des  fonctions  F. 

Il  a  donné  à  ce  théorème  un  perfectionnement  arithmétique  en  retendant  au  cas 
où  les  coefficients  sont  assujettis  à  la  condition  d'être  des  nombres  entiers.  Pour  la 
théorie  des  modules,  ces  théorèmes  entraînent  cette  conséquence,  que,  parmi  les  formes 
d'un  système  de  modules  on  peut  toujours  en  choisir  un  nombre  fini  de  telle  manière 
que  toute  autre  forme  du  système  puisse  être  représentée  par  une  combinaison  linéaire 
des  formes  choisies.  En  langage  géométrique  cela  veut  dire,  par  exemple,  qu'étant 
donnée  une  courbe  algébrique  dans  l'espace,  il  est  toujours  possible  de  détenniner  un 
nombre  fini  de  surfaces  passant  par  la  courbe 

F^  =  Oy       f,  =0,       ...,       F^  =  0, 

de  telle  manière  que  toute  autre  surface  contenant  la  courbe  puisse  être  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 

OÙ  A^y  A^y  . . .  ,  A^  désignent  des  formes  quaternaires. 

Dans  le  développement  de  ces  recherches,  M.  Hubert  s'applique  à  l'étude  de 
certains  systèmes  d'équations  linéaires,  avec  lesquelles  il  forme  ce  qu'il  appelle  des 
systhnes  dérivés  et,  par  des  considérations  extrêmement  profondes,  il  parvient  au  ré- 
sultat capital  suivant: 

Étant  donné  à  résoudre  le  système  des  équations 

où  F^j,  . . .  ,  F,^  désignent  des  formes  données  de  x^,  x^,  . . .  ,  x^,  la  détermination 
des  relations  entre  ses  différentes  solutions  conduit  à  un  second  système  d'équations 
de  même  forme  appelé  système  dérivé.  Ce  système  dérivé  en  fournit  lui-même  un  autre 
et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  cette  manière,  on  arrive  toujours,  après  n  opéra- 
tions au  plus,  à  un  système  dérivé  qui  n'a  plus  aucune  solution.  La  suite  des  systè- 
mes dérivées  ainsi  obtenus  fournit  les  notions  les  plus  précises  sur  la  structure  du 
système  de  modules,  c'est-à-dire  de  l'ensemble  des  fonctions  F^ ,  . . .  ,  F^  ;  et  l'on  est 
en  situation  d'indiquer  le  nombre  des  conditions  distinctes  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  coefficients  d'une  forme  de  degré  R  pour  être  congrue  à  zéro  d'après  le  système  des 
modules  (F^,  F^,  . . .  ,  F^).  M.  Hilbert  détermine  ce  nombre  xC-^)  P^r  la  formule 
remarquable 

OÙ  x,j  Xa)  •••?  Xj  J^signent  certains  entiers  propres  au  système  de  modules  (F^,  F^^  ...,  FJ, 
où  R  doit  être  pris  supérieur  à  une  certaine  limite,  les  symboles  (  .    )  désignant  les 
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coefficients  binomiaux.  M.  Hilbert   nomme  cette  fonction  entière  x(^)  ^^  fonction 
caractéristique  du  système,  et  il  démontre  le  théorème,  très  important  pour  toute  cette 
théorie,  que  la  somme  des  fonctions  caractéristiques  de  deux  systèmes  de  modules  est 
égale  à  la  somme  des  mêmes  fonctions  caractéristiques  pour   le   plus  grand  commun  . 
et  le  plus  petit  des  systèmes  de  modules  contenants  *). 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  les  nombres  ^^ ,  . . .  ,  ^^  sont  dans  les  re- 
lations les  plus  étroites  avec  ceux  par  lesquels  M.  Noether  a  caractérisé  le  genre  de 
la  courbe  définie  par  le  système  des  modules. 

A  Taide  de  ces  théorèmes  et  de  l'emploi  d'un  théorème  sur  l'opérateur  Q  déjà 
indiqué  en  substance  par  M.  Gordan  et  M.  Mertens,  M.  Hilbert  parvient  à  démon- 
trer sous  sa  forme  la  plus  générale  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  inva- 
riants. U  le  formule  comme  il  suit: 

Un  système  de  formes  fondamentales  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  qui  sont 
soumises  d'une  manière  indiquée  à  l'avance  à  des  transformations  qui  sont  les  mêmes  ou 
qui  sont  différentes,  a  toujours  un  nombre  fini  d'invariants  entiers  et  rationnels  par  les- 
quels on  peut  exprimer  tout  autre  invariant  entier  et  rationnel  en  fonction  entière  et  ra- 
tionnelle. 

Ce  théorème  s'applique  aux  covariants,  aux  combinants  et  aux  contrevariants, 
parce  que  ces  formations  peuvent  être  ramenées  à  celles  des  invariants. 

Si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  syxygie  irréductible  toute  relation  entre  les  inva- 
riants du  système  des  formes  fondamentales  dont  le  premier  membre  ne  peut  être 
obtenu  par  des  combinaisons  linéaires  de  syzygies  d'ordre  moindre,  on  peut  énoncer 
les  deux  théorèmes  suivants: 

Un  système  fini  d'invariants  possède  un  nombre  toujours  fini  de  syxjgies  irréductibles. 

Les  systèmes  de  syxjgies  irréductibles  de  différentes  espèces  forment  une  suite  de  systèmes 
d'équations  dérivés  qui  finit  au  plus  tard  avec  le  (m  -}-  i)*^*"  terme,  m  désignant  le 
nombre  des  invariants  du  système  complet. 

Après  que  M.  Hilbert  a  pu   démontrer   ainsi   l'existence   d'un   système  complet 


*)  Si  (F, ,  Fj ,  . . . ,  F^)  et  (Hj ,  H^,  . . .  ,  Hi,)  désignent  deux  systèmes  de  modules  et  si  Ton 
trouve  pour  l'équation 

F,X,+  ...+F„X„  =  H,Y,+  ...+H,Yi 
le  système  complet  de  solutions 

-^i   =  •»'li  j      -^2  =  ^2S  >        •  •  •  >      "^m  ^^^  ^tns  » 

^I    =  -^Xi  >         ^2    =  -^2i  »        •  •  •   >         ^b     =  ^hs  > 

en  définissant  les  formes  K,  par  l'égalité 

K,  =  2^Fi  Fi,  =  Z^^j  ^i' » 

on  dit  que  les  formes  K^,  . . .  ,  K,  forment  le  plus  petit  système  de  modules  contenants,  tandis  que 
l'ensemble  (F, ,  . . . ,  F^ ,  if, ,  . . . ,  Hi,)  constitue,  comme  on  sait,  le  plus  grand  système  de  modules 
commun. 
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d'invariants,  un  problème  se  posait  naturellement,  celui  de  la  détermination  de  ce 
système  à  l'aide  d'un  nonbre  fini  d'opérations  dont  la  suite  serait  indiquée  dès  le  début 
du  calcul.  M.  Hilbert  a  su  donner  à  cette  partie  de  la  recherche  une  remarquable 
direction  qui  éclaire  d'une  lumière  toute  nouvelle  la  théorie  entière  des  invariants. 
Cette  théorie  peut  en  effet  être  subordonnée  à  celle  des  corps  de  fonctions  algébriques, 
de  sorte  qu'elle  apparaît  simplement  comme  une  application  remarquable  de  cette  théo- 
rie. C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  nombres,  les  propriétés  du  corps  formé  avec 
les  équations  de  la  division  du  cercle,  qui  ont  servi  à  constituer  la  théorie  générale 
des  corps  algébriques,  ne  sont  plus  aujourd'hui  qu'un  cas  particulier  et  une  application 
de  cette  dernière  théorie.  M.  Hilbert  démontre  qu'à  chaque  système  de  formes  fon- 
damentales correspond  toujours  un  corps  algébrique  dont  les  fonctions  algébriques 
entières  sont  précisément  les  invariants  entiers  et  rationnels  du  système  de  formes 
considéré.  C'est  le  corps  des  invariants.  Si  l'on  emploie  maintenant  le  théorème  de 
Kronecker  sur  le  système  fondamental  d'un  corps,  il  apparaît  clairement  que  la  con- 
naissance du  corps  des  invariants  n'exige  plus  pour  conduire  au  système  complet  des 
invariants  que  la  solution  de  problèmes  élémentaires  de  la  théorie  arithmétique  des 
fonctions  algébriques. 

Dans  le  développement  de  la  recherche,  M.  Hilbert  démontre  un  théorème  qui 
se  rattache  dignement  au  beau  théorème  sur  les  systèmes  de  modules  énoncé  plus 
haut  et  que  je  signalerai  particulièrement  à  cause  de  sa  simplicité  et  de  ses  nombreuses 
applications.  On  Ténonce  comme  il  suit: 

Soient  m  fonctions  entières  et  rationnelles  f^^f^^  ... , /^  des  n  variables  x^j  x^j  ... ,  x^ 
et  soient  F,  F',  F",  . . .  des  fonctions  quelconques  rationnelles  et  homogènes  de  x^jX^j  •  •  •  >  ^. 
telles  quelles  s'évanouissent  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  x^,  x^ , ... ,  x^ 
qui  annulent  simultanément  /^ ,  /^ ,  . . .  ,  /^ .  //  est  toujours  possible  de  déterminer  un 
entier  r  de  telle  manière  que  tout  produit  n^*^^  de  r  ou  de  plus  de  r  fonctions  de  la  suite 
F,  F',  F",  . . .  puisse  se  représenter  sous  la  forme 

OÙ  âf j ,  a^,  ,..  y  a^  désignent  des  fonctions  entières  et  rationnelles  convenablement  choisies 
de  X,,  X,,  ...  ,  x„. 

Ce  théorème  que  M.  Hilbert,  dans  un  travail  ultérieur,  a  appliqué  d'une  manière 
très  habile  pour  obtenir  une  démonstration  particulièrement  simple  d'une  proposition 
de  M.  Dedekind  relative  aux  nombres  hypercomplexes,  forme  le  point  central  de  toute 
la  théorie  des  invariants.  La  théorie  subséquente  repose  sur  la  détermination  des  for- 
mes appelées  nulles,  c'est-à-dire  de  celles  dont  les  coefficients  ont  de  telles  valeurs  nu- 
mériques que  tous  leurs  invariants  soient  nuls.  Chacune  de  ces  formes  peut  toujours 
être  ramenée  par  une  substitution  unimodulaire  à  un  type  canonique,  et  leur  détermi- 
nation se  trouve  par  suite  ramenée  à  celle  de  ces  types  canoniques.  La  résolution  des 
équations  qui  sont  nécessaires  pour  cet  objet  se  fait  de  la  manière  la  plus  conmiode 
à  l'aide  de  constructions  graphiques.  Pour  déterminer  le  système  complet  des  invariants, 
M.  Hilbert  est  enfin  conduit  aux  opérations  suivantes: 
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L  On  détermine  un  système  S^  d'invariants  par  lesquek  tous  les  autres  invariants 
de  formes  fondamentales  s'expriment  sous  forme  de  fonctions  algébriques  et  entières. 

n.  On  forme  un  système  5^  d'invariants  par  lequel  les  autres  invariants  puissent 
s'exprimer  rationnellement. 

in.  On  calcule  un  système  complet  de  formes  algébriques  entières  dans  le  corps 
de  fonctions  déterminé  par  les  systèmes  S^  et  5,.  Les  fonctions  de  ce  système  S^ 
sont  des  invariants  et  constituent,  jointes  aux  invariants  S,,  le  S3rstème  complet 
cherché. 

De  ces  trois  problèmes,  le  premier  est  le  plus  difficile;  on  le  résout  en  cherchant 
tous  les  invariants  dont  l'évanouissement  entraîne  nécessairement  l'évanouissement  de 
tous  les  autres  invariants;  pour  les  obtenir,  il  suffit  de  considérer  seulement  tous  les 
invariants  dont  le  poids  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite.  M.  Hilbert  montre  d'ail- 
leurs qu'on  pourrait  aussi  résoudre  le  problème  sans  connaître  le  système  S,. 

Les  travaux  de  M.  Hilbert  ont  ainsi  apporté  de  la  manière  la  plus  complète 
Télucidation  longtemps  cherchée  à  toutes  les  questions  essentielles  de  la  théorie  des 
invariants,  laissées  jusque-là  sans  solution;  de  sorte  que,  grâce  à  ces  travaux,  cette 
branche  importante  de  l'Algèbre  peut  être  considérée,  au  moins  dans  sa  partie  théo- 
rique, comme  complètement  achevée. 

Je  passe  maintenant  aux  recherches  arithmétiques  de  M.  Hilbert.  Par  la  simpli- 
cité de  ses  fondements,  l'exactitude  de  ses  concepts,  la  netteté  méthodique  de  ses  dé- 
ductions, la  Théorie  des  Nombres  a  été  toujours  considérée  comme  un  modèle  pour 
les  autres  disciplines  mathématiques;  mais  une  grande  puissance  d'abstraction  est  indis- 
pensable à  celui  qui  veut  la  dominer  ou  la  développer.  Nous  ne  devons  donc  pas  nous 
étonner  qu'elle  ait  exercé  son  attraction  sur  un  penseur  abstrait  tel  que  M.  Hilbert 
et  qu'elle  l'ait  entraîné  dans  des  recherches  approfondies.  Je  rapporte  id  les  propres 
paroles  de  M.  Hilbert  qui  rendent  sa  pensée  de  la  manière  la  plus  claire: 

«  La  théorie  des  corps  numériques  est  semblable  à  un  monument  d'une  beauté  et 
d'une  harmonie  admirables;  comme  une  des  parties  les  plus  richement  ornées  de  cet 
édifice  m'apparaît  la  théorie  des  corps  abéliens  et  des  corps  relativement  abéliens  que 
nous  ont  élevée  Kummer,  par  ses  travaux  sur  les  lois  supérieures  de  réciprocité,  et 
Kronecker,  par  ses  recherches  sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques. 
Les  vues  profondes  que  les  travaux  de  ces  géomètres  nous  ont  ménagées  sur  cette 
théorie  nous  monttent  en  même  temps  que,  dans  cette  partie  de  la  Science,  une  foule 
de  trésors  précieux  demeurent  cachés,  destinés  à  servir  de  riche  récompense  au  cher- 
cheur qui,  connaissant  la  valeur  de  pareils  trésors,  sait  cultiver  avec  amour  l'art  de 
les  acquérir  »  *). 

Nous  avons  reproduit  ici  ces  belles  paroles  parce  que  M.  Hilbert  lui-même  est 
celui  auquel  il  a  été  donné  de  découvrir  les  plus  précieux  et  les  plus  cachés  de  ces 


•)  DU  Theorie  der  algebraischen  Zahlkôrper.  Bericht  von  D.  Hilbert,  1897. 
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trésors.  La  première  de  ses  recherches  arithmétiques,  remontant  à  1896,  a  pour  titre: 
Ein  neuer  Beweis  des  Kroneckerìc/;^«  Fundamentalsat:^es  über  ABELsche  Zahlkôrper. 
Dès  1855,  Kronecker  avait  signalé  ce  théorème  fondamental  que  les  racines  de  toutes 
les  équations  abéliennes  peuvent  s'exprimer  par  les  racines  de  l'unité,  dans  le  domaine 
des  nombres  rationnels.  Longtemps  ce  théorème  fondamental  demeura  sans  démons- 
tration; et  ce  ne  fut  que  50  ans  après  que  M.  Henri  Weber  put  en  donner,  i  l'aide 
de  considérations  transcendantes,  une  démonstration  extrêmement  diffidle. 

En  introduisant  une  série  de  notions  nouvelles  et  en  appliquant  un  théorème  sur 
le  discriminant  fondamental  d'un  corps  algébrique  donné  par  M.  Minkowski,  M.  Hil- 
bert nous  a  donné  du  théorème  de  Kronecker  une  démonstration  très  simple,  pure- 
ment arithmétique,  qui  a  le  mérite  de  mettre  en  évidence  de  quelle  manière  on  pourra 
construire  tous  les  corps  abéliens  d'un  groupe  et  d'un  discriminant  donné. 

Je  dois  maintenant  revenir  au  travail  que  j'ai  déjà  dté  :  Die  Theorie  der  algebrai- 
schen Zahlkörper.  C'est  un  rapport  sur  le  développement  historique  de  la  théorie  des 
corps  de  nombres  algébriques.  Par  la  clarté  de  l'ordonnance,  par  la  précision  des  dé- 
veloppements, il  peut  être  riarde  comme  un  modèle  d'exposition;  par  la  foule  de 
notions  et  de  méthodes  nouvelles  qu'il  introduit,  il  doit  être  aussi  considéré  comme 
un  progrès  essentiel  apporté  à  la  théorie  des  corps  algébriques.  Corps  relatifs,  normes 
relatives,  discriminants  relatifs,  corps  de  ramification,  toutes  ces  conceptions  émanent 
de  M.  Hilbert  et  il  les  y  développe  d'une  manière  systématique  pour  la  première  fois. 
Comme  particulièrement  féconde  se  révèle  la  théorie  qu'il  expose  des  corps  numériques 
de  Kummer  et  l'introduction  de  la  notion  de  norme  résidu  de  ce  corps.  A  l'aide  de 
cette  notion  il  réussit  à  représenter  la  loi  générale  de  réciprocité  pour  les  résidus  de 
puissances  par  la  formule 


n(¥)=-. 


où  l^ — ï  désigne  une  certaine  racine  de  l'unité  et  où  le  produit  doit  être  étendu  à 

tous  les  idéaux  premiers  du  corps. 

Dans  son  Mémoire  :  Über  die  Theorie  der  relativ-quadratischen  Zahlkörper,  il  a 
développé  la  théorie  des  résidus  quadratiques  en  supposant  que  le  corps  fondamental 
k  soit  imaginaire  et  appartienne  à  un  nombre  de  classe  impair.  Comme  le  résultat  le 
plus  important  de  ces  recherches,  nous  signalerons  la  loi  de  réciprocité  dans  ik  et  ce 
théorème  d'après  lequel,  dans  un  corps  relativement  quadratique,  il  y  a  des  genres 
correspondant  à  la  moitié  de  tous  les  systèmes  imaginables  de  caractères:  théorème 
qui  peut  être  regardé  en  quelque  sone  comme  la  généralisation  du  théorème  connu 
de  Gauss. 

Dans  l'imporunt  Mémoire:  Über  die  Theorie  der  relativ-ABEUchen  Körper,  cette 
proposition  est  étendue  à  un  corps  quelconque  k.  C'est  dans  ce  travail  qu'apparaît  pour 
la  première  fois  la  notion  de  corps  de  classe  qui  sert  de  base  essentielle  à  la  recherche. 
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C'est  le  corps  numérique  relativement  abélien  par  rapport  à  Ä  de  discriminant 
relatif  égal  à  i  qui  comprend  comme  corps  partiels  tous  les  corps  non  ramifiés  par 
rapport  à  k.  Déjà  en  1856,  Kronecker  avait  été  conduit  à  cette  remarque  surprenante 
qu'à  tout  corps  imaginaire  quadratique  on  peut  associer  un  corps  numérique  de  discri- 
minant relatif  égal  à  i,  de  telle  sorte  qu'après  l'adjonction  de  ce  corps  tous  les  idéaux 
du  corps  fondamental  deviennent  de  véritables  entiers  algébriques.  Il  assignait  à  la 
théorie  des  nombres,  comme  la  recherche  la  plus  haute  et  la  plus  désirable,  l'étude 
approfondie  de  la  nature  et  des  propriétés  de  ce  corps  numérique  qu'il  faut  associer 
au  corps  fondamental.  C'est  M.  Hilbert  qui  a  fourni  les  moyens  nécessaires  pour 
cette  étude  et  c'est  grâce  à  ses  travaux  approfondis  qu'il  a  été  donné  en  1904  à 
M.  Ph.  Furtwängler  de  construire  effectivement,  pour  un  corps  numérique  donné 
quelconque,  le  corps  de  classe  qu'il  faut  lui  associer. 

Comme  un  modèle  et  comme  une  preuve  du  grand  talent  de  M.  Hilbert  pour 
la  simplification  des  démonstrations  difficiles,  citons  encore  le  travau  plus  ancien  de 
1894:  Über  die  Zerlegung  der  Ideale  eines  Zahlenkörpers  in  Primideale,  dans  lequel  il 
démontre  le  théorème  connu  de  M.  Dedekind  de  la  manière  la  plus  lumineuse  et  la 
plus  suggestive,  grâce  à  l'emploi  du  corps  numérique  de  Galois. 

Citons  également  sa  démonstration  pour  la  transcendance  des  nombres  «  et  tt.  Il 
y  débarrasse  l'essentiel  de  la  démonstration  d'HERMiTE  et  de  Lindemann  de  toute  ad- 
dition inutile  et,  au  lieu  d'établir  par  des  calculs  difficiles  qu'une  certaine  expression 
doit  être  différente  de  zéro,  il  fonde  toute  sa  démonstration  sur  la  preuve  qu'un  certain 
nombre  entier  ne  peut  être  congru  à  zéro  quand  on  prend  pour  module  un  nombre 
premier  convenablement  choisi  et,  par  suite,  .ne  peut  être  nul. 

Pour  terminer  ce  qui  concerne  ces  recherches  arithmétiques,  je  signalerai  encore 
un  important  Mémoire:  Über  die  Irredu^ibilitàt  ganser  Functionen  mit  gan^^ahligen 
Koeffizienten,  M.  Hilbert  y  donne  la  démonstration  du  théorème  suivant: 

Si  une  fonction  F(jk^  y^  . . .  ,  Wy  t^  r^  . . .  ,  q)  est  irréductible  dans  un  certain  do- 
maine de  rationalité  défini  par  un  nombre  algébrique,  il  est  toujours  possible,  et  d'une 
infinité  de  manières j  de  remplacer  dans  cette  fonction  /,  r,  . . . ,  j  par  des  nombres  entiers 
rationnels^  de  telle  manière  que  la  fonction  devenue  dépendante  des  seules  variables  x, 
yj  ^  , . .  j  w  demeure  irréductible  dans  le  domaine  de  rationalité  donné. 

De  là  résulte  la  démonstration  d'un  théorème  qu'auparavant  on  s'était  borné  à 
soupçonner,  à  savoir  qu'il  existe  un  nombre  illimité  d'équations  du  w^*"*  degré,  dont 
le  groupe  est  le  groupe  symétrique,  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels.  Un  ré- 
sultat identique  a  lieu  pour  le  groupe  alterné. 

En  passant  maintenant  aux  recherches  géométriques  de  M.  Hilbert,  je  dois  rendre 
compte  de  son  Ouvrage  Grundlagen  der  Geometrie,  paru  en  1899  et  dont  une  deuxième 
édition  a  été  publiée  en  1905.  Cet  exposé  est  une  étude  critique  sur  les  principes  de 
la  Géométrie  pour  laquelle  il  constitue  un  système  simple  et  complet  d'axiomes,  dé- 
duisant les  théorèmes  fondamentaux  les  plus  importants  (le  théorème   de  Desargues 
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et  un  cas  particulier  du  théorème  de  Pascal),  de  telle  manière  que  la  portée  des  dé- 
ductions à  tirer  des  seuls  axiomes  apparaît  immédiatement  II  distribue  les  axiomes  en 
cinq  groupes  et  démontre  qu'ils  n'impliquent  pas  contradiction  en  construisant  des 
variétés  arithmétiques  pour  lesquelles  ils  sont  vérifiés.  Enfin,  les  constructions  géomé- 
triques élémentaires  sont  étudiées  et  développées  et,  en  prenant  pour  base  un  théorème 
profond  d'arithmétique,  on  donne  les  conditions  nécessaires  et  sufiisantes  pour  qu'une 
construction  donnée  puisse  s'effectuer  uniquement  par  le  tracé  de  lignes  droites  et  k 
transport  de  segments. 

Dans  cet  ensemble,  il  faut  encore  signaler  l'importante  discussion  sur  l'emploi  des 
groupes  de  transformations  pour  établir  les  bases  de  la  Géométrie.  Cette  étude,  par  b 
généralité  plus  grande  des  suppositions,  dépasse  les  recherches  correspondantes  de 
SoPHUS  Lie.  Ces  travaux,  dont  la  haute  signification  a  été  appréciée  de  la  manière  la 
plus  favorable  par  M.  Poincaré,  ont  aussi  provoqué  de  nombreuses  recherches,  con- 
firmant ainsi  une  opinion  émise  à  diverses  reprises  par  M.  Hilbert,  à  savoir  que  la 
puissance  logique  de  la  recherche  porte  toujours  en  soi  le  germe  d'un  fécond  dévelop- 
pement ultérieur. 

Et  maintenant  je  dirai  quelques  mots  des  recherches  de  M.  Hilbert  relatives  â  la 
théorie  des  fonctions.  Je  dois  d'abord  signaler  la  démonstration  admirable  qu'il  a  donnée 
pour  le  principe  de  Dirichlet.  Ce  principe  fait  reposer,  comme  on  sait,  l'existence 
d'une  solution  d'un  certain  problème  aux  limites  de  la  théorie  du  potentiel  sur  la  con- 
sidération d'une  intégrale  dont  le  minimum  doit  fournir  la  solution  cherchée.  Par  suite 
de  sa  simplicité,  de  ses  applications  multiples  et  faciles  à  la  théorie  des  intégrales  algé- 
briques aussi  bien  qu'aux  problèmes  de  la  Physique  mathématique,  il  s'était  révélé  comme 
un  des  instruments  les  plus  efficaces  de  la  recherche  mathématique.  Alors  apparut  la 
critique  de  Weierstrass  qui,  par  un  exemple  très  simplement  choisi,  mit  en  évidena 
l'insuffisance  des  considérations  de  Dirichlet.  La  faculté  de  vivre  semblait  avoir  été 
ainsi  retirée  au  principe  de  Dirichlet.  Ce  n'est  qu'au  prix  de  grands  efforts  que 
M.  C.  Neumann,  M.  H.  Schwarz  et  M.  H.  Poincaré  purent  lui  trouver  des  équi- 
valents. M.  Hilbert  n'en  a  donc  que  plus  de  mérite  à  avoir  ressuscité  le  principe  lui- 
même  dans  sa  simplicité  primitive  et  par  les  moyens  les  plus  élémentaires.  Sa  démon- 
stration, aussi  lumineuse  qu'irréprochable,  se  recommande  aussi  bien  par  sa  facilite  que 
par  cette  circonstance  que,  partant  seulement  de  la  propriété  de  minimum  et  ne  faisant 
aucun  usage  des  propriétés  de  la  fonction  potentielle,  elle  peut,  par  cela  même,  être 
appliquée,  à  des  problèmes  plus  généraux  de  la  Physique  mathématique. 

De  grande  importance  sont  aussi  les  recherches  que  M.  Hilbert  a  publiées  depuis 
1902  sur  la  théorie  générale  des  équations  intégrales.  On  désigne  sous  ce  nom  des 
équations  dans  lesquelles  une  fonction  inconnue  apparaît  explicitement  et  aussi  sous  le 
signe  d'une  intégrale  définie.  M.  Hilbert  s'est  bientôt  convaincu  que  l'établissement 
systématique  d'une  théorie  de  ces  équations  est  du  plus  haut  intérêt  pour  toute  l'Ana- 
lyse, en  particulier  pour  la  théorie  des  intégrales  définies,  pour  l'étude  du   développe- 
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ment  des  fonctions  arbitraires  en  séries  infinies,  pour  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  pour  le  calcul  des  variations  et  la  théorie  du  potentiel. 

Il  recherche  les  propriétés  des  solutions  de  ces  équations  intégrales  sous  Thypo- 
thèse  essentielle  que  la  fonction  désignée  par  lui  sous  le  nom  de  Kernfunktion  est 
sjmiétrique  par  rapport  aux  deux  variables  dont  elle  dépend.  Il  établit  des  développe- 
ments nouveaux  des  fonctions  arbitraires  en  séries  de  fonctions  spéciales  (Eigenfunk- 
tionen)  qui  comprennent  les  développements  connus  en  séries  trigonométriques,  fonc- 
tions de  Bessel,  de  Lamé,  de  Sturm,  fonctions  sphériques  comme  cas  particuliers.  Il 
parvient  d'ailleurs  à  donner  les  conditions  nécessaires  et  suflSsantes  pour  l'existence  de 
fonctions  spéciales  en  nombre  illimité.  U  faut  noter  comme  caractéristique  de  U  manière 
de  M.  Hilbert,  que  son  mode  d'exposition,  en  même  temps  qu'il  met  en  évidence  les 
idées  mères  de  la  recherche,  fournit  avec  une  grande  pénétration  les  éléments  d'une 
démonstration  rigoureuse. 

Je  pourrais  encore  rappeler  aussi  des  recherches  sur  le  calcul  des  variatipnß  qqi 
paraissent  être  de  grande  conséquence  pour  cette  importante  discipline.  Suivant  ime 
voie  que  Weierstrass  avait  ouverte,  il  montre  qu'elle  çpaduit  à  une  simplification 
extraordinaire  du  calcul  des  variations,  en  ce  sens  que,  pour  la  démonstration  de  l'exi- 
3tence  d'une  solution,  pn  peut  éviter  le  calcul  de  la  variation  seconde  et  une  partie 
des  considérations  difficiles  qui  se  rapportent  à  la  première  variation. 

Il  faut  pourtant  que  je  termine  ces  aperçus  malheureusement  trop  fugitifs.  Ils 
montrent  en  M.  Hilbert  un  mathématicien  de  la  plus  rare  qualité,  qui  réunit  en  lui 
la  rigueur  et  l'étendue  de  l'esprit,  la  force  logique  et  un  grand  talent  d'invention^  la 
recherche  paisible  et  l'enthousiasme  ardent  pour  s^  science. 


iitnd.  Cire.  Matem.  Palermo,  tomo  XXI  (1906).  —  Sumpato  il  %6  giugno  1906. 


CIRCOLO   MATEMATICO  DI  PALERMO 

ESTRATTI  DAI  VERBALI  DELLE  ADUNANZE*) 

(XI  febbraJo-a4  giugno  1906). 


ADUNANZA  DELL'ii  FEBBRAJO  1906.  [444»]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiani). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  sig.  See  ringrazia  per  la  sua  nomina. 

Biblioteca.  —  Il  Presidente  comunica  ai  Soci  che  l'Ufficio  di  Presidenza,  nel  ringraziare  il  socio 
Prof.  Torelli  per  Topera  da  lui  prestata,  gli  ha  confermato  per  l'anno  1906  i  propri  poteri  per  so- 
praintendere  a  tutti  i  servizi  inerenti  alla  Biblioteca  della  Società. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Prof.  Dr.  Jules  Molk  (Nancv)  [492]  ; 
Prof.  John  Burkitt  Webb  (Hoboken,  N.J.,  U.S.A.)  [493];  ^'  Fernando  de  Helguero  (Roma)  [494]. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

AGUGLIA  :  Sulla  superficie  luogo  dei  contatti  sta:^ionari  delle  superficie  di  un  fascio  con  quelle  di  uh 
sistema  lineare  oo3  . 


ADUNANZA  DEL  25  FEBBRAJO  1906.  [445*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiani). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  sigg.  Fredholm,  Pbttegrew  e  Schotten  ringraàano  per  le 
loro  nomine. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Dr.  Modeste-Léon-Marie  Stutvaert 
(Gand)  [495  J  ;  Dr.  Gemini  ano  Pirondini  (Parma)  [496  J  ;  Dr.  Domenico  Giordano  (Ragusa)  [497]; 
Dr.  Giuliano  Pagliero  (Torino)  I498J;  Eduardo  Varvaro  (Palenno)  [499J;  Joseph  I.  S.  Whitaker 
(Palermo)  [500J  ;  Dr.  Gino  Sestilli  (Milano)  [501J;  Gaetano  Alagona  (Palermo)  [502I  ;  Dr.  Gilb£R 
Ames  Bliss  (Princeton,  N.J.,  U.S.A.)  [503]. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

APPELL  :  Remarque  relative  à  un  mémoire  de  M.  Lucio  Silla  «  Sopra  alcutte  quistioni  di  Statica  ». 


ADUNANZA  DELL'ii  MARZO  1906.  [446*]. 

(Presidenza  del  socio  Guccia)* 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  sigg.  :  Cowley,  Pirondini,  Sestilli,  Stuyvaert  ringraziano 
per  le  loro  nomine. 

Ammissioni.— Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Prof.  Dr.  Karl  Otto  Emil  Lampe  (Berlin) 
[504I  (su  proposta  dclI'UlTicio  di  Presidenza);  Dr.  Luigi  Bosi  (Forlì)  [505];  Prof.  Dr.  Adolph  Mayer 
(Leipzig)  [506]  (su  proposta  dell'Ufficio  di  Presidenza);  Prof.  Paolo  Pizzetti  (Pisa)  [507J. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

ORLANDO  :  S uW integrazione  della  A^  in  un  parallelepipedo  rettangolo. 


*)  Pei  verbali  precedenti,  vedi:  t.  I,  pp.  x-a8,  4S'88,  x  19-156,  379-390;  l.  H,  pp.  77-96,  15a,  184-18S;  t.  Ill,  pp.  230-23$, 
273-278;  t.  IV,  pp.  63-72,  275-286;  t.  V,  pp.  279-288,  319-324;  t.  VI,  pp.  is$-i64;  t.  VII,  pp.  J7m8,  309-31^;  t-  VUI,  pp- 
i66-i68;  t.  IX,  pp.  263-272;  t.  X,  pp.  38-40;  I.  XI.  pp.  i8i-i88;  t.  XII,  pp.  3*>7-3";  «•  Xlll,  pp.  374-38o;  t.  XIV,  pp.  303-3x2. 
I.  XV,  pp.  158-160,  369-370;  t.  XVI,  pp.  2.;4-296;  t.  XVII,  pp.  X68-172,  386-389;  t.  XVHI,  pp.  199-204,  221-213,  386-5*9: 
t    XIX,  pp.  316-3x9;  t.  XX,  pp.  375-380,  381;  t.  XXI,  pp.   128,  218-220. 

Per  k  pubblicazioni  periodiche  e  non  periodiche  ricevute  in  dono  o  in  cambio  dei  Rendiconti  e  presentate  nelle  varie  adu- 
nanze,  veggasi  il  «  SuppUmtnto  ai  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo  », 
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ADUNANZA  DEL  25  MARZO  1906.  [447*]. 

(Presidenza  del  socio  Guccia). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  Bosi,  Mayer,  Study  ringraziano  per  le  loro  nomine. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Prof.  Dr.  John  Shaw  French  (Port  De- 
posit, Md.,  U.S.A.)  [508]  ;  Dr.  Oscar  Perry  Akers  (Meadville,  Pa.,  U.S.A.)  [509]  ;  Prof.  Ormond 
Stone  (Chariottesville,  Va.,  U.S.A.)  [510];  James  William  Lowber  (Austin,  Tex.,  U.S.A.)  [511]; 
Prof.  John  Francis  Travis  (Atlanta,  Ga.,  U.S.A.)  TSi^j. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

ORLANDO  :  Un' applic albione  analitica  di  un  teorema  di  Fourier. 

STUDY  :  Sugli  enH  analitici. 


ADUNANZA  DELL'8  APRILE  1906.  [448*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiani). 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori:  Prof.  Dr.  Emile  Borel  (Paris)  Tsnli 
Prof.  Dr.  Gustav  von  Escherich  (Wien)  fS  '4]  (su  proposta  dell'Ufficio  di  Presidenza);  Maurice  Fréchet 
(Paris)  [515]  ;  Prof.  Dr.  Irving  Stringham  (Berkeley,  Cai.,  U.S.A.)  [516J;  Prof.  Harry  Ellsworth 
Clifford  (Boston,  Mass.,  U.S.A.)  [517]. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

ORLANDO:  SuìV integragliene  della  A^  in  un  campo  chiuso  e  convesso. 

PEANO  :  Super  theorema  de  Cantor-Bernstein. 


ADUNANZA  DEL  22  APRILE  1906.  [449»]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiani). 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Grcolo  i  signori  :  Dr.  Karl  Ludwig  Barthels  (Honnef  a. 
Rhein)  [5x8];  Dr.  Constantin  Carathéodory  (Göttingen)  [519];  William  Ellsworth  Brooke 
(Minneapolis,  Minn.,  U.S.A.)  [520];  Charles  Hamilton  Ashton  (Lawrence,  Kan.,  U.S.A.)  I521J. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

FRÉCHET  :  Sur  quelques  points  du  Calcul  Fonctionnel. 

SBRANA  :  Sopra  certi  inviluppi  di  sfere. 

PASCAL:  Sulla  equivalenza  di  due  sistemi  di  forme  differenziali  multilineari,  e  su  quella  di  due  forme 
differenziali  complete  di  2"  ordine. 


ADUNANZA  DEL  13  MAGGIO  1906.  [450*]. 

(Presidenza  del  Presidente  Albeggiani). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  sig.  Carathéodory  ringrazia  per  la  sua  nomina. 

Riammissioni.  —  Dietro  sua  domanda,  a*  sensi  dell'Art.  9  dello  Statuto,  il  Prof.  Dr.  Cesare 
Arzelà  (Bologna)  [104]  è  riammesso  socio  del  Circolo. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Prof.  Dr.  Farle  Raymond  Hedrick  (Co- 
lumbia, Mo.,  U.S.A)  [522]  ;  Dottoressa  sig.na  Pierina  Quintili  (Roma)  [523]  ;  Prof.  Dr.  Gusztàv 
Rados  (Budapest)  [524];  Prof.  Dr.  József  Korschàk  (Budapest)  [525];  Prof.  Dr.  David  Hilbert 
(Göttingen)  [526I  (su  proposta  dell'Ufficio  di  Presidenza). 

Memorie  e  Comunicazioni. 

BIANCHI  :  Ricerche  sulla  deformazione  delle  quadriche. 

NICCOLETTI  :  Su  un  teorema  di  Kronecker  della  teoria  dei  determinanti. 

GORDAN  :  Resultante  binärer  Formen  gleichen  Grades. 
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ADUNANZA  DËL  37  MAGGIO  190e.  [451*]. 

(Presidila  del  Prettdentc  Albeggiani). 

Corf  ispondenza.— I  nuovi  soci  sigg.  Rados,  Travis  e  sig.**'  Quintili  ringraziano  per  le  loro 
nomine. 

Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  i  signori:  Dr.  Jean  Hubert  Quanjel  (Hai)  [527];  Dr.  Luigi 
Sante  Da  Rigs  (Padova)  [528];  Prof.  Dr.  Heinrich  Weber  (Strassburg)  [529]  (su  proposta  delllJf 
ficio  di  Presidenza);  Charles  Halphen  (Paris)  [530J;  Ing.  Michele  Fileti  (Roma)  [53 ij;  Profl  Dr. 
Theodor  Reye  (Strassburg)  [532]  (su  proposta  dell'Ufficio  di  Presidenza);  Dr.  Francesco  Rica  (Fi 
renze)  [533]. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

DA  RIOS  :  Sul  moto  d'un  liquido  indefinito  con  un  filetto  vorticoso  di  forma  qitàlunque. 

STÄCKEL  :  Geodätische  Linien  cmf  Polyederflàcben. 

BERZOLARI  :  SulVes tensione  del  concetto  di  tetraedri  di  MòBiUS  agli  iperspa^t. 

BURALIFORTI  :  Sui  principi  della  Meccanica, 


ADUNANZA  DEL  io  GIUGNO  1906.  [452'J. 

(PresidenxA  del  Presidente  Albeggianl). 

Corrispondenza.  —  I  nuovi  soci  sigg.  Da  Rios  e  Ricci  (F.)  ringraziano  per  le  loro  nomine. 
Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  i  signori  :  Dr.  George  Hervey  Hallett  (Lansdowne,  Pa^  U.  S.  A) 
[534];  Prof.  Dr.  Jacques  Hadamard  (Paris)  [535]. 
Memorie  e  Comunicazioni. 
GUCQA  :  Sopra  una  nuova  espressione  dell'ordine  e  della  classe  di  una  curva  gobba  algebrica. 


ADUNANZA  DEL  24  GIUGNO  1906.  [453*]. 

(Pretidenxa  del  Presidente  Albeggianl). 

Corrispondenza.  —  Il  nuovo  socio  sig.  Reye  ringrazia  per  la  sua  nomina. 
Riammissioni.  —  Dietro  loro  domanda,  ai  sensi  dell'Art.  9  dello  Statuto,  il  Prof.  Dr.  Giuuo  Laz- 
ZERi  (Livorno)  [107J  e  il  Prof.  Dr.  Carlo  Severini  (dtania)  [246]  sono  riammessi  sod  del  Qrcolo. 
Ammissioni.  —  Sono  eletti  soci  del  Circolo  i  signori  :  Joseph  Henry  Maclagan-Wedderburn 

(Kirriemuir,  Scotland)  [336];  Prof.  Paul  Mansion  (Gand)  [5371;  Marchese  Nicolò  Jacona  Cuccia 
Della  Motta  (Palermo)  [538J;  Conte  Pietro  Lucchesi  Palli  (Palermo)  [539J. 

Memorie  e  Comunicazioni. 

LEVI  (Beppo)  :  Sul  principio  di  Dirichlet. 
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I  Separi:  e.  ut  SIMONE,  L  P.  GUERRA. 


SOPRA  UNA  NUOVA  ESPRESSIONE  DELL'ORDINE  E  DELLA  CLASSE 
DI  UNA  CURVA  GOBBA  ALGEBRICA. 

Nou  di  G.  B.  Qu  coi  a  (Palermo). 


Adunanza  del  io  giugno  1906. 


In  due  Note  comunicate  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  *)  ho  mostrato  che 
grinvarianti  projettivi  :  ordine  e  classe  di  una  curva  algebrica  piana,  nonché  di  una  su- 
perficie algebrica,  potevano  esprimersi  come  rapporti  anartnonici  di  quattro  elementi  di 
una  forma  fondamentale  di  prima  specie.  Farò  qui  notare  che  la  stessa  proprietà  com- 
pete alle  curve  gobbe  algebriche  (e,  per  dualità,  alle  superficie  sviluppabili). 

Sia  data  nello  spazio  una  curva  gobba  algebrica,  C,  qualunque,  debordine  n  e 
della  classe  r.  Fissiamo  ad  arbìtrio  nello  spazio:  i°  una  retta  R^;  2°  un  piano  11^, 
non  passante  per  R^ .  Indichiamo  con  : 

0  il  punto  d'incontro  della  retta  R^  col  piano  11^; 

K^^L^  il  cono  di  vertice  0  prospettivo  alla  curva  data  C;  ossia  il  cono,  dell'or- 
dine n  e  della  classe  r:  1°  Itwgo  delle  rette  che  dal  punto  0  vanno  ai  punti  di  C; 
2°  inviluppo  dei  piani  passanti  per  0  e  per  le  tangenti  di  C. 

Siano  : 


n,  il  piano  tangente  lungo  R^  al  cono- 
luogo,  unico,  del  fascio  di  coni  (TiT,,  II*), 
che  passa  per  R^; 

IIj  il  piano  polare  della  retta  R^  ri- 
spetto al  cono-luogo  K^. 

Un  quarto  piano,  H^,  sarà  determi- 
nato mercè  la  costruzione  seguente  :  Il  fa- 
scio di  coni  (K^j  ^J  (dove  ^^  denota  il 
gruppo  di  «'piani  determinati  dalla  retta 
R^  insieme  a  ciascuna  delle  «  generatrici 
del  cono-luogo  K^  che  giacciono  nel  piano 
n,)  contiene  un  cono,   il  quale  si   scinde 


R^  la  generatrice  di  contatto  in  n^  del 
cono-inviluppo,  unico,  della  schiera  di  coni 
(i^,  J?^),  che  è  tangente  a  11^; 

R^  la  retta  polare  del  piano  n,  ri- 
spetto al  cono-inviluppo  L^. 

Una  quarta  retta,  R^^  sarà  determi- 
nata mercè  la  costruzione  seguente:  La 
schiera  di  coni  (i^,  Vj  (dove  W^  denota 
il  gruppo  di  r  rette  determinate  dal  piano 
n^  insieme  a  ciascuno  degli  r  piani  tangenti 
del  cono-invUuppo  L^  che  passano  per  la  ret- 
ta R^)  contiene  un  cono,  il  quale  si  scinde 


*)  Un  ihéorènu  sur  ìes  .courhts  algébriques  planes  d'ordre  n  [G)mptes  Rendus,  t.  CXLII  (i*'  seme" 
strc  1906),  pp.  1256-1259  (séance  du  5  juin  1906)];  Un  théorème  sur  les  surfaces  algébriques  d'ordre  n 
[Ibid.,  id.  (séance  du  25  juin  1906)].  [»j  giugno  1906]. 
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SUR  QUELQUES  POINTS  DU  CALCUL  FONCTIONNEL; 
Par  M.  Maurioe  Fréohet  (Paris)  •). 


Adunatila  del  as  aprile  1906. 


INTRODUCTION. 


I.  On  s'accorde  assez  généralement  à  considérer  un  nombre  y  comme  fonction  de 
la  variable  x,  quand  à  toute  valeur  numérique  de  x  correspond  une  valeur  bien  déter- 
minée de  y.  Lorsqu'on  impose  à  cette  correspondance  certaines  conditions  de  continuité, 
dérivation,  etc.,  on  obtient  des  classes  de  fonctions  jouissant  de  propriétés  précises.  C'est 
l'étude  de  ces  propriétés  qui  constitue  le  principal  objet  de  l'Analyse  moderne. 

La  notion  de  fonction  ainsi  comprise  a  été  progressivement  étendue  dans  plusieurs 
direaions  (par  exemple  en  ce  qui  concerne  l'uniformité)  et  en  particulier  au  point  de 
vue  de  ce  qu'on  doit  prendre  pour  variable.  Depuis  longtemps,  on  a  considéré  des 
fonctions  de  deux,  de  trois,  ou  même  de  n  variables  numériques.  Les  autres  générali- 
sations sont  plus  récentes.  Ainsi,  M.  Le  Roux  a  été  amené  à  étudier  les  fonctions  dont 
la  valeur  dépend  non  plus  de  n,  mais  d'une  suite  infinie  de  variables  indépendantes 
(xviii)  **).  MM.  Volterra  (xv)  et  Arzelà  (v)  paraissent  avoir  été  les  premiers  à  étu- 
dier systématiquement  les  fonctions  dont  la  valeur  dépend  de  la  position  et  de  la  forme 
d'une  ligne  variable.  M.  Hadamard  (xi)  a  considéré  une  classe  particulière  de  fonc^ 
rions  dont  la  variable  est  la  forme  d'une  fonction  ordinaire. 

Nous  nous  placerons  dans  ce  Mémoire  à  un  point  de  vue  tout  à  fait  général  qui 
embrasse  ces  différents  cas. 

Pour  cela,  nous  dirons  qu'une  opération  fonctionnelle  U  est  définie  dans  un  en- 
semble E  d'éléments  de  nature  quelconque  (nombres,  courbes,  points,  etc.)  lorsqu'à  tout 
élément  A  de  E  correspond  une  valeur  numérique  déterminée  de  U:  U(^A).  La  re- 
cherche des  propriétés  de  ces  opérations  constitue  l'objet  du  Calcul  Fonctionnel. 


*)  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Pans  pour  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  Sciences. 
*^  Les  chif&es  romains  renvoient  à  la  bibliographie  rejetée  à  la  fin  du  Mémoire. 
itmi.  Grt,  MûUm,  FëUrmo,  u  XXII  (1906)*  -"  StampAto  U  a8  màggio  1906.  1 
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Le  prisent  travail  est  une  premure  tentative  pour  établir  systématiquement  quelques 
principes  fondamentaux  du  Calcul  Fonctionnel  et  les  appliquer  ensuite  à  certains  exemples 
concrets, 

2.  Dans  ce  but,  il  a  d'abord  fallu  généraliser  la  théorie  des  ensembles  linéaires  qui 
a  fait  faire  tant  de  progrès  à  celle  des  fonctions  d'une  variable.  On  pourrait  objeaer  que 
pendant  longtemps  la  théorie  des  fonctions  a  pu  se  passer  de  la  considération  des  en- 
sembles ponctuels.  Mais  Tétude  préalable  des  ensembles  s'impose  avec  bien  plus  de 
force  dans  le  Calcul  Fonctionnel.  Rien  en  effet  (au  début,  du  moins)  ne  vient  jouer, 
dans  le  Calcul  Fonctionnel,  le  rôle  de  l'intervalle  dont  la  considération  a  suflS  pendant 
si  longtemps  aux  analystes  pour  la  théorie  des  fonctions. 

L'utilité  de  cette  étude  préalable  des  ensembles  étant  admise,  une  difficulté  se  pré- 
sentait. La  première  généralisation  qu'il  était  naturel  de  se  proposer  est  celle  de  la  notion 
de  fonction  continue.  Or,  si  on  veut  l'étendre  à  des  opérations  dont  la  variable  soit  un 
élément  de  nature  quelconque,  il  faut  d'abord  savoir  ce  que  l'on  doit  entendre  par  élé- 
ments voisins  ou  par  limite  d'une  suite  d'éléments.  Cela  parait  impossible  :  on  a  l'ha- 
bitude de  donner  une  définition  spéciale  de  la  limite  pour  chacune  des  catégories  d'é- 
léments considérés  jusqu'ici  :  points,  courbes,  etc.  J'ai  tourne  la  difficulté  par  une  mé- 
thode analogue  à  celle  qui  permet  dans  la  théorie  des  groupes  abstraits  de  raisonner 
sur  un  mode  de  composition  non  défini  explicitement. 

Après  avoir  développé  ce  point  de  vue,  je  remarque  que  presque  toutes  les  défi- 
nitions classiques  de  la  limite  (mais  non  toutes)  peuvent  se  traduire  de  la  manière  sui- 
vante :  Pour  la  catégorie  d'éléments  considérée,  on  peut  faire  correspondre  à  tout  couple 
d'éléments  A,  5,  un  nombre  (^Ay  E)  ^  o,  ayant  des  propriétés  très  analogues  à  celles 
de  la  distance  de  deux  points  et  tel  que  :  i°  5  coïncide  avec  A  si  (^,  B)  =z  o  et 
2°  B  tend  vers  A  si  (-/4,  5)  tend  vers  zéro.  En  adoptant  cette  hypothèse  moins  géné- 
rale, mais  cependant  très  étendue,  on  obtient  des  résultats  plus  précis  et  plus  nombreux. 

La  voie  que  nous  venons  d'indiquer  nous  a  conduit  à  la  generalisation  de  presque 
tous  les  théorèmes  sur  les  ensembles  linéaires  et  sur  les  fonctions  continues  {du  moins,  de 
ceux  qu'on  peut  énonur  d'une  manière  indépendante  de  la  nature  des  éléments  que  Von 
considère). 

Il  fallait  d'abord  voir  comment  transformer  les  énoncés  des  théorèmes  pour  qu'ils 
conservent  un  sens  dans  le  cas  général.  Il  fallait  ensuite,  soit  transcrire  les  démonstra- 
tions dans  un  langage  plus  général,  soit,  lorsque  cela  n'était  pas  possible,  donner  des 
démonstrations  nouvelles  et  plus  générales.  Il  s'est  trouvé  que  les  démonstrations  que 
nous  avons  ainsi  obtenues  sont  souvent  aussi  simples,  et  quelquefois  même  plus  sim- 
ples, que  les  démonstrations  particulières  qu'elles  remplaçaient.  Cela  tient  sans  doute  à 
ce  que  la  position  de  la  question  obligeait  à  ne  faire  usage  que  de  ses  particularités 
vraiment  essentielles.  D'ailleurs,  nous  n'avons  eu  besoin  dans  cette  Première  Partie  que 
des  notions  les  plus  élémentaires  (en  dehors  de  la  définition  et  des  propriétés  de  la 
puissance  d'un  ensemble). 

Dans  la  Seconde  Partie  nous  avons  appliqué  les  résultats  généraux  ainsi  obtenus. 
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à  diverses  catégories  d'éléments,  chacune  d'une  nature  déterminée.  La  seule  difficulté 
consistait  à  montrer  que  chacune  de  ces  catégories  se  trouvait  répondre  aux  conditions 
générales  nécessaires  pour  la  validité  des  théorèmes  de  la  Première  Partie.  Cela  fait, 
il  ne  restait  plus  qu'à  énoncer  ces  théorèmes  dans  chaque  cas.  Nous  attirons  en  particu- 
lier l'attention  sur  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  «  l'écart  »  de  deux  courbes, 
de  deux  fonctions  holomorphes,  etc.  Il  semble  que  ce  soit  par  ce  seul  moyen  qu'on 
puisse  (en  généralisant  ainsi  la  notion  d'intervalle)  s'affranchir  un  peu  de  la  considé- 
ration des  ensembles. 

Chemin  faisant,  nous  avons  précisé  la  définition  de  deux  courbes  et  complété  un 
théorème  important  de  M.  Arzelà  sur  les  ensembles  «  compacts  »  de  courbes. 

D'ailleurs  une  table  des  matières  indique  en  détail  les  divisions  adoptées. 

J'ose  espérer  que  les  propositions  nouvelles  que  j'ai  pu  obtenir  dans  le  cas  des 
courbes  par  exemple,  justifieront  l'utilité  des  considérations  générales  dont  je  les  ai  dé- 
duites. Mais  si  la  preuve  restait  à  faire  de  cette  utilité  pour  les  applications,  elle  résul- 
terait manifestement  de  l'usage  qui  a  été  déjà  fait  des  cas  particuliers  classiques;  par 
exemple  par  M.  Arzelà  en  ce  qui  concerne  les  ensembles  de  fonctions  (vi,  viii)  et  par 
M.  Le  Roux  pour  l'espace  à  une  infinité  de  dimensions  (xix). 

3.  Pour  plus  de  netteté,  les  propositions  que  je  crois  nouvelles  sont  les  seules  im- 
primées en  italiques.  Quelques-unes  d'entre  elles  ont  d'ailleurs  été  déjà  présentées  à  l'A- 
cadémie des  Sciences  les  21  Novembre  1904,  2  Janvier,  27  Février,  20  Mars  et  27 
Novembre  1905,  ou  publiées  sous  une  autre  forme  dans  une  Note  des  Transactions  of 
the  American  Mathematical  Society  (xxvii).  Enfin,  pour  ne  pas  être  trop  long,  j'ai  laissé 
de  côté  des  recherches  se  rapportant  à  d'autres  parties  du  Calcul  Fonctionnel  et  que 
j'avais  publiées  ailleurs  (xxvii). 

Je  ne  veux  pas  terminer  cette  Introduction  sans  exprimer  la  reconnaissance  que 
je  garde  à  mes  maîtres  pour  les  encouragements  qu'ils  n'ont  cessé  de  me  donner.  Je 
dois  remercier  tout  particulièrement  M.  Hadamard  qui  a  bien  voulu  s'intéresser  au 
développement  de  ce  travail  et  dont  les  précieuses  remarques  m'ont  amené  à  en  per- 
fectionner en  bien  des  points  la  rédaction. 
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pait  séparément  les  théories  des  groupes  de  mouvements,  de  substitutions,  de  transfor- 
mations, etc.,  où  chaque  catégorie  d'éléments  donnait  lieu  à  un  mode  de  composition 
parfaitement  défini,  mais  dont  la  définition  variait  d'une  catégorie  à  l'autre.  On  ne  put 
arriver  à  une  théorie  commune  qu'en  s' abstenant  de  donner  une  définition  générale  de 
ce  mode  de  composition,  mais  en  recherchant  les  conditions  communes  aux  définitions 
particulières  et  en  ne  retenant  que  celles  qui  étaient  indépendantes  de  la  nature  des 
éléments  considérés  (xxiv).  C'est  aussi  d'après  le  même  point  de  vue  qu'on  a  été  amené 
à  simplifier  l'étude  des  forces,  des  vitesses,  des  rotations,  etc.,  en  les  faisant  précéder 
d'une  théorie  des  vecteurs.  Cette  idée  se  retrouve  un  peu  modifiée  dans  l'usage  qui  tend 
à  se  répandre  des  définitions  «  descriptives  »  particulièrement  préconisées  par  M.  Drach 
(xxi).  Telles  sont,  par  exemple,  les  définitions  de  la  mesure  d'un  ensemble  qui  ont  été 
proposées  par  M.  Borel  *)  et  M.  Lebesgue  (iv,  page  102);  la  définition  de  l'aire  in- 
troduite par  M.  Hadamard  dans  ses  Leçons  de  Géométrie  Élémentaire  (Armand  Colin, 
1898),  etc.  Mais  il  y  a  cette  difiérence  que  dans  la  définition  «  descriptive  »  on  énonce 
des  propriétés  caractéristiques  de  l'être  que  Von  veut  définir  (rv).  Au  contraire,  dans  la 
théorie  des  groupes  abstraits,  le  mode  de  composition  est  supposé  défini  à  l'avance  dans 
chaque  cas  particulier;  mais  on  ignore  volontairement  cette  définition  pour  ne  retenir 
que  certaines  conditions  générales  qu'elle  remplit  mais  qui  ne  la  déterminent  pas. 

En  procédant  ainsi,  U  arrive  que  certaines  démonstrations  sont  rendues  plus  difl5- 
ciles  puisqu'on  se  prive  d'une  représentation  plus  concrète.  Mais  ce  que  l'on  perd  ainsi, 
on  le  regagne  largement  en  se  dispensant  de  répéter  plusieurs  fois  sous  des  formes  dif- 
férentes les  mêmes  raisonnements.  On  y  gagne  souvent  aussi  d'apercevoir  plus  nette- 
ment ce  qui  dans  les  démonstrations  était  véritablement  essentiel  et  de  les  simplifier 
ainsi  en  les  débarrassant  de  ce  qui  ne  tenait  qu'à  la  nature  propre  des  éléments  con- 
sidérés. C'est  ce  que  nous  allons  essayer  de  faire  pour  le  Calcul  Fonctionnel  et  en  par- 
ticulier pour  la  théorie  des  ensembles  abstraits. 

7.  Si  l'on  examine  avec  soin  les  diverses  définitions  classiques  de  la  limite  d'une  suite 
de  nombres  ou  d'une  suite  de  points  ou  d'une  suite  de  fonctions,  etc.,  on  remarque 
immédiatement  que  toutes  ces  définitions  satisfont  à  deux  conditions  I  et  II  que  l'on 
peut  énoncer  indépendamment  de  la  nature  des  éléments  considérés.  Ce  sont  ces  condi- 
tions qui  nous  suiBSront  tout  d'abord  pour  généraliser  certaines  propositions  de  la  Théo- 
rie des  Fonctions. 

Dorénavant,  nous  nous  limiterons  donc  à  Y  étude  des  ensembles  tirés  d^une  classe  (L) 
d'éléments  de  nature  quelconque  mais  satisfaisant  aux  conditions  suivantes:  on  sait  di- 
stinguer si  deux  éléments  de  la  classe  (JS)  sont  distincts  ou  non.  De  plus,  on  a  pu  donner 
une  définition  de  la  limite  d'une  suite  d'éléments  de  la  classe  (JS).  Nous  supposons  donc 
qu'étant  choisie  au  hasard  une  suite  infinie  d'éléments  (distincts  ou  non)  de  la  classe  (L), 
on  puisse  dire  d'une  façon  certaine  si  cette  suite  -4^ ,  -4^ , . . . ,  -4^ , . . .  a  ou  non  une  limite 


*)  «Dans  tous  les  cas,  elle  procède  de  la  même  idée  fondamentale:  définir  les  éléments  nouveaux 
«  que  l'on  introduit  à  Taide  de  leurs  propriétés  essentielles,  c'est-à-dire  de  celles  qui  sont  strictement  in- 
«  diq>eiisables  pour  les  raisonnements  qui  doivent  suivre  »  (i,  page  48). 
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A  (d'ailleurs  unique).  Le  procédé  qui  permettra  de  donner  la  réponse  (autrement  dit  k 
définition  de  la  limite)  est  d'ailleurs  absolument  quelconque,  assujetti  seulement  à  satisfaire 
aux  conditions  I  ^  Il  dont  nous  avons  parlé  et  qui  sont  les  suivantes  : 

I)  Si  chacun  des  éléments  de  la  suite  infinie  A^j  A^j  . . . ,  A^^  ...  est  identique  i 
un  même  élément  A,  la  suite  a  certainement  une  limite  qui  est  A. 

n)  Si  une  suite  infinie  A^^  ^, , . . . ,  ^^ ,  . . .  a  une  limite  A^  toute  suite  d'éléments 
de  la  première  suite  pris  dans  le  même  ordre  :  -4«, ,  An^  >  •  •  •  j  A»^ ,  , . .  (les  nombres 
entiers  n, ,  n,,  . . . ,  ».  iront  donc  en  croissant)  a  une  limite  qui  est  aussi  A. 

8.  Les  diflnitions  usuelles  de  la  théorie  des  ensembles  ponctuels  itendues  aux  ensembles 
abstraits.  —  Il  nous  est  actuellement  possible,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes 
placés,  de  généraliser  les  définitions  qui  sont  ordinairement  adoptées  dans  la  théorie  des 
ensembles  ponctuels. 

Nous  considérons  donc  un  ensemble  quelconque  E  d'éléments  d'une  classe  (Z,)  où 
Ton  sait  définir  conformément  aux  conditions  I  et  II,  la  limite  d'une  suite  d'éléments. 

Nous  dirons  qu'un  élément  -4  de  la  classe  (L)  est  un  élément  limite  de  E  lorsqu'il 
existe  une  suite  infinie  d'éléments  de  E:  A^j  A^j  ,..jA^j ...  qui  sont  distinas  et  tendent 
vers  A.  Nous  appellerons  ensemble  dérivé  d'un  ensemble  E  et  nous  désignerons  par  li 
notation  £"'  l'ensemble  des  éléments  limites  de  E.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  est  fermé 
lorsqu'il  contient  son  ensemble  dérivé  ;  qu'il  est  parfait  lorsqu'il  coïncide  avec  son  dérivé. 
Enfin,  considérant  un  ensemble  donné  H  comme  ensemble  fondamental,  nous  dirons 
qu'un  élément  A  d'un  ensemble  quelconque  JE",  fomié  d'éléments  de  i/,  est  intérieur  à 
E  au  sens  étroit  lorsque  A  est  un  élément  de  E  qui  n'est  limite  d'aucune  suite  d'élé- 
ments distincts  A^j  A^j  . . .  ,  A^^  ....  appartenant  à  H  sans  appartenir  à  E. 

Ces  définitions  sont  usuelles  dans  le  cas  particulier  des  ensembles  ponauels.  Nous 
introduirons  encore  avec  M.  Lindelof  (ii,  page  4)  la  notion  d'élément  de  condensation 
d'un  ensemble.  Mais  nous  donnerons  une  définition  différente  de  la  sienne  (qui  ne  se 
prête  pas  à  la  généralisation  actuelle),  quoique  équivalente  dans  le  cas  où  il  se  place, 
celui  des  ensembles  ponauels.  Nous  appellerons  élément  de  condensation  d'un  ensemble 
jE,  un  élément  limite  de  E  qui  est  aussi  un  élément  limite  de  tout  ensemble  obtenu 
en  supprimant  de  E  une  infinité  dénombrable  (11,  page  2)  d'éléments.  On  voit  qu'un  en- 
semble ne  peut  donner  lieu  à  un  élément  limite  que  s'il  possède  une  infinité  d'éléments 
distincts  et  qu'un  ensemble  ne  peut  donner  lieu  à  un  élément  de  condensation  que  s'il 
possède  une  infinité  non  dénombrable  d'éléments. 

9.  Les  ensembles  compacts. — Nous  verrons  par  la  suite  qu'il  y  a  utilité  à  introduire 
une  nouvelle  notion,  celle  d'ensemble  compact  qui  joue  le  même  rôle  dans  la  théorie 
des  ensembles  abstraits  que  la  notion  d'ensemble  limité  dans  la  théorie  des  ensembles 
ponctuels.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  est  compact  lorsqu'il  ne  comprend  qu'un  nom- 
bre fini  d'éléments  ou  lorsque  toute  infinité  de  ses  éléments  donne  lieu  à  au  moins 
un  élément  limite  *).  Lorsqu'un  ensemble  est  à  la  fois  compact  et  fermé  nous  l'appel- 


•)  Voir  plus  loin  un  exemple  d'ensemble  compact  (o9  86)  et  d'enAcmblc  non  compact  (n®  85). 
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lerons  ensemble  extremal;  cette  dénomination  se  justifiera  plus  loin  (p?  ii).  Le  rôle 
de  l'ensemble  extremal  dans  la  théorie  des  ensembles  abstraits  est  assez  semblable  à 
celui  de  l'intervalle  dans  la  théorie  des  ensembles  linéaires.  Il  y  a  aussi  une  grande 
analogie  entre  les  ensembles  compacts  et  les  ensembles  limités  ponctuels.  Cette  analo- 
gie est  mise  en  évidence  par  les  remarques  suivantes  qui  résultent  immédiatement  de 
la  définition:  Tout  ensemble  contenant  un  ensemble  non  compact  est  non  compact.  Toute 
partie  d'un  ensemble  compact  est  compacte.  Tout  ensemble  formé  d'un  nombre  fini  d'ensembles 
compacts  est  un  ensemble  compact.  L'analogie  se  retrouvera  d'ailleurs  constamment  par 
la  suite. 

Si  on  considhre  une  suite  d'ensembles  E^,  J?^ ,  . . .  ,  f^ ,  ...  formés  d'éléments  d'un 
même  ensemble  compact  E,  chacun  fermé,  contenu  dans  le  précédent  et  possédant  au  moins 
un  élément,  il  y  a  nécessairement  un  élément  commun  à  tous  ces  ensembles. 

En  effet,  il  y  a  au  moins  un  élément  M^  dans  E^ ,  M^  dans  E^ ,  etc.  S'il  y  a  une 
infinité  d'éléments  distincts  dans  la  suite  Af^,  M^,  . . .  ,  soient  M„j,  M„^,  . . .  ceux-ci. 
L'ensemble  E  étant  compact,  cette  dernière  suite  a  au  moins  un  élément  limite  M; 
comme  elle  est  contenue  dans  En^  à  partir  de  M«  ,  M  sera  un  élément  limite  de  £„  et 
par  conséquent  apprendra  à  l'ensemble  fermé  E„p.  Ainsi  M  appartient  à  En^  et  par  suite 
à  jE,  ,£",,... ,  Enp'  Comme  cela  a  lieu  quelque  soit  /),  il  en  résulte  que  M  est  commun 
à  tous  les  ensembles  JE"^ ,  J?^ ,  . . .  Si,  au  contraire,  il  n'y  a  dans  la  suite  M^ ,  M^ ,  . . . 
qu'un  nombre  fini  d'éléments  distincts,  c'est  qu'il  y  a  au  moins  un  élément  M  qui  est 
répété  une  infinité  de  fois  dans  cette  suite,  soit  M^Mn^^^Mr,^^  ....  Alors  M  est 
contenu,  quelque  soit  /),  dans  Enp  et  par  suite  dans  £", ,  f^ ,  . . . ,  JE"«^.  Il  est  donc  commun 
à  tous  les  ensembles  £, ,  £, ,  . . .  ,  jE"^  ,  ...  *). 

Les  opérations  continues. 

IO.  n  nous  est  maintenant  possible  de  définir  la  continuité  d'une  fonction  dans  un 
ensemble  abstrait.  Nous  dirons  qu'une  opération  fonctionnelle  V  uniforme  dans  un 
ensemble  E  d'éléments  d'une  classe  (L)  est  continue  dans  £",  si,  quel  que  soit  l'élément 
^  de  £  limite  d'une  suite  d'éléments  A^^  A^j  . . .  ,  ^^ ,  ...  de  £,  on  a  toujours  : 

V{A)  =  lim  FdA,). 

NwOO 

Au  contraire,  nous  ne  pouvons  pas  encore  généraliser  la  notion  de  continuité  uni- 
forme. Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  l'introduire  en  considérant  des  classes 
d'éléments  moins  générales  que  la  classe  (L)  (voir  n°  47). 

II.  Nous  généraliserons  d'abord  un  résultat  indépendant  de  la  notion  de  continuité 


•)  La  démonstration  précédente  est  un  exemple  caractéristique  du  genre  de  démonstration  que  nous 
emploierons  constamment  par  la  suite.  Toutes  les  fois  que  nous  aurons  affaire  à  un  ensemble  extremal, 
nous  aurons  toujours  à  extraire  une  suite  d'éléments  de  l'ensemble,  tendant  vers  un  élément  de  l'en- 
semble. Pour  se  rendre  compte  de  la  transformation  qu'il  faut  effectuer  sur  les  démonstrations  ordi- 
naires relatives  aux  ensembles  ponctuels,  voir  la  démonstration  correspondante  de  M.  Baire  (m,  page  18), 
où  il  utilise  la  division  d'un  intervalle  en  intervalles  moitiés,  ce  qui  n'est  pas  gèaéralisable. 
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et  qui  a  été  énoncé  d'abord  par  Weierstrass  pour  les  ensembles  ponctuels,  puis  par 
M.  Arzelà  pour  les  ensembles  de  courbes  *). 

THÉORèME.  —  Étant  donnée  une  opération  U  uniforme  dans  un  ensemble  extrétnd 
E,  il  existe  au  moins  un  élément  A  de  E  tel  que  la  limite  supérieure  **)  |x  (finie  ou  non) 
de  U  dans  E  soit  égal  à  la  limite  supérieure  de  U  dans  tout  ensemble  K  d'éléments  de 
E  auquel  A  est  intérieur  au  sens  étroit  [en  considérant  E  comme  l'ensemble  fondamenta 
(n»  8)]. 

Le  théorème  est  évident  si  E  ne  comprend  qu'un  nombre  fini  d'éléments  ou  si  [/ 
atteint  sa  limite  en  un  élément  déterminé  de  E. 

Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  trouver,  quel  que  soit  «,  un  élément  A^  à^  ExÀ 

que  UÇAJ^  ol^j  \  étant  égal  à  (a ,  si  |x  est  fini,  ou  à  n,  si  |x  est  infini. 

Un  même  élément  B  ne  peut  être  tel  que  t7(5)>a^  pour  une  infinité  de  valeun 
de  n,  sans  quoi  Ton  aurait  t7(5)  =  (ji,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse.  U  y  a 
donc  une  infinité  d'éléments  distincts  dans  la  suite  A^j  A^,  . . .  ,  A^^  . . .  ,  et  comme 
E  est  compact,  cette  infinité  a  au  moins  un  élément  limite  A,  En  définitive,  il  y  a 
une  suite  An^ ,  An^  ?  •  •  •  ?  extraite  de  la  première  et  qui  tend  vers  un  élément  A  de 
Ej  car  E  est  fermé. 

Je  dis  que  A  satisfait  à  la  condition  annoncée. 

En  effet,  si  K  est  un  ensemble  auquel  A  est  intérieur  au  sens  étroit,  les  éléments 
de  la  suite  ^n,,  An^y  . . .  ,  sont  tous  des  éléments  de  K  à  partir  d'un  certain  rang  q 
(sans  quoi  A  serait  limite  d'une  suite  d'éléments  de  E  n'appanenant  pas  à  UT).  Mais 
alors  la  limite  supérieure  [l^  de  U  dans  K  est  au  moins  égale  à  C7(^„)>a„  quel 
que  soit  p^q-  On  a  donc  p-^i^,  >  ^«^j  3c„    tendant  vers  (js..  D'où  j^-,  =  f^- 

Le  théorème  précédent  s'énoncerait  de  la  môme  manière  pour  la  limite  inférieure. 

On  en  déduit  immédiatement  l'important  corollaire  suivant  : 

Corollaire. —  Toute  opération  continue  dans  un  ensemble  extrémai  E:  i°  est  bornée 
dans  cet  ensemble  ;  2°  atteint  en  au  moins  un  clément  de  cet  ensemble  sa  limite  supérieure, 
et  en  au  moins  un  élément  de  cet  ensemble  sa  limite  inférieure. 

Ainsi,  lorsqu'un  ensemble  E  est  extremal,  toute  opération  continue  y  atteint  chacun 
de  ses  extrema.  C'est  cette  circonstance  qui  nous  a  fait  adopter  la  dénomination  d'en- 
semble extremal  qui  se  trouve  encore  justifiée  par  la  suite  (n°  51). 

On  peut  donner  un  corollaire  plus  étendu  en  un  certain  sens  que  le  corollaire 
précédent  en  considérant  les  opérations  semi-continues  supérieurement  ***).  Nous  dirons 


•)  Voir  v,  page  347.  M.  Arzelà  y  suppose  en  outre  que  E  est  un  ensemble  continu  au  sens  que 
j'indique  un  peu  plus  loin  (n°  12),  condition  qui  n'est  pas  nécessaire. 

•*)  On  appelle  limite  supérieure  d'un  ensemble  de  nombres,  une  quantité  a  telle  que  tout  nombre 
de  l'ensemble  soit  au  plus  égal  à  (x  et  que,  quel  que  soit  e  >  o,  il  y  ait  au  moins  un  nombre  de  l'en- 
semble supérieur  à  [x  —  e.  Lorsqu'un  tel  nombre  |a  n'existe  pas,  on  dit  que  la  limite  supérieure  est 
infinie. 

***)  Cette  définition  est  une  généralisation  de  celle  qui  a  été  proposée  par  M.  Baire  (m,  page  71) 
lour  les  ensembles  ponctuels. 
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qu'une  opération  U  uniforme  dans  un  ensemble  E  est  semi-continue  supérieurement 
dans  E  si,  quel  que  soit  l'élément  A  de  E  limite  d'une  suite  d'éléments  de  E  distincts  : 
A^,  A^j  A^,  . . . ,  A^y  ,..  y  ^(-^)  est  au  moins  égal  à  la  plus  grande  des  limites  *)  de 
la  suite  UCA,),  UdA,),  t7(^,),  ...,  t7(^J,  .... 

Corollaire.  —  Toute  opération  semi-continue  supérieurement  dans  un  ensemble  ex- 
tremal E:  i^  est  bornée  supérieurement  dans  E;  2°  atteint  en  au  moins  un  élément  de 
E  sa  limite  supérieure  **). 

La  démonstration  est  la  même  que  précédenmient  ;  mais  on  ne  peut  plus  rien 
dire  sur  la  limite  inférieure. 

12.  Théorème.  —  Si  U  est  une  opération  continue  dans  un  ensemble  continu  E,  U 
prend  en  au  moins  un  élément  de  E  toute  valeur  comprise  entre  deux  quelconques  des  va- 
leurs prises  par  U, 

J'appelle  ensemble  continu,  un  ensemble  tel  qu'étant  donnés  deux  quelconques  de 
ses  éléments  Ay  5,  on  peut  extraire  de  E  un  ensemble  F  dont  chaque  élément  cor- 
respond à  un  point  de  l'intervalle  (o,  i)  sur  un  axe  o^  et  inversement.  La  correspon- 
dance est  supposée  telle  que  si  deux  éléments  ^, ,  ^^  de  F  correspondent  à  deux 
points  t^y  t^j  A^  tend  vers  A^  quand  t^  tend  vers  t^.  Le  théorème  précédent  a  été 
démontré  pour  les  fonctions  de  lignes  par  M.  Arzelà  (v,  page  348).  Sa  démonstration 
se  généralise  inunédiatement  au  cas  actuel  et  revient  à  considérer  dans  F,  l'opération 
U  comme  une  fonction  de  t. 

Les  séries  d'opérations  continues. 

i3.  Convergence  uniforme  et  quaei-uniforme.  —  Considérons  une  suite  d'opérations 
continues  dans  un  même  ensemble  E;  soient: 

C/.,  C7.,  t/,,...,  L7.,  ... 

Lorsque  cette  suite  est  convergente  en  tout  point  de  £",  la  limite  définit  une  opé- 
ration uniforme  dans  £",  soit  U.  Il  est  souvent  utile  de  savoir  si  cette  limite  est  ou 
non  une  opération  continue  dans  E,  Il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  en  soit  toujours 
ainsi. 

Un  cas  très  général  où  l'on  est  assuré  de  la  continuité  de  t7  est  celui  où  la  con- 
vergence de  la  suite  est  uniforme.  Nous  dirons  qu'une  suite  d'opérations  quelconques 
uniformes  dans  E  converge  uniformément  dans  E  vers  une  opération  U  si,  quel  que 
soit  le  nombre  e  >  o,  on  peut  trouver  un  entier  p  tel  que  n^  p  entraîne 
\UX^)  —  t7(J)|  <  e  en  tout  élément  A  de  E. 


•)  Étant  donnée  une  suite  infime  de  nombres  m,  ,  u, ,  . . .  ,  u^  ,  . . . ,  la  plus  grande  des  limites 
de  cette  suite  est  un  nombre  X  tel  que,  quel  que  soit  e,  on  puisse  trouver  un  entier  p  de  façon  que 
Ton  ait  tt^  <  X  4-  *  pour  »  >  />  et  qu'il  existe  un  entier  m  >  p  pour  lequel  m^  >►  X  —  e.  S'il  n'y  a 
aucun  nombre  X  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  dit  que  la  plus  grande  des  limites  est  infinie. 

••)  Ce  théorème  est  utilisé  par  exemple  dans  la  recherche  des  géodésiques,  car  la  longueur  d'une 
courbe  est  une  fonction  semi-continue  inférieurement  de  la  courbe  elle-même  (n°  95).  (Voir  aussi  xvn). 

Rtmi,  Cire,  àùUtm.  PûUrmo,  t.  XXII  (1906).  •—  Sumpato  U  29  maggio  1906.  a 
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On  démontre  facilement  que  si  une  suite  d'opérations  U^j  t/^ ,  . . .  ,  continues 
dans  un  ensemble  quelconque  E  converge  uniformément  vers  une  opération  t/,  celle-ci 
est  continue  dans  E. 

i4.  Mais  la  limite  peut  être  continue  sans  que  la  convergence  soit  uniforme.  On  a 
donc  été  amené  à  chercher  une  condition  moins  restrictive  pour  la  convergence. 
M.  Arzelà  est  parvenu  à  résoudre  le  problème  par  l'introduction  de  la  convergence 
quasi-uniforme.  Sa  démonstration  assez  compliquée  ne  s'applique  qu'aux  fonctions  d'une 
variable  (ix).  Mais  M.  Borel  a  donné  ensuite  une  démonstration  plus  simple  (ii,  page 
42)  qui  se  généralise  immédiatement  aux  ensembles  d'éléments  d'une  classe  (L)  avec 
ime  légère  modification  nécessitée  par  notre  hypothèse  plus  générale. 

Nous  dirons  qu'une  suite  d'opérations  t/^ ,  t7, ,  . . . ,  t/^ ,  . . . ,  uniformes  dans  un 
ensemble  E  converge  quasi-uniformément  vers  une  opération  t/,  lorsque,  étant  donnés  le 
nombre  e  >  0  et  un  entier  quelconque  AT,  on  peut  déterminer,  une  fois  pour  toutes, 
un  entier  N'  '^N  tel  que,  à  tout  élément  A  de  £,  on  puisse  faire  correspondre  un 
entier  n^  tel  que 

N^n^^  N',        \U(iA)  -  U,^(A)\  <  e. 

Lorsqu'il  y  a  convergence  uniforme,  il  y  a  aussi  convergence  quasi-uniforme.  Dès 
lors,  le  théorème  que  nous  avons  énoncé  plus  haut  est  une  conséquence  du  suivant  : 

Lorsqu'une  suite  d'opérations  t7, ,  t/^ ,  . . . ,  t/^ ,  ...  continues  dans  un  ensemble  quel- 
conque formé  d'éléments  d'une  classe  (L)  converge  quasi-uniformément  dans  E  vers  une 
opération  U,  celle-ci  est  continue  dans  E,  La  démonstration  est  la  généralisation  directe 
de  celle  de  M.  Borel  (ii,  page  42).  Ce  théorème  admet  une  réciproque,  mais  celle-ci 
ne  s'applique  qu'à  un  ensemble  E  extremal. 

Il  suffit  de  généraliser  la  seconde  démonstration  de  M.  Borel  (ii,  page  43-44);  ce- 
pendant, pour  démontrer  qu'une  certaine  quantité  n^  déterminée  en  tout  clément  A 
de  E  est  bornée  dans  £,  il  est  impossible  de  diviser  comme  lui  en  intervalles  de  lon- 
gueurs décroissantes.  Mais  si  n^  n'est  pas  borné,  on  peut  former,  puisque  E  est  extremal, 
une  suite  d'éléments  de  E:  -4, ,  A^^  ^3,  ...  qui  tendent  vers  un  élément  de  E  et  tels 
que  nAp  tende  vers  l'infini  avec  p.  Le  reste  de  la  démonstration  s'ensuit. 

On  peut  cependant  donner  un  énoncé  de  la  réciproque  applicable  à  un  ensemble 
quelconque.  En  la  combinant  avec  le  théorème  direct,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Pour  qu'une  suite  d'opérations  t/^ ,  [7, ,  . . .  ,  t/^ ,  . . .  continues  dans  un  même  en- 
semble E  formé  d'éléments  d'une  classe  (L)  converge  vers  une  opération  contifiue  dans  jE", 
il  faut  et  il  suffit  que  cette  suite  converge  quasi-uniformément  dans  tout  ensemble  extremal 
formé  d'éléments  de  E, 

Il  suffit  de  montrer  que  si  un  élément  A  d^  E  est  limite  d'une  suite  d'éléments 
de  jE;  A^y  A^j  . . .  ,  A^j  . . .  ,  on  a  : 

M-bOO 

Or  l'ensemble  F  formé  des  éléments  Aj  A^^  A^,  . . ,  est  extremal.  On  peut  donc 
'ui  appliquer  la  réciproque  déjà  démontrée  dans  ce  cas. 

i5.  Les  opérations  également  continues,  —Considérons  une  famille^  d'opérations  con- 
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tinues  dans  un  même  ensemble  E  formé  d'éléments  d'une  classe  (L).  Dans  un  grand 
nombre  de  questions  de  l'Analyse,  il  serait  utile  de  savoir  si  la  famille  ^  est  telle  que 
de  toute  infinité  d'opérations  de  jj  distinctes,  on  peut  tirer  une  suite  t/^ ,  t/^ ,  . . .  , 
U^y  ...  qui  converge  uniformément  vers  une  limite  U  nécessairement  continue  dans 
E.  Nous  dirons  qu'une  telle  famille  ^  est  compacte. 

M.  Arzelà.  qui  a  montré  comment  le  fait  de  savoir  qu'une  famille  est  compaae 
simplifierait  bien  des  démonstrations  de  l'Analyse,  est  parvenu  à  résoudre  cette  question 
dans  le  cas  où  les  éléments  de  E  sont  des  nombres  (v,  page  i). 

Il  utilise  pour  cela  la  notion  d'égale  continuité  introduite  par  M.  Ascoli  (xxii). 
Comme  nous  nous  plaçons  à  un  point  de  vue  bien  plus  général  que  ces  deux  auteurs, 
nous  allons  donner  une  définition  de  l'égale  continuité  indépendante  de  la  notion  d'in- 
tervalle. Nous  reconnaîtrons  ensuite  qu'elle  coïncide  avec  la  définition  de  M.  Arzelà 
dans  les  ensembles  considérés  par  lui.  La  démonstration  de  M.  Arzelà  est  compliquée 
et  ne  se  généralise  pas  à  notre  point  de  vue  actuel.  Nous  donnerons  une  démonstration 
différente  dont  la  marche  générale  est  au  fond  la  même  que  celle  de  M.  Hilbert  pour 
l'existence  des  géodésiques  (xx).  Mais  M.  Hilbert  n'avait  pas  vu  que  sz  méthode  pou- 
vait  se  généraliser  beaucoup  plus  loin  que  celle  de  M.  Arzelà,  tandis  que  son  résultat 
est  au  contraire  une  conséquence  immédiate  du  théorème  de  M.  Arzelà. 

Nous  dirons  que  des  opérations  uniformes  dans  un  même  ensemble  E  formé  d'élé- 
ments d'une  classe  (L),  constituent  une  famille  J|  d'opérations  également  continues  en  A 
dans  £,  si,  étant  donné  un  nombre  e  >  o  et  une  suite  quelconque  d'éléments  de  E: 
A^j  A^j  . . .  ,  A^y  . . .  ,  ayant  pour  limite  un  élément  A  de  £*,  on  peut  trouver  un 
entier  p  tel  que  l'inégalité  n'^  p  entraine 

\U(iA)-U(AJ<z, 
quelle  que  soit  l'opération  U  de  la  famille  ^. 

Il  est  d'ailleurs  bien  entendu  que  le  nombre  p  indépendant  de  U  peut  au  contraire 

varier  avec  la  suite  A^j  A^,  ,.. ,  A^j U  résulte  immédiatement  de  la  définition,  et 

comme  il  le  fallait,  que  des  opérations  également  continues  dans  E  sont  en  particulier 
chacune  continue  dans  £.  Inversement,  si  des  opérations  en  nombre  fini  sont  conti- 
nues dans  Ey  elles  sont  également  continues  dans  E.  Mais  cette  remarque  n'est  plus 
exacte  pour  une  infinité  d'opérations  distinctes. 

Pour  arriver  au  but  que  nous  nous  sommes  proposé,  nous  démontrerons  une  sé- 
rie de  propositions  intéressantes  en  elles-mêmes,  mais  impliquant  pour  J?  et  ^  des 
hypothèses  différentes.  En  les  combinant  dans  le  cas  où  toutes  ces  hypothèses  sont 
simultanément  réalisées,  on  obtient  le  résultat  cherché. 

i6.  I*'  Lemme.  —  La  limite  U  d'une  suite  convergente  C/^,  t/^,  ... ,  [7^,  ...  d'o- 
pérations également  continues  dans  un  ensemble  JE,  est  une  opération  continue  dans 
E.  De  plus,  si  E  est  extremal,  la  convergence  est  nécessairement  uniforme  dans  E. 

En  effet,  si  on  considère  un  élément  quelconque  A  de  £",  limite  d'une  suite  d'é- 
léments de  £":  -4,,  A^j  . . .  ,  A^y  . . .  ,  on  a 

|t7/^)-t7^(JJ|<e,     pour    n>Py 
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qod  que  son  q.  Si  on  fait  croître  q  indéfiniment,  on  aura  à  la  limite 
mA) -UdA Ji^t,    pour    n>p. 

Cela  prouve  que  17  est  contìnue  en  tout  élément  A  de  E, 

De  plus,  on  voit  que  si  les  opérations  d*une  famille  ^  sont  également  continues 
dans  Ej  il  en  sera  de  même  des  opérations  de  la  famille  ^, ,  formée  par  Tensemble  de 
opérations  limites  dans  E  d*une  suite  infinie  d'opérations  de  ^  (s'il  y  en  a). 

Supposons  maintenant  que  E  soit  un  ensemble  extremal.  Si  des  opérations  égale- 
ment continues  t7, ,  f/, ,  ...  convergent  vers  une  limite  U  dans  un  ensemble  extremal 
Ey  la  convergence  est  nécessairement  uniforme.  Sans  quoi,  on  pourrait  trouver  un 
nombre  e>o  tel  que,  quel  que  soit  n,  il  y  ait  un  élément  A^  de  E  et  un  entier  p^^n 
pour  lesquels 

et  puisque  E  est  extremal,  on  peut  supposer  que  A^^  A^^  ...  tendent  vers  un  élément 
A  de  JE".  On  aura  donc: 

\VtM:)-  U{AJ  ^  |f7,.(^J-  Uf,iA)\  +  |t7(^)-  t7(^.)|  +  \U{A)-U,^iA)\. 
Puisque  Up^(A)  tend  vers  U(A)  et  que  les  opérations  t/^,  t/^,  ...  sont  également 
continues,  on  pourra  trouver  k'  et  Ä"  de  façon  que  le  dernier  terme  soit  inférieur  â 

—  pour  n  >  Ä'  et  que  les  deux  premiers  soient  inférieurs  chacun  à  —  pour  n  ]>  k". 
On  aura  donc  pour  n  >  Ä'  -}■  *"  • 

\Un{A)-UiA,)\^c. 

Nous  arrivons  donc  bien  à  une  contradiction. 

17.  2*"*  Lemme.  —  Considérons  une  suite  d'opérations  f/, ,  C7^,  ...  convergente 
dans  un  ensemble  D,  Si  ces  opérations  sont  également  continues  dans  l'ensemble  F 
formé  des  éléments  de  D  et  de  son  ensemble  dérivé  D'y  la  suite  considérée  est  aussi 
convergente  dans  F. 

Il  suflSt  de  démontrer  que  la  suite  est  convergente  en  tout  élément  A  limite  d'une 
suite  d'éléments  de  D:  A^y  A^,  . . . ,  A^y  ...  Or,  on  peut,  étant  donné  e > o,  trouver 
p  td  que: 

|C7,(^)-C7,(^J|<- 


e 

T' 

pour  ny>  py  quel  que  soit  qy  puisque  les  opérations  sont  également  continues.  Pre- 
nons une  valeur  déterminée  de  n  > /),  par  exemple  n  =  p -{- i.  Puisque  la  suite 
UXAp^^)y  U^{Ap^^)y  ...  est  convergente,  on  peut  trouver  un  entier  r  tel  que  Ton  ait: 

quel  que  soit  k. 

Alors  on  aura,  quel  que  soit  l'entier  Ä, 
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D'après  un  théorème  de  Cauchy,  cela  prouve  que  la  suite  U^  {A)y  U^  (-^),  . . . 
est  convergente. 

i8.  3*°**  Lemme.  —  Pour  que  des  opérations  continues  dans  un  même  ensemble 
extremal  E  forment  une  famille  compacte  ^j  il  faut  qu'elles  soient  également  continues 
et  bornées  dans  leur  ensemble. 

Si  ces  opérations  n'étaient  pas  bornées  dans  leur  ensemble,  il  y  en  aurait  une: 
U^  quel  que  soit  n,  dont  la  valeur  absolue  serait  supérieure  à  n  en  quelque  élément 
j4^  de  E. 

Puisque  la  famille  ^  est  compacte,  on  peut  supposer  que  17, ,  C/^ ,  ...  convergent 
uniformément  vers  ime  opération  U  continue  dans  £",  et  que  U^  ÇA^)  tend  encore  vers 
l'infini.  Alors  on  aura 

\UXA)\  ^  WXA,)  -  UdAJ  -I-  lUiAJ. 
Lorsque  n  croît  indéfiniment,  le  premier  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro; 
le  second  reste  fini  puisque  U  est  une  opération  continue  dans  un  ensemble  extremal 
(n°  II),  n  est  donc  impossible  que  le  premier  membre  croisse  indéfiniment. 

De  même,  si  les  opérations  de  ^  n'étaient  pas  également  continues,  on  pourrait 
trouver  une  suite  d'éléments  de  £":  -^, ,  -4^ ,  . . . ,  tendant  vers  un  élément  A  de  £,  et  un 
nombre  e  tels  que,  quel  que  soit  n,  il  existe  une  opération  de  JJ^:  U^  et  un  entier 
Pn^  ^  pour  lesquels  : 

\U,(A)-U,iA,J\>z. 

Conune  la  famille  ^  est  compacte,  on  peut  dire  en  somme  qu'il  existe  une  suite 
d'éléments  de  E:  A[j  A[j  ...  tendant  vers  un  élément  A  de  £,  et  une  suite  d'opéra- 
tions de  ^  :  CT  ,  LT ,  ...  qui  convergent  uniformément  vers  une  opération  U,  de  façon 
que  l'on  ait: 

(D  suflSt  d'extraire  convenablement  ces  deux  suites  des  suites  Ap^y  Ap^,  ...  et  [7, ,  t/^,  ...). 
Mais  alors: 

\U'M)  -  VÄOl  ^  lUCK)  -  U:(A:)\  +  lU'SA)  -  U(iA)\  +  \U(iA)-  UdA'J 

et,  prenant  n  assez  grand,  on  voit  comme  précédenmient  qu'on  pourra  rendre  le  second 
membre  inférieur  à  e,  d'où  la  contradiction  annoncée. 

Afin  d'arriver  au  théorème  général,  j'énoncerai  ime  dernière  proposition  qui  est 
démontrée  plus  loin  sous  une  autre  forme  (n°  66y 

Si  l'on  considère  pour  chaque  valeur  entière  de  n,  une  suite  infinie  S^  de  nombres 
Xj"^,x^"^,  ...  x^^\  . . .  ,  compris  pour  chaque  valeur  de  /),  quel  que  soit  n,  entre  deux 
nombres  fixes  X^  et  |jl  ,  on  peut  extraire  de  la  suite  5, ,  5^,  ...  une  suite  Sn^,  Sn^y  ... 
d'indices  croissants  tels  que  x^pt^  tende  vers  une  limite  x^ ,  quel  que  soit  le  nombre  fixe 
p  quand  n    croît  indéfiniment. 

19.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'énoncer  le  théorème  général  suivant: 

Thìorìme.  —  Pour  que  des  opérations  continues  dans  un  mime  ensemble  extremal 
E  formé  d'éléments  d'une  classe  (L),  qui  appartiennent  à  un  mime  ensemble  dénombrable 
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/J  (m  a  um  derivi  ff,  forment  um  famüU  cûmpacU  ^,  il  faut  et  il  süßt  que  Its  api- 
fa$umi  éU  ^  anent  igaUment  umtinuti  et  hornus  dans  leur  ensemble  en  tout  élément  àt  E. 

la  Cfpndttkm  est  ntcoêmt  d'après  le  dernier  Lemme.  Pour  démoatrer  qu*dle  est 
m^itânttf  il  ftuffit  de  démontrer  que,  de  toute  suite  infinie  d'opérations  de  ^  :  (7, ,  {/^ ,  . . . 
on  ptut  txumt  une  suite  qui  converge  uniformément  dans  E  vers  une  opération  qui 
«rra  tàuêftmtment  continue  dans  E. 

tin  effet,  appelons  A^^  A^^  ...  la  suite  des  éléments  de  l'ensemble  dénombrable  D 
€t  a/rmdér(m%  la  suite  5.  de»  nombres  x***  =  î/,(^,),  . .  - ,  ^/'  =  ^.(-^^)>  ••• 
Ptmque  k%  opérations  de  ^  sont  bornées  dans  leur  ensemble  en  tout  élément  de  Dj 
Uê  mmtbrc^  V*'  sont,  pour  chaque  valetu-  de  p,  compris,  quel  que  soit  n,  entre  deux 
fumthrtê  fixeft  i.  et  p...  D'après  la  dernière  proposition  que  nous  avons  rappelée,  on 
fM/grra  d//nc  extraire  de  la  suite  5, ,  S,,  ...  une  suite  S«, ,  S«^,  ...  d'indices  croissants, 
idle  que  X.*f'  -  U^  (À  )  converge  vers  une  certaine  limite  x^  et  cela  quel  que  soit  p. 
Cda  veut  dire  qu'on  peut  extraire  de  b  suite  t/^ ,  [7, ,  ...  une  suite  d'opérations 
^t,f  '^•i  f  "  '  f  ^«f  >  "  •  convergente  en  tout  élément  de  D. 

iy2prk»  le  deuxième  I-emme,  cette  suite  d'opérations  sera  aussi  convergente  en  tout 
^U*ttmii  de  //;  d'après  le  premier  Lemme  la  convergence  sera  uniforme,  et  par  suite 
la  linute  a>ntinue  dans  E. 

I*'*  K^MAïujtUH.  —  Si  l'on  ne  suppose  plus  que  l'ensemble  E  est  extremal,  la  démon- 
f^îrniUm  precludente  prouve  encore  quelque  chose.  Elle  prouve  que  si  les  opérations  de  ^ 
mmi  également  awitînucs  et  bornées  dans  leur  ensemble  en  tout  élément  de  E  ^  D  -{-  D\ 
tm  pfPurrA  extraire  de  toute  infinité  d'opérations  de  ^  une  suite  qui  tend  vers  une  opé- 
ration umtUiUt.  duii»  li.  Mai»  on  ne  saura  pas  si  la  convergence  est  uniforme.  D'ail- 
li'uro,  (PU  \itm  cher  den  exemples  où,  dans  ces  conditions,  la  convergence  est  non  uni- 
intwr,  \i\\t  ftrru  toujour»  uniforme  dans  tout  ensemble  extremal  contenu  dans  E, 

»*♦***•  l(l',MA«(;ni'..—  Il  pourrait  sembler  que  la  condition  JE"  ^  D  -f-  D',  oùDestdénom- 
hf^hlr,  I'M  utir  l'oiuliiiou  iiitroduitc  artificiellement  dans  le  seul  but  d'assurer  l'exactitude 
du  t/'ftuhat.  Noutt  verrou»  plus  loin  que  c'est  au  contraire  le  cas  général  qui  se  pré- 
w«Mtr  d^iuf)  Irf»  «ppllcaiion»  (n""  .jî,  ja). 

iSlo.  l'opération  limito  supérioure  d'un  ensemble  d'opérations.  —  Considérons  une  fa- 
Mi)ll4*  Jl]  ir<»p/tatiouw  uiiiformc»  daiis  uiî  ensemble  E.  En  chaque  element  A  de  jE", 
iMiUft  poiivoMï»  d^'linlr  un  liombrc  i\A)  qui  soil  la  limite  supérieure  des  valeurs  en  A 
d»»ft  np/'i»Hiout»  ilr  ,Jl.  Si  Ich  opérations  de  Jj|  sont  bornées  dans  leur  ensemble  en  tout 
tM'WwsW  dr  /'.',  iiou«  iJéUMinlneron»  ainsi  imc  opération  uniforme  dans  £*,  que  nous 
i«pp«^llriouft  Kl    lluiltr  »upérimur  de  Jj. 

'V^\ii\\^ì'mu  tihnif  ilofUK^t  mu  familU  Jf^  d'of^/nitions  bornées  dans  leur  ensemble 
ff  é^ilhmntl  (OHlhntfs  Jini\  un  eusembU  iittelcoihiue  /:\  la  limite  supérieure  de  ^  est  une 
opéuithii  iOfilinuf  ditin  li. 

Co  théoi^mci  a  M  dénuMUié  par  M.  Am/iu.X  (v,  page  9)  dans  le  cas  où  les  élé- 
wmWH  nom  de»*  pohïtn  iriuic  droite.  Sa  déuu)u»iraiion  se  généralise   immédiatement  au 
Crt»  rtCUtcl  eu  »c  muivcurtui  qttc   luuic   diMiuUlou  de  lu  continuité  rend  inutile  l'emploi 
liUct'valIcM. 
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21.  Remarque.  —  Nous  avons  vu  dans  ce  qui  précède  comment  on  peut  arriver  à 
généraliser  certains  théorèmes  connus  dans  les  classes  si  étendues  que  nous  avons  appelées 
classes  (L).  Néanmoins  le  petit  nombre  des  hypothèses  que  nous  avons  faites  sur  les 
classes  (L)  ne  nous  permettra  pas  de  poursuivre  cette  extension.  On  s'aperçoit  bien 
vite  que  certaines  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des  ensembles  linéaires  et 
des  fonctions  continues,  dont  l'énoncé  mis  sous  forme  convenable  peut  garder  un  sens 
pour  les  classes  (L),  que  ces  propositions,  dis-je,  ne  sont  plus  vraies  pour  toute  classe 
(L).  Par  là-même  échoue  toute  tentative  de  généralisation  des  propositions  ultérieures 
auxquelles  elles  servent  de  base. 

Les  ensembles  dérivés. 

22.  Nous  donnerons  en  exemple  Tune  des  plus  importantes  d'entre  elles  :  l'en- 
semble dérivé  d'un  ensemble  linéaire  est  fermé.  Cette  proposition  est  elle  applicable  à 
des  ensembles  d'éléments  d'une  classe  (L)  quelconque  ?  La  réponse  est  négative. 

Considérons  en  effet  la  classe  (C)  des  fonctions  d'une  variable  x  définies  dans  un 
intervalle  fixe  /:o^x^  i  et  convenons  de  dire  qu'une  suite  de  telles  fonctions: 
/i  Wî  /iWj  •••  ^^^^  ^^^^  ^^^  fonction  /(x)  si,  pour  chaque  valeur  x  de  l'intervalle  /, 
/^  (jx)  a  une  limite  finie  /(x).  Cette  définition  satisfait  bien  aux  conditions  I  et  II  du 
n°  7.  Donc  cette  classe  (C)  est  une  classe  (JS),  Cependant  l'ensemble  dérivé  d'un  en- 
semble quelconque  d'éléments  de  la  classe  (C)  n'est  pas  nécessairement  fermé. 

*)  Il  suffit  de  considérer  l'ensemble  E  des  fonctions  continues  dans  /.  L'ensemble  £*  des  fonctions 
limites  de  fonctions  continues  est  l'ensemble  des  fonctions  de  classes  o  ou  i  au  sens  de  M.  Bairb 
(ni,  page  126).  Or  on  sait  qu'il  y  a  des  fonctions  de  classe  2  (même  citation),  c'est-à-dire  qu'il  y  a 
des  fonctions  limites  de  fonctions  de  £*  et  n'appartenant  pas  à  E. 

93.  Umltes  de  fonctions  limites,  —  Nous  nous  écarterons  un  moment  de  notre  sujet  pour  signaler 
une  proposition  à  laquelle  l'exemple  précédent  donne  un  certain  intérêt. 

Considérons  un  ensemble  de  fonctions /^^^  (x)  définies  dans  l'intervalle  /  et  telles  que  :  1°  la  suite: 

/l."w.  /i"w,  •••  /l"W.  ••• 

ait  une  limite  déterminée  /„  (x)  et  ceci  quel  que  soit  n  ;  2°  la  suite  : 

ait  une  hmite  détemunée  f(x). 

D'après  ce  qui  précède,  il  ne  sera  pas  toujours  possible  de  trouver  deux  suites  d'entiers  n^ , 
^2*  '"  y  Piy  p2i  •  •  •  telles  que  l'on  ait  :  /(x)  =  Um  ß^»'^(x). 

rato»      ' 

Cette  remarque  justifie  l'intérêt  qui  s'attache  au  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Considérons  des  fonctions  /[f^  (x),  /„  (x),  f(x)  définies  dans  un  même  intervalle  J,  quels 
que  soient  les  entiers  n,  p  et  teues  que: 
(0  /(*)  =  Hm/,(x).    /,(*)  =  Um/t/(*). 

««■0»  pmtCO 

S'il  est  en  général  impossible  de  choisir  des  entiers  n^ ,  p^  tels  que  Végalité 

Kx)  =  ]im  fPr)(x) 

soit  vérifiée  en  tout  point  de  J,  du  moins  est-il  toujours  possible  de  les  déterminer  de  façon  que  cette  égalité 
soit  vérifiée  en  tout  point  de  J  sauf  en  un  ensemble  de  points  de  mesure  nulle  **). 


*)  Dau  U  PftXMiÉfti  Paatib,  les  sujets  qui  exigent  dea  coniudssances  un  peu  spéciales  sont  imprimés  en  petits  caractères. 
**)  Voir  pour  U  signification  de  cette  expression  :  n,  page  16. 
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Pour  le  démontrer,  je  m'appuierai  sur  deux  remarques  préliminaires  :  i°  Supposons  pour  simpfi- 
fìer  que  Tintervalle  /  soit  Tintervalle  (o,  i)  :  Si  on  considère  une  suite  d'ensembles  de  points  de  /:  £, , 
E, ,  ...  ayant  pour  mesures  i  —  w, ,  i  —  m, ,  . . .  ,  l'ensemble  des  points  communs  à  tous  ces  en- 
sembles a  une  mesure  au  moins  égale  à  i  —  (m,  -f-  m^  -f-  .. .)•  2°  M.  Borel  a  démontré  (n,  page  37) 
que,  quel  que  soit  le  nombre  fixe  «  ]>  o,  l'ensemble  de  points  où  le  reste  de  rang  n  d'une  série  con- 
vergente de  fonctions  de  x  dans  /  est  en  valeur  absolue  plus  grand  que  e,  est  un    ensemble    dont   la 

mesure  tend  vers  zéro  avec  . 

n 

Soient  alors  *  et  a  deux  nombres  quelconques  compris  entre  o  et  i  ;  on  peut  trouver  un    entier 

fi  (T 

q  tel  que  la  mesure  de  l'ensemble  de  points  où  |/ — /^|< —  soit  supérieure  à  i pour  n>q — i. 

Puis,  on  pourra  trouver,  q  étant  fixé,  un  nombre  r  tel  que  la  mesure  de  l'ensemble  des  points  où 
If  — /'/'l  <^ —  *^*^  aussi  supérieure  à  i .  En  tout  point  commun  aux  deux  ensembles  précé- 
dents, on  aura  |/  —  /J''|  -<  *  et  l'ensemble  de  ces  points  communs  a  une  mesure  au  moins  égale  i 
I  —  i 1 j  =  I  —  ff.  Il  en  est  donc  de  même  a  fortiori    de    l'ensemble    des   points   tels   que 

|/-/J"i<»- 

G:ci  étant,  donnons  à  e  et  9  deux  suites  successives  de  valeurs  e^ ,  e^ ,  . . .  ;  a^ ,  9^ ,  ...  Quel 
que  soit  r,  on  pourra  déterminer  des  entiers  n^ ,  p^  tels  que  l'ensemble  G^  des  points  où  l'on  a 
if  —  /jj^r'l  <  e^  ait  une  mesure  supérieure  à  i  —  a^ .  Appelons  maintenant  H^  l'ensemble  des  points 
communs  à  G^ ,  G^^,,  ^r-»-a>  •••  >  ^r-hn^  •••Sa  mesure  est  au  moins  égale  à  i  —  (<r^  +  ff^^j  +  •••) 
et  en  chacun  de  ses  points  on  a  \f  —f^"*'^^]  ^^r-^-j»  ^1"^^  ^1^^  soit  l'entier  q. 

Or  supposons  qu'on  ait  choisi,  comme  cela  est  possible,  les  nombres  e^  ,  <j^  de  façon  que  les     ] 
»^  tendent  en  décroissant  vers  zéro  et  que  la  série  <ïi  +  ^^  +  ...  soit  convergente.  Par  exemple,  admet-     | 

tons  qu'on  ait  t^=(T^=  —3-.  Alors  on  voit  qu'on  aura  en  tous  les  points  de  H^  :  |/  — Äh^'  l<7— 7— -77 

quel  que  soit  q,  donc  en  tout  point  de  H,  la  suite  f/,'\  ///,  ...  converge  vers  /.  Dès  lors,  l'ensemble 
H  des  points  où  cette  suite  converge  a  une   mesure    au   moins   égale    à   celle  de  H^   quel  que  soit  r, 

c'est-à-dire  au  moins  égale  à  i  —  |  t  +  (  i  y  +  *  •  •  )'  ^"^^  ^^^  ^^^^  ^'  Autrement  dit,  l'ensemble 
H  a  même  mesure  que  /. 

24.  REMARauES.  —  i"  Il  y  a  un  cas  particulier  important,  où  on  peut  s'arranger  pour  que  l'ensemble 
//  coincide  avec  l'intervalle  /.  C'est  celui  où  /J'^  (x)  tend  uniformément  vers  /„  (x),  quel  que  soit  «.  En 
effet,  dans  ce  cas,  on  peut  choisir  pour  toute  valeur  de  n  un  entier  />„  tel  que  l'on  ait  : 

/,W  =/^'W  +  -^    avec     le„W|  <  i. 

quel  que  soit  x.  Alors  on  aura  : 

AAt)  =  Um/,(x;     et    o  =  Uni  i^iM  , 

d'où: 

/W  =  Um//"'(x). 

HaiBOO 

2°  Si  les  égalités  (i)  n'étaient  pas  vérifiées  nécessairement  partout,  mais  l'étaient  chacune  dans  un 
ensemble  de  mesure  ::^  m  (m  nombre  fixe),  on  pourrait  s'arranger  pour  que  l'ensemble  H  fut  aussi  de 
mesure  l:;^  m.  En  particulier,  si  les  égalités  (i)  étaient  chacunes  vérifiées  sauf  dans  un  ensemble  de  me- 
sure nulle,  la  démonstration  précédente  prouverait  encore  qu'on  peut  s'arranger  pour  que  H  coïncide 
avec  /  sauf  en  un  ensemble  de  mesure  nulle. 

Appliquons  la  remarque  1°  en  prenant  pour  les/,(x)   des  fonctions  continues  quelconques.    On 
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sait  qu'on  pourra  prendre  pour  les  /J,  (x)  des  polynômes  avec  convergence  uniforme  de  //  vers  /^ . 
Donc,  d'après  i°  les  fonctions  limites  de  fonctions  continues  sont  aussi  limites  de  polynômes.  Appliquons 
maintenant  notre  théorème  en  prenant  pour  /„  une  fonction  de  première  classe  ;  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  on  pourra  prendre  pour  les  /^^^  des  polynômes.  Donc  les  fonctions  de  classe  2 
sont  limites  de  polynômes  sauf  en  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Appliquons  maintenant  la  remarque 
2°  en  prenant  pour  f„  une  fonction  de  classe  2.  D'après  ce  qui  précède,  on  pourra  prendre  pour  les 
yjT*)  des  polynômes,  la  convergence  ayant  lieu  dans  /  sauf  en  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Donc  les 
fonctions  de  classe  3  sont  aussi  des  limites  de  polynômes  sauf  en  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Plus 
généralement,  toute  fonction  f(x)  rentrant  dans  la  classification  de  M.  Baire  (m,  page  126)  peut  être  con- 
sidérée comme  la  limite  d'une  suite  de  polynômes  sauf  en  un  ensemble  de  mesure  nulle  *).  Si  la  suite  de 
polynômes  converge  partout,  f(x)  est  de  classe  o  ou  i.  Si  la  suite  des  polynômes  converge  partout 
uniformément,  f(x)  est  de  classe  o;  c'est-à-dire  continue.  Il  suffit  même  que  la  convergence  ait  lieu 
partout  quasi-uniformément 


Chapitre  IL 
Définition  de  la  limite  par  le  voisinage. 

25.  Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  que  Textrême  généralité  des  classes  (i) 
ne  permet  pas  de  leur  étendre  un  grand  nombre  des  propriétés  des  ensembles  linéaires. 
Pour  obtenir  des  propriétés  plus  nombreuses,  il  y  aurait  lieu  d'imposer  de  nouvelles 
restrictions  à  la  conception  des  classes  (L).  Il  faudrait  les  choisir  de  façon  à  satisfaire 
aux  conditions  suivantes:  1°  ces  restrictions  devraient  pouvoir  s'énoncer  indépendamment 
de  la  nature  des  éléments  considérés;  2°  elles  devraient  être  satisfaites  par  les  classes 
d'éléments  qui  interviennent  le  plus  fréquemment  dans  les  applications;  3°  elles  devraient 
fournir  la  généralisation  cherchée  des  théorèmes  sur  les  ensembles  linéaires  et  les  fonc- 
tions continues. 

26.  Or  nous  avons  observé  (n°  22)  que  si  l'on  considère  une  classe  (L)  quelconque, 
l'ensemble  dérivé  d'un  ensemble  d'éléments  de  cette  classe  n'est  pas  toujours  fermé.  C'est 
pourtant  une  propriété  qu'il  aurait  été  assez  naturel  d'admettre,  en  la  traduisant  sous  la 
forme  suivante:  Lorsque  des  éléments  -4,,  A^^  ...  d'une  classe  (L)  sont  chacun  Umite  d'une 
suite  d'éléments  (par  exemple  :  A^  =  lim  -4j/'^)  et  tendent  vers  une  limite  A^  cet  élément 

A  est  lui-même  limite  des  derniers  éléments  (par  exemple  :  -/i  =  lim  Ä^'i^y  L'exemple 

que  nous  avons  donné  (n°  22)  nous  montre  que  cette  propriété  n'est  pas  une  con- 
séquence de  la  définition  des  classes  (L).  Il  prouve  aussi  qu'elle  peut  n'être  pas  véri- 
fiée, même  parmi  des  classes  (L)  qui  se  présentent  d'elles-mêmes  dans  la  Théorie  des 
Fonctions. 

27.  Cependant  la  propriété  précédente  est  compatible  avec  un  grand  nombre  de 
définitions  de  la  limite  (particulièrement  les  limitis  dites  uniformes).  Il  y  aurait  donc  lieu, 


*)  J'ai  énoncé  ce  théorème  dans  les  Comptes  Rendus  du  ao  mars  1905  :  Sur  la  motion    d'écart    dans    le    calcul  fonctionnel. 
M.  LiBiscvi  a  obtenu  ce  même  théorème  comme  application  de  sa  définition  de  l'intégrale. 

Romd.  Cire.  Maiom,  PaUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  29  maggio  1906.  } 
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soit  d'étudier  ce  qui  se  produit  quand  on  impose  cette  propriété  comme  condition  sup- 
plémentaire à  la  définition  de  la  limite,  soit  d'introduire  une  condition  supplémentaire 
qui  entraînât  cette  propriété  comme  conséquence.  Or  l'examen  des  cas  déjà  connus  où 
cette  propriété  a  lieu  nous  montre  que  c'est  cette  dernière  circonstance  qui  se  produit 
sous  la  forme  suivante  : 

Considérons  une  classe  (F)  d'éléments  de  nature  quelconque,  mais  tels  qu'on  sache 
discerner  si  deux  d'entre  eux  sont  ou  non  identiques  et  tels,  de  plus,  qu'à  deux  quel- 
conques d'entre  eux  A^  5,  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre  ÇA,  B)'=QBj  ^)^o 
qui  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  :  i°  La  condition  nécessaire  et  suflSsante  pour 
que  (-<4,  5)  soit  nul  est  que  A  et  B  soient  identiques.  2°  Il  existe  une  fonction  posi- 
tive bien  déterminée  /(e)  tendant  vers  zéro  avec  e,  telle  que  les  inégalités  (^,  ^)  >^£, 
(5,  C)  ^  e  entraînent  (-4,  C)  ^/(e),  quels  que  soient  les  éléments  A,  5,  C.  Autre- 
ment dit,  il  suffit  que  (^A,  B)  et  (5,  C)  soient  petits  pour  qu'il  en  soit  de  même  de 
(-4,  C).  Nous  appellerons  voisinage  de  -4  et  de  5  le  nombre  {A,  B), 

Ceci  étant,  nous  pourrons  dire  qu'une  suite  d'éléments  de  la  classe  (r):  A^,  A^j  ... 

tend  vers  un  élément  A,  si  le  voisinage  (A^ ,  A)  tend  vers  zéro  avec  — .  Si  une  suite 

A^^  A^y  ...  a  une  limite  A,  elle  ne  peut  en  avoir  qu'une,  car  si  B  était  limite  de  la 

môme  suite,  les  nombres  {A,  AJ)  et  (5,  AJ  seraient  infiniment  petits  avec  — ,  donc 

aussi  ÇA,  B)  (2^*"*  condition).  Alors  (-4,  B)  serait  nul  et  par  suite  les  éléments  Ay  B 
ne  seraient  pas  distincts  (i*"  condition). 

De  plus,  cette  définition  de  la  limite  satisfait  bien  aux  conditions  I  et  II  que  nous 
avons  imposées  en  général  à  toute  définition  de  la  limite  (rf  7)  et  cela  grace  aux  con- 
ditions i^  et  2°  imposées  à  la  définition  du  voisinage. 

28.  Néanmoins  toute  définition  de  la  limite  satisfaisant  aux  conditions  I  et  II,  ne 
peut  être  déduite  de  la  notion  de  voisinage.  Il  nous  suffira  pour  le  prouver  de  démon- 
trer le  théorème  suivant. 

Théorème.  —  L'ensemble  dérivé  d'un  ensemble  d'éléments  d'une  classe  (F)  est  un 
ensemble  fermé. 

En  effet,  revenons  aux  notations  employées  plus  haut.  Puisqu'ici  la  limite  est  dé- 
duite du  voisinage,  on  pourra  faire  correspondre  à  chaque  entier  n  un  entier  q^^  tel  que 

ÇA ,  A^J  <  —  ,  et  un  entier  p„^n  tel  que  :  (^^^ ,  ^^^„"0  <C  —  •  O^^  ^^^a  donc  : 


iA  <-')  </(  v) 


et  par  suite  A]/'^^  tend  vers  A  quand  n  tend  vers  l'infini. 

Si  maintenant  nous  revenons  à  l'exemple  de  la  classe  (C)  donné  plus  haut,  nous 
voyons  qu'il  fournit  une  classe  (L)  où  il  est  impossible  de  construire  une  définition 
quelconque  du  voisinage  telle  que  la  définition  de  la  limite  qu'on  en  déduirait  coïncide 
avec  celle  qui   avait  été   adoptée.  Car,  en  partant  de  cette  dernière,  on  obtient  un  en- 

»^  dérivé  non  fermé. 
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C'est  donc  vraiment  se  limiter  que  de  considérer  en  particulier  les  classes  (r) 
parmi  les  classes  (L)  et  nous  pouvons  espérer  obtenir  ainsi  de  nouvelles  généralisations. 

Nous  nous  bornerons  donc  maintenant  à  l'étude  des  classes  (F),  c'est-à-dire  de 
celles  des  classes  (L)  où  la  définition  de  la  limite  est  déduite  de  celle  du  voisinage. 

29.  Théorème.  —  L'ensemble  P  des  éléments  de  condensation  *)  d'un  ensemble  con- 
densé E  formé  d'éléments  d'une  classe  (F)  est  un  ensemble  parfait  ou  nul  **). 

En  effet,  on  peut  d'abord  montrer  que  P  est  un  ensemble  fermé  sans  supposer 
que  E  soit  condensé  et  même  pour  une  classe  (L)  quelconque.  Car  si  A  est  un  élé- 
ment quelconque  limite  d'éléments  A^,  A^y  . , ,  de  Pj  c'est  d'abord  un  élément  limite 
de  E  puisque  P  est  contenu  dans  E'  qui  est  fermé  d'après  le  théorème  précédent.  De 
plus,  si  l'on  enlève  de  E  un  ensemble  dénombrable,  les  éléments  A^j  A^^  ...  reste- 
ront éléments  limites  de  l'ensemble  restant  E^  (sans  lui  appartenir  nécessairement)  puis- 
qu'ils sont  éléments  de  condensation  de  E.  Donc  A  est  aussi  élément  limite  de  £"[, 
qui  est  aussi  fermé.  Dès  lors  A  est  encore  élément  limite  de  E^ ,  c'est  bien  un  élément 
de  condensation. 

Montrons  maintenant  que  tout  élément  de  P  appartient  à  F,  En  eflfet,  soit  A  un 

élément  de  P,  et  E^  l'ensemble  des  éléments  B  it  E  tels  que  .  <;  (5,  A)  Z.  — . 
U  y  a  une  infinité  de  ces  ensembles  qui  sont  non  dénombrables,  sans  quoi  il  y  aurait 
un  entier  q  tei  que  l'ensemble  des  éléments  5  de  £"  vérifiant  (-4,  B)  Z.  —j^ —  soit  dé- 
nombrable et  par  suite  A  ne  serait  pas  un  élément  de  condensation.  Ainsi,  parmi  les  en- 
sembles f^,  il  y  en  a  une  infinité  qui  sont  non  dénombrables:  En^^  En^^  . . .  pris  dans 
l'ordre  des  indices  croissants.  Comme  E  est  condensé,  l'ensemble  non  dénombrable  £« 
donne  lieu  à  au  moins  un  élément  de  condensation  ^«  .  Anp  est  d'ailleurs  distinct  de 

A  puisqu'il  est  limite  d'éléments  B  tels   que  (-4,  5)  soit  supérieur  à  j — .  Or    on 

np-^i 

voit  facilement  que  (-^n^,  A^  tend  vers  zéro,  donc  A  appartient  à  P\ 

30.  Théorème.  —  Soit  E  un  ensemble  condensé  formé  d'éléments  d'une  classe  (r). 
L'ensemble  D  des  éléments  de  E  qui  ne  sont  pas  des  éléments  de  condensation  de  E  est 
un  ensemble  dénombrable  ***). 

3i.  Corollaire.  —  Tout  ensemble  fermé  et  condensé  formé  d'éléments  d'une  classe  ÇV) 
est  la  somme  d'un  ensemble  dénombrable  et  d'un  ensemble  parfait  ou  nul  sans  éléments 
communs. 

32.  Théorème.  —  L'ensemble  D  de  ceux  des  éléments  d'un  ensemble  compact  E  d'é- 


*)  Voir  les  définitions  données  plus  haut  (n°  8).  Nous  verrons  plus  loin  (n°  43)  un  cas  très  général 
où  un  ensemble  quelconque  est  toujours  condensé,  c'est-à-dire  qu'une  infinité  non  dénombrable  quel- 
conque de  ses  éléments  donne  toujours  lieu  à  au  moins  un  élément  de  condensation. 

•*)  La  démonstration  suivante  est  la  généralisation  de  la  démonstration  récemment  donnée  par 
M.  L1NDELÖF  pour  le  cas  où  les  éléments  de  E  sont  des  points  de  Tespace.  Voir  Borel  (n,  pages  5,  6). 
Je  n'ai  insisté  que  sur  les  points  de  sa  démonstration  qui  demandent  quelques  précautions  pour  être 
généralisés. 

***)  Même  remarque  que  pour  le  théorème  précédent. 
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Uments  d*unt  classe  (F)  qui  n'appartiennent  pas  à  l'ensemble  E  dirivi  dt  E  est  dénom- 
brabU*). 

En  efiet,  si  ^  est  un  élément  de  D,  appelons  p^  la  limite  inférieure  X  o  du  voi- 
sinage de  A  avec  les  éléments  de  E.  Le  nombre  p^  est  positif,  sans  quoi  A  serait  un 
élément  limite  de  £'  et  par  suite  appartiendrait  à  E. 

Je  dis  que  le  nombre  des  éléments  de  D  pour  lesquels  on  a   p^  >  —  ,  est  fini 

En  eflFet,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  en  prendre  une  infinité  :  A^^  A^^  .,.  y  A^y  ... 
tous  distincts  et  tendant  vers  une  limite  B.  Alors,  en  prenant  p  assez  grand  on  aurait 

(A.j  -B)  <C  —  <I  P^  ,  ce  qui  est  impossible,  puisque  5,  limite  d'éléments  de  £,  appar- 
tiendrait à  Ej  contrairement  à  la  définition  de  p^^. 

Ainsi,  il  y  a  un  nombre  fini  d'éléments  A  àt  D:  A^^^,  A^^\  ...,  ^Jf"^  tels  que 


VA  ^ 

Si  Ton  considère  la  suite  dénombrable  : 

on  voit  que  tous  les  éléments  de  D  y  sont  inscrits  chacun  au  moins  une  fois.  Donc  D 
est  dénombrable. 

En  particulier,  on  voit  que  si  £  est  fermé,  E  se  décompose  en  son  ensemble  dé- 
rivé J?'  et  un  ensemble  dénombrable  D. 

Corollaire  I.  —  5*  l'ensemble  dirivi  E'  d'un  ensemble  compact  E  formi  d'iliments 
d'une  classe   (F)  est  dinombrable,  l'ensemble  E  est  lui-même  dinombrable. 

33.  Corollaire  H. — Un  ensemble  extrimal  quelconque  F  formé  d'éléments  d'une  classe 
(F)  peut  être  consideri  comme  l'ensemble  dérivé  d'un  ensemble  d'éléments  de  la  classe  (F). 
Du  moins,  cette  proposition  se  trouvera  exacte  quand  la  classe  (T)  sera  telle  que  l'on 
puisse  toujours  y  trouver  un  élément  dont  le  voisinage  avec  un  élément  arbitrairement 
donné  soit  inférieur  à  un  nombre  positif  quelconque  donné.  Cette  condition  bien  natu- 
relle est  satisfaite  dans  tous  les  exemples  concrets  que  nous  étudierons  par  la  suite. 

Supposons  donc  cette  condition  remplie  ;  on  aura  F  :=  D  -f-  F',  D  étant  un  en- 
semble dénombrable  d'éléments  : 

A^y    A^y     .   .  .   ,     A^y     .... 

A  chacun  d'eux,  A^y  correspond  comme  précédemment  un  nombre  positif  p^  . 
Quel  que  soit  p  on  pourra  par'  hypothèse  trouver  un  élément  de  la  classe  (T):  5J,^' , 

tel  que  {A^ ,  5^/^)  <  — .  Nous  avons  ainsi  des  éléments   B!"^^  déterminés   pour   toute 

valeur  entière  de  «  et  de  p.  Appelons  E  l'ensemble  des  éléments  de  F'  et  des  éléments 


*)  Pour  la  démonstration  dans  le  cas  où  E  est  un  ensemble  ponctuel,  voir,  par  exemple,  i,  page 
36.  La  seconde  partie  de  cette  dernière  démonstration  s'appuie  sur  ce  que  des  intervalles  de  longueurs 
^nrnées,  recouvrant  le  segment  (o,  i)  et  dont  les  milieux  n'appartiennent  pas  à  deux  intervalles,  sont 
^sairement  en  nombre  ûnL  Elle  ne  saurait  donc  se  généraliser  ici. 
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B^J^K  Je  dis  que  F  est  Tensemble  dérivé  de  E,  En  effet,  tout  élément  de  F  est  évi- 
demment élément  limite  de  E,  Réciproquement,  considérons  une  suite  2  d'éléments  de 
E  tendant  vers  une  limite  C.  Je  dis  que  C  appartient  à  F.  En  eflfet,  s'il  y  a  dans 
cette  suite  une  infinité  d'éléments  B^^^  correspondant  à  une  même  valeur  de  n,  c'est 
évident.  De  même  aussi,  s'il  y  a  une  infinité  d'éléments  de  F\  car  F'  est  fermé  et 
contenu  dans  F.  Reste  le  cas  où  il  n'y  aurait  dans  1  qu'un  nombre  fini  d'éléments 
de  F'  et  un  nombre  fini  d'éléments  B^f  pour  chaque  valeur  de  n.  Alors  il  y  aurait 
une  infinité  d'éléments  distincts  B^J^^  correspondant  à  des  valeurs  croissantes  de  n: 

En  prenant  q  assez  grand,  on  aurait  :  (5|/'';' ,  C)  <[  e  et  (^„  ,  5|/*î^)  <;  s  1  puisque 
5<V  tend  vers  C  et  qu'on  a:  (^.  ,  £</,')< -i-  <  -1-1;  d'où:  (^       C)  </(e). 

q  n^p^         nqj 

Comme  f(i)  tend  vers  zéro  avec  s,  on  voit  que  C  serait  Hmite  d'éléments  de  D, 
c'est-à-dire  dans  P,  donc  encore  dans  F. 

34.  Appelons  sphéroïde  de  centre  A  et  rayon  p  l'ensemble  de  tous  les  éléments  B 
tels  que  Ton  ait  :  ÇA^  5)  <^  p.  Nous  dirons  qu'un  élément  C  est  intérieur  à  ce  sphé- 
roïde, si  l'on  a  :  (-4,  C)  <  p. 

Théorème.  —  Si  un  ensemble  fermé  F  appartient  à  un  ensemble  compact  E  formé 
d'éléments  d'une  classe  (F),  on  obtiendra  F  en  supprimant  de  E  les  éléments  intérieurs 
à  chacun  des  sphéroïdes  d'un  certain  ensemble  dénombrable  de  sphéroïdes  *). 

En  effet,  soit  G  l'ensemble  complémentaire  de  F,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  élé- 
ments de  E  ne  faisant  pas  partie  de  F.  A  tout  élément  A  de  G,  nous  pouvons  faire 
correspondre  un  nombre  fj  qui  sera  la  limite  inférieure  du  voisinage  de  A  avec  chacun 
des  éléments  de  F.  Le  nombre  p^  >  o  ne  pourra  être  nul,  sans  quoi  A  appartiendrait  à 
F  comme  limite  d'éléments  de  F. 

Nous  allons  maintenant  former  une  suite  dénombrable  d'éléments  de  G: 

jii)  Jipi)       Ml)  jiPi)  Ml)  jip^) 

^j    ,    .  .  .  ,    ^j      ,    ^2    ,    .  .  .  ,   ^^     ,    .  .  .  ,   -n^    ,    .  .  .  ,   ^^     >    •  •  • 

telle  que  i°  on  ait  p  (,)  X  — ,  . . .  ,  p  (/>«)^ —  quel  que  soit  «;  2°  si  ^  est  un  élément 
A^         n  A^  n 

de  G  tel  que  :  p j  X  — ,  on  ait  l'une  des  inégalités  (^,  ^^/^)  <  - — ,  . . . ,  (^,  -4J/*"')  <  — . 

Pour  montrer   que   cela   est   possible,    supposons   la   suite   formée  jusqu'à  A^^^-^^  et 

appelons  en  général  /  (,)  l'ensemble    des  éléments  5  de  F  tels  que  :  (5,  A^^^)  <  — . 
A^  n 

Prenons  alors  un  élément  A  àt  G  (s'il  en  existe)  tel  que  p^  ^  —  et  qioi  ne  fasse 
partie  d'  aucun    des  ensembles  /(,),...,/  (p^__^) .   Nous   pourrons   le  prendre   pour 

A^J^^ .  Puis,  prenons,  s'il  en  existe,  un  élément  ^  de    G  tel  que  p^  ^  —  et  qui  ne 


n 


*)f  La  démonstration  suivante  est  une  généralisation  de  celle  qui  a  été  donnée  pour  le  cas  où  E 
est  un  ensemble  de  points  du  plan,  par  M.  Zorbtti  (xxm,  page  5). 
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fasse  partie  d'aucun  des  ensembles  /(,),...,/  <^^_,),  /  d).  Nous  rappellerons  Ä^\  et 

ainsi  de  suite.  Nous  formerons  ainsi  de  proche  en  proche  une  suite  Ä^\  A^^\  ...  qui 
peut-être  ne  contiendra  aucun  terme,  mais  qui  n'en  contiendra  sûrement  qu'un  nombre 
fini.  En  effet,  d'après  leur  formation,  ils  sont  tous  distincts.  Si  donc  il  y  en  avait  une 
infinité,  on  pourrait  en  extraire   une   suite  fi^ ,  5^ ,  ...  ayant   une    limite   B  et  alors 

pour  q  assez  grand  on  aurait  (5^,  fi^^^)< —  quelque  soit  />,  c'est-à-dire  que  5^^^  serait 

intérieur  à  /»  ,  contrairement  à  l'hypothèse. 

La  suite  étant  ainsi  formée  comme  nous  l'avions  annoncée,  il  est  alors  facile  de 
voir  que  F  est  l'ensemble  des  éléments  de  E  qui  ne  font  partie  d'aucun  des  ensembles 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

35.  Appelons  ensemble  limité  un  ensemble  tiré  d'une  classe  (r)  tel  que  le  voisinage 
de  deux  éléments  quelconques  de  cet  ensemble  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe.  Dans 
le  cas  des  ensembles  linéaires,  nous  verrons  que  cette  définition  coïncide  avec  celle  d'en- 
semble compaa.  Dans  le  cas  général,  nous  pouvons  seulement  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Théorème. —  Tout  ensemble  compact  formé  d'éléments  d'une  classe  (F)  est  limité. 

En  effet,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  trouver,  quel  que  soit  «,  deux  éléments 
A^ ,  5^  de  £  tels  que  (^^ ,  BJ  >  «,  et,  puisque  E  est  compact,  on  peut  supposer  que 
A^ ,  B^  tendent  vers  deux  limites  respectives  A,  B,  Or,  pour  n  assez  grand,  on  aura  : 

(^.,  A)  <  2(A,  B),        (A,  B)  <  2{A,  5), 
d'où: 

CA„B)<f[2(A,B)]  =  k. 

Ainsi,  pour  n  assez  grand  on  aura: 

iA,B)<k    et    iB,,B)<k, 
d'où: 

(.A,B.)<Kk), 

ce  qui  conduit  à  une  inégalité  impossible  n  <Cf(JO' 

36.  Théorème.  —  Soit  E  un  ensemble  extremal  formé  d'éléments  d'une  classe  (F). 
5^7  existe  une  suite  indéfinie  G  d'ensembles  /^ ,  /^ ,  ...  telle  que  tout  élément  de  E  soit 
intérieur  au  sens  étroit  à  l'un  au  moins  de  ces  ensembles  /^,  on  peut  extraire  de  G  un 
nombre  fini  de  ces  ensembles  formant  une  famille  H  jouissant  de  la  même  propriété 
que  G  *). 

En  effet,  supposons  que  le  théorème  soit  inexaa.  Alors  il  existera  au  moins  un 
élément  de  £":  A^  qui  n'est  pas  intérieur  à  /,  au  sens  étroit.  Mais  A^  est  intérieur  au 


*)  Ce  théorème  est  une  généralisation  d'un  théorème  de  M.  Borel,  énoncé    pour  les  ensembles 
linéaires  (i,  pag.  42),  puis  étendu  par  lui  aux   ensembles   de   points  de  l'espace  à  n  dimensions  (xrv, 
page  357).  Mais    ses  démonstrations  ne  se  généralisent  pas  au  cas  actuel.  Nous  démontrerons  plus  loin 
iliéorème  pour  certaines  classes  (V)  même  dans  le  cas  où  G  n'est  pas  dénombrable  (pP  42). 
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sens  étroit  à  un  des  ensembles  /^,  7^,  ...  ;  soit  /,,  le  premier  d'entre  eux  {q^  >  I)• 
I1  y  a  au  moins  un  élément  de  £",  soit  A^^  qui  n'est  intérieur  au  sens  étroit  à  aucun 
des  ensembles  /, ,  7^,  ...,  /,,.  Appelons  Iq^  le  premier  des  ensembles  /,,^i,  -^î,-»-î,  ••• 
auquel  A^  est  intérieur  au  sens  étroit  et  ainsi  de  suite.  Nous  formons  de  la  sorte  une 
suite  infinie  d'éléments  A^^  A^j  ...  appartenant  à  £",  tous  distincts  et  tels  que  A^^^  ne 
soit  intérieur  au  sens  étroit  à  aucun  des  ensembles  /, ,  /^ ,  . . . ,  7,^ ,  . . . ,  7,^.  Cette  suite 
a  au  moins  un  élément  limite  A  appartenant  à  E,  Soit  -4  ^  lim-4«  .    Or  A  est  inté- 

rieur  au  sens  étroit  à  l'un  au  moins,  7^ ,  des  ensembles  de  la  suite  G.  U  est  donc  im- 
possible qu'il  y  ait  dans  la  suite  An^J  An^y  . . .  une  infinité  d'éléments  An^ ,  A'»^,  . . . 
qui  ne  soient  pas  intérieurs  à  7^  au  sens  étroit.  Sans  quoi,  on  appellerait  B  un  élément 
de  E  coïncidant  avec  Al.  si  celui-ci  n'appartient  pas  à  7^  ou  un  élément  de  E  n'appar- 
tenant pas  à  7j  et  tel  que  (5  ,  -4L)  <  —  dans  l'autre  cas.  Alors  A  serait  limite  d'une 

suite  fij ,  B^y  ...  d'éléments  de  E  non  dans  7^ ,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi  les  élé- 
ments de  la  suite  An^y  An^y  . . .  sont  tous  intérieurs  à  7^  au  sens  étroit  à  partir  d'un 
certain  rang.  Cela  est  manifestement  contradictoire  avec  la  façon  dont  nous  avons 
formé  la  suite  A^y  A^y  ... 

Les  classes  (F)  normales. 

37.  Après  avoir  étudié  les  propriétés  des  ensembles  et  des  opérations  portant  sur 
des  classes  (L),  il  nous  a  été  utile  de  nous  borner  au  cas  des  classes  (F)  pour  pour- 
suivre nos  généralisations.  De  même,  nous  allons  maintenant  restreindre  une  fois  de 
plus  le  champ  de  nos  recherches  sans  en  arriver  encore  à  spécifier  la  nature  des  élé- 
ments considérés. 

Donnons  d'abord  quelques  définitions.  Nous  dirons  qu'une  suite  d'éléments  A^y 
A^y  ...  d'une  classe  (F)  satisfait  aux  conditions  de  Cauchy  lorsqu'à  tout  nombre  e  >  o 
on  peut  faire  correspondre  un  entier  n  tel  que  l'inégalité  {A^ ,  A^_^)  <  s  soit  vérifiée 
quel  que  soit  p.  Il  est  évident  que  si  une  suite  tend  vers  une  limite,  elle  satisfait  aux 
conditions  de  Cauchy.  D'autre  part,  si  une  suite  satisfait  aux  conditions  de  Cauchy  et 
fait  partie  d'un  ensemble  compact,  elle  a  un  élément  limite  évidemment  unique.  Mais 
si  l'on  sait  seulement  que  la  suite  vérifie  les  conditions  de  Cauchy,  on  ne  peut  affirmer 
qu'elle  tende  vers  une  limite;  tout  ce  qu'on  peut  dire,  c'est  que  si  elle  a  un  élément 
limite,  elle  n'en  a  qu'un. 

Nous  dirons  alors  qu'une  classe  (r)  admet  une  généralisation  du  théorème  de  Cauchy 
si  toute  suite  d'éléments  de  cette  classe,  qui  satisfait  aux  conditions  de  Cauchy,  a  un 
élément  limite  (nécessairement  unique). 

Nous  appellerons  ensuite  classe  separable  une  classe  qui  puisse  être  considérée  d'au 
moins  une  façon  comme  l'ensemble  dérivé  d'un  ensemble  dénombrable  de  ses  propres 
éléments. 

Enfin,  on  a  intérêt  à  considérer  comme  nous  l'avons  déjà  fait  (n°  ^^^  parmi  les 
classes  (F)  celles  qui  sont  telles  que,  près  d'un  élément  donné,  il  existe  des  éléments 
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dont  le  voisinage  avec  celui-ci  soit  aussi  petit  que  Ton  veut  sans  être  nul.  Autrement 
dit,  tout  élément  de  la  classe  sera  élément  limite.  Comme  d'autre  part  la  réciproque 
est  vraie  par  définition  môme  de  la  classe,  nous  dirons  que  de  telles  classes  sont  par- 
faites *). 

Ceci  étant,  nous  nous  bornerons  maintenant  à  l'étude  des  classes  ÇV)  normales, 
c'est-à-dire  parfaites,  siparahles  et  admettant  une  généralisation  du  théorème  de  Cauchy. 
Cette  limitation  n'a  du  reste  rien  d'artificiel,  elle  provient  directement  de  la  comparai- 
son des  classes  (F)  avec  les  ensembles  linéaires  et  nous  verrons  plus  loin  que  toutes 
les  classes  particulières  que  nous  examinerons  rentrent  dans  cette  catégorie  générale  des 
classes  (F)  normales.  Ce  dernier  fait  pourrait  même  amener  à  se  demander  si  toute 
classe  (F)  n'est  pas  nécessairement  normale.  Il  n'en  est  rien  comme  le  montrent  les 
exemples  suivants: 

38.  Prenons  une  classe  d'éléments  représentés  par  les  points  d'une  droite  et  appelons  voisinage  de 
deux  d'entre  eux  la  longueur  de  l'arc  de  cercle  que  limitent  les  deux  points  correspondants  dans  une 
transformation  par  inversion.  Nous  avons  ainsi  une  classe  parfaite  (F).  Cependant,  si  l'on  prend  une 
suite  d'éléments  correspondants  à  des  points  s'éloignant  à  l'infini,  il  est  évident  que  l'on  aura  une 
suite  de  Cauchy  sans  éléments  limites.  On  peut  donner  un  exemple  dans  lequel  le  voisinage  ne  soit 
pas  défini  d'une  façon  aussi  artificielle.  Il  suffit  de  prendre  la  classe  des  nombres  en  se  plaçant  au 
point  de  vue  des  arithméticiens  qui  se  défendent  la  considération  des  nombres  irrationnels.  En  prenant 
pour  voisinage  de  deux  nombres  rationnels,  la  valeur  absolue  de  leur  différence,  on  obtient  encore  une 
classe  parfaite  (F)  pour  laquelle  il  existe  une  infinité  de  suites  vérifiant  les  conditions  de  Cauchy  sans 
avoir  d'éléments  limites. 

Passons  maintenant  aux  classes  séparables.  On  peut  qualifier  ainsi  les  ensembles  linéaires  en  con- 
sidérant la  droite  indéfinie  comme  l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble  des  points  d'abscisses  rationnelles. 
Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  toute  classe  parfaite  (F). 

Prenons  par  exemple  la  classe  des  fonctions  (continues  ou  discontinues)  d'une  variable  x  dans 
l'intervalle  (o,  i).  En  appelant  voisinage  de  deux  éléments /(x),  ^(x),  la  limite  supérieure  (finie  ou  non) 
^^  \f(^)  —  ^  Wl  ^^"S  Tintervalle  (ô,  i),  on  voit  qu'on  obtient  une  classe  (V)  parfaite.  Cette  classe  n'est 
pas  separable.  En  effet,  si  elle  l'était,  on  pourrait  former  une  fois  pour  toutes  une  suite  de  fonctions 
/  Wi  /  W»  —  telle  que  tout  élément  de  la  classe  soit  la  limite  uniforme  d'une  suite/«,  (x),  fn^{x\  . . . 
extraite  de  la  précédente.  Alors  les  éléments  de  la  classe  étant  définis  par  des  conditions  dénombrables, 
la  puissance  de  la  classe  serait  au  plus  égale  à  celle  du  continu  (i,  page  1 26).  Or  on  sait  que  c'est  le 
contraire  qui  a  lieu  (i,  page  125).  On  peut  remarquer  que  les  exemples  précédents  nous  prouvent  que 
la  puissance  d'un  ensemble  parfait  tiré  d'une  classe  {V)  n'est  pas  nécessairement  la  puissance  du  continu 
comme  cela  a  lieu  pour  les  ensembles  linéaires,  mais  qu'elle  peut  lui  être  inférieure  (premier  exemple) 
ou  supérieure  (deuxième  exemple). 

39.  Ces  remarques  faites,  limitons-nous  maintenant  à  l'étude  des  classe  (T)  normales. 

Tout  d'abord,  pour  arriver  à  nous  rendre  compte  de  la  structure  de  telles  classes, 

nous  généraliserons  une  question  proposée  par  M.  Hadamard  (xii).  La  question  pro- 


*)  Une  classe  separable  est  nécessairement  parfaite,  mais  la  réciproque  n'est  pas  éNâdemment  vraie. 
Il  y  a  donc  lieu  de  séparer  les  deux  hypothèses  d'autant  plus  que  certains  théorèmes  s'appliquent  aux 
classes  parfaites  sans  les  supposer  séparables. 
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prement  dite  sera  étudiée  plus  loin  (voir  n°  5&).  Nous  retendrons  au  cas  général 
actuel  de  la  façon  suivante  : 

Considérons  une  classe  (F).  Supposons  qu'on  ait  pu  former  des  ensembles  partiels 
jfe,  contenant  chacun  au  moins  un  élément  et  tels:  i°  que  tout  élément  de  la  classe  ap- 
partienne à  Tun  des  ensembles  k^^  2°  que  deux  éléments  quelconques  d'un  même  en- 
semble jfe,  aient  un  voisinage  inférieur  à  e.  Considérant  les  k^  comme  autant  d'individus, 
on  peut  dire  avec  M.  Hadamard  que  l'ensemble  ^j,  qui  a  ces  k^  comme  éléments, 
«  numère  »  la  classe  considérée.  Nous  nous  proposons  de  rechercher  la  puissance  de  ^^. 

Nous  allons  trouver  ici  une  nouvelle  analogie  avec  les  ensembles  linéaires.  Si  l'on 
prend  la  classe  des  points  d'une  droite,  le  problème  consiste  à  trouver  la  puissance  de 
l'ensemble  des  intervalles  de  longueurs  <[e  et  qui  recouvrent  la  droite  indéfinie.  Or 
il  est  évident  qu'on  peut  les  choisir  de  façon  que  cet  ensemble  soit  dénombrable  quoi- 
que infini. 

40.  De  même,  étant  donnée  une  classe  ÇV)  separable,  on  peut,  quel  que  soit  s,  choisir 
les  ensembles  k^  de  façon  que  ^,  soit  dénombrable. 

En  eÔet,  soient  w  et  ti  deux  nombres  tels  que  /(a))  -<  s  et  /(y))  <  a>.  Puisque  la 
classe  est  separable,  on  peut  en  extraire  une  suite  d'éléments  ^, ,  A^^  ...  dont  l'en- 
semble dérivé  soit  la  classe  toute  entière.  Appelons  alors  K[^^  l'ensemble  des  éléments 
A  tels  que  :  (-4,  A)  <  w.  La  suite  K['\  K['\  . . .  sera  dénombrable  ;  de  plus,  pour 
deux  éléments  quelconques  A,  B  de  K[^\  on  aura:  (-4,  5)  <<  e;  enfin  tout  élément  A 
de  la  classe  appartiendra  pour  une  valeur  donnée  de  e  à  l'un  au  moins  des  K[^\  L'en- 
semble des  IC/^  constitue  donc  l'ensemble  ^^  cherché.  On  peut  même  ajouter  que  tout 
élément  A  est  intérieur  au  sens  étroit  à  l'un  au  moins  des  ensembles  K[^\  K[*\  ....  Il 
suffit  de  prendre  dans  A^,  A^,  , . .  un  élément  A,  tel  que  (^,  An^)  <  "n;  alors  A 
est  intérieur  au  sens  étroit  à  /fj"*^ 

41.  La  même  méthode  prouve  qu'étant  donné  un  ensemble  E  appartenant  à  une 
classe  separable  (F),  on  peut  former  une  infinité  dénombrable  ^,  d'ensembles  K^  d'é- 
léments de  E  tels  que  tout  élément  de  E  soit  intérieur  au  sens  étroit  à  l'un  au  moins 
des  A,  et  que  le  voisinage  de  deux  éléments  quelconques  de  K^  reste  inférieur  à  e.  On 
peut  se  demander  s'il  existe  des  ensembles  E  tels  que  l'ensemble  ^^  soit  non  seulement 
dénombrable,  mais  fini. 

Théorème.  —  Pour  que  l'ensemble  ^,  [correspondant  à  un  ensemble  E  tiré  d'une 
classe  (F)  normale]  puisse  être  choisi,  quel  que  soit  z,  de  façon  à  ne  comprendre  quun 
nombre  fini  d'éléments,  il  faut  et  il  suffit  que  E  soit  compact. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  extraire 
de  E  une  suite  infinie  S  d'éléments  distincts  5^ ,  5, ,  . . .  sans  éléments  limites.  Si  ^, 
est  fini,  il  y  aura  nécessairement  un  ensemble  partiel  K^  auquel  appartiennent  une  infi- 
nité d'éléments  de  la  suite  S.  On  voit  alors  qu'on  pourra  former  de  proche  en  proche 
une  infinité  de  suites  5^  d'éléments  de  S,  telle  que  S^^,  soit  contenu  dans   5^   et  que 

l'écart  de  deux  éléments  de  5^  soit  inférieur  à  —  .Si  donc  j'appelle  B'p ,  5^/' ,  ...  les 

éléments  de  la  suite  5,  pris  dans  le  même  ordre  que  dans  5,  on  voit  que  la  suite  5^/\ 

R«mi,  Cirt,  Umitm.  PàUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  StampMO  il  29  maggio  1906.  4 
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B*/^ ,  . . .  ,  S'p^ ,  . . .  sera  une  suite  d'éléments  de  S  distincts  et  tels  que  Ton  ait 
(fi^\  -^JT/O^C — q^^^  ^"^  ^i^  '^^  Puisque  E  est  tiré   d'une   classe   (F)  normale,   il 

faudrait  donc  que  la  suite  S  eut  un  élément  limite. 

Réciproquement,  supposons  E  compact.  Alors  l'ensemble  F^E-\-E*  est  extremal. 
Pour  une  valeur  donnée  de  e,  nous  savons  qu'on  peut  former  une  suite  d'ensembles 
partiels  K[^\  Äj'^,  . . .  telle  que  leur  ensemble  réponde  aux  conditions  d'un  ^,  relative- 
ment à  F.  En  particulier,  tout  élément  de  F  est  intérieur  au  sens  étroit  à  l'un  des 
ensembles  IC^\  K}'^\  ....  Donc,  on  peut  extraire  de  cette  suite  K['\  K[^\  ...  un 
nombre  fini  de  termes  IC^^\  . . .  ,  K^y  jouissant  de  la  même  propriété  (voir  n°  36). 
Si  nous  appelons  maintenant  H[^î^  l'ensemble  des  éléments  de  E  qui  appartiennent  à 
Äj^^  (lequel  est  dans  F),  on  voit  qu'on  aura  un  nombre  fini  d'ensembles  H[^'\  ...,  H^^^^ 
formés  avec  des  éléments  de  F  et  tels:  1°  que  tout  élément  de  E  soit  intérieur  au  sens 
étroit  à  au  moins  l'un  d'eux,  2®  que  deux  éléments  quelconques  de  l'un  d'eux  aient  un 
voisinage  <[  e. 

H  nous  est  maintenant  facile  de  généraliser  le  théorème  du  n°  ^G. 

4a.  THéoRÈME. — Soit  E  un  ensemble  d'éléments  d'une  classe  normale  (F).  Pour  que 
de  toute  famille  H  dénombrable  ou  non  *)  d'ensembles  I  tels  que  tout  élément  de  E  soit 
intérieur  au  sens  étroit  à  au  moins  l'un  d'eux,  on  puisse  extraire  un  nombre  fini  d'en- 
semblés  I  formant  une  famille  G  jouissant  de  la  mime  propriété  qtie  H,  il  faut  et  il 
suffit  que  E  soit  extremal. 

Nous  avons  démontré  (n°  j6)  que  la  condition  est  suffisante  dans  le  cas  où  H 
est  dénombrable. 

Pour  le  cas  général,  remarquons  que,  si  E  est  extremal,  on  peut  former,  quel  que 
soit  e,  des  ensembles  K^  en  nombre  fini  satisfaisant  aux  conditions  indiquées  plus  haut. 
Si  le  théorème  n'est  pas  vrai  pour  F,  il  y  a  au  moins  un  de  ces  ensembles  tels  que  ses 
éléments  ne  soient  pas  intérieurs  au  sens  étroit  à  un  nombre  fini  d'ensembles  /.  Pour 

e  =:  —  appelons  celui-là  /T"^  et  soit  A^  l'un  de  ses  éléments.  Puisque  E  est  extremal, 

on  peut  extraire  de  la  suite  A^j  A^^  ...  une  suite  ^„^,  ^„^,  ...  qui  tend  vers  un 
élément  A  àç  E.  A  est  intérieur  au  sens  étroit  à  un  intervalle  I:  I^  tx.  on  prouve 
facilement  que  pour  p  assez  grand  tout  élément  de  JT"/*^  est  aussi  intérieur  au  sens  étroit 
à  /^,  ce  qui  amène  bien  à  une  contradiction. 

La  condition  est  aussi  nécessaire.  En  effet,  supposons  que  E  ne  soit  pas  fermé,  il 
existera  une  suite  d'éléments  5^ ,  5^ ,  . . .  de  F,  qui  tendent  vers  un  élément  B  n'ap- 
partenant pas  à  E,  Or,  considérons  les  ensembles  I^  formés  chacun  des  éléments  A  de 

E  tels  que  (-4,  5)  >  — .  Tout  élément  de  E  est  intérieur  au  sens   étroit   à   l'un    au 

moins  des  /^.  Mais  si  l'on  considère  un  nombre  fini  de  ces  ensembles  /^,  il  y  aura 
certainement  des  termes  de  la  suite  ß^ ,  5^ ,  ...  qui  ne  leur  appartiennent  pas. 


*)  Dans  le  cas  où  E  est  un  ensemble  linéaire,  on  obtient  la  généralisation  du  théorème  de 
M.  BoRBL  (voir  la  note  du  n°  36)  étendu  par  M.  Lebesgue  au  cas  où  la  famille  H  est  non  dénom- 
brable. Sa  démonstration  (iv,  page  105)  ne  se  généralise  pas  au  cas  actuel 
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De  même,  supposons  que  E  ne  soit  pas  compact;  il  existera  une  suite  S  d'éléments 
de  El  fij,  5j,  ...  sans  éléments  limites.  Si  nous  considérons  un  élément  A  quelcon- 
que de  jE,  nous  pourrons  définir  un  nombre  p^  >  o  tel  que  {A^  BJ)  X  p^ ,  quel  que 
soit  l'élément  B^  distinct  de  A  et  pris  dans  la  suite  S;  alors  A  sera  intérieur  au  sens 
étroit  à  l'ensemble  I^  des  éléments  C  de  £"  tels  que  (C,  A)  <^  p^.  Il  en  résulte  que 
tout  élément  fi  de  £  est  intérieur  au  sens  étroit  à  l'un  au  moins  des  intervalles  /^ ,  à 
savoir  Iß.  Si  de  la  famille  H  des  intervalles  I^ ,  on  en  extrait  un  nombre  fini  formant 
une  famille  G,  il  sera  impossible  que  G  contienne  £",  car  il  y  a  dans  tout  intervalle 
Ij  un  élément  au  plus  de  la  suite  S. 

43.  Thegreme.  —  Tout  ensemble  non  dénombrable  E  formé  d'éléments  d'une  classe 
(F)  normale  est  condensé. 

Soit  J?,  une  infinité  non  dénombrable  d'éléments  de  £",  il  s'agit  de  démontrer  que 
E^  donne  lieu  à  au  moins  un  élément  de  condensation.  En  effet,  quel  que  soit  e  on  peut, 
comme  nous  l'avons  vu,  trouver  une  suite  dénombrable  d'ensembles  K[^\  K^^\  ... ,  K}^\  ... , 
telle  que  tout  élément  de  E^  se  trouve  dans  l'un  d'eux  et  que  le  voisinage  de  deux 
éléments  de  l'un  d'eux  soit  <  e.  U  y  a  donc  au  moins  un  de  ces  ensembles  qui  con- 
tient une  infinité  non  dénombrable  d'éléments  de  E^ .  En  prenant  successivement  e  :=  i, 

— ,  ...  — ,  . .  . ,  nous  pourrons  ainsi  former  une  suite  d'ensembles //^*\  H^^\  . . .  telle 

que  H^"^  contienne  une  infinité  non  dénombrable  d'éléments  de  E^ ,  soit  contenu  dans 

/f**""'^,  et  que  deux  quelconques  des  éléments  de  //^"^  aient  un  voisinage  inférieur  à  — . 

Alors,  si  on  prend  deux  éléments  quelconques  A^^  A^  dans  ü^"^,  chacune  des  suites 
A^y  A^y  ...  ;  A[y  A\y  ...  z.  MVit  limitc  A  qui  est  la  même.  Donc  E^  donne  lieu  à  un 
élément  limite  A  et  c'est  un  élément  de  condensation,  car,  si  on  enlève  de  £",  une  in- 
finité dénombrable  d'éléments,  il  restera  encore  des  éléments  dans  chacun  des  fl"*"^  et  A 
sera  encore  élément  limite  de  l'ensemble  restant  de  £", . 

44.  Remarque.  —  En  combinant  le  théorème  précédent  avec  celui  du  n°  3 1  on 
obtient  l'énoncé  suivant: 

Tout  ensemble  fermé  F  formé  d'éléments  d'une  classe  (T)  normale  est  la  somme  d'un 
ensemble  dénombrable  et  d'un  ensemble  parfait  ou  nul  sans  éléments  communs. 

45.  Théorème.  —  Soit  E  un  ensemble  quelconque  formé  d'éléments  d'une  clctsse  sepa- 
rable {V^'yil  existe  un  ensemble  dénombrable  d'éléments  de  E  tel  que  tout  élément  de  E  appar- 
tienne, soit  à  ut  ensemble  D,  soit  à  son  dérivé  D'.  Lorsque  E  est  fermé,  on  a  :  E^D-^D\ 
Lorsque  E  est  parfait,  E^D'. 

En  effet,  quel  que  soit  n,  on  peut  former  une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
Hl^\  Hl^\  . . .  ,  Hl^\  . . .  formés  d'éléments  de  E  tels  que  dans  chacun  d'eux  le  voisi- 
nage reste  inférieur  à  —  et  que  tout  élément  de  E  soit  dans  l'un  des  ensembles   de 

cette  suite.  Dans  chacun  de  ces  ensembles  //^^  il  y  a  au  moms  un  élément  A^^K  Quand 
on  donne  à  n  et  />  des  valeurs  entières  quelconques,  on  obtient  un  ensemble  dénom- 
brable D  d'éléments  A^J^^  appartenant  à  £.  Or  il  est  manifeste  que  tout  élément  de  E  ap- 
partient à  D  ou  à  D'. 
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Uînverse  n'est  pas  en  général  exaa;  mais  si  E  est  fermé  tout  élément  de  D  -f"  '^' 
2q>partiendra  à  E;  donc  dans  ce  cas  E^  D  '\-  D\Dt  plus  £'  ^  D'  4-  D"  ^  D'. 
Si  même  E  est  parfait,  on  aura  E^E'  d*où  £"  ^  D\ 

Observons  d'ailleurs  que,  réciproquement,  si  £",  D  sont  deux  ensembles  formés 
d'éléments  d'une  classe  (F),  tels  que  l'on  ait:  E  ^D  -\'  D\  l'ensemble  E  est  néces- 
sairement fermé.  Si  E^  D'  (jD  étant  une  partie  de  £),  £  est  parfait. 

La  contintiité  définie  au  moyen  du  voisinage. 

46.  Théorìme.  —  Considérons  une  opération  U  définie  dans  un  ensemble  E  formé 
d'éléments  d'une  classe  (F).  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  U  soit  une  opération 
continue  dans  E  est  que,  si  A  est  un  élément  quelconque  commun  à  E  et  à  E\  on  puisse 
faire  correspondre  à  tout  nombre  t^  o  un  nombre  rij  tel  que  l'inégalité  (^A,  E)  <^Tì^ 
entraîne  \U{Ä)  —  U(ß)\  <  s  pour  tout  élément  B  de  E. 

i^  En  eflfet,  d'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  continuité  de  17,  si  17 
est  continue  tn  A  et  si  A^^  A^j  . . .  ^  A^^  . . .  tendent  vers  A^  U{A^)  tend  vers 
U(Ä).  Soit  maintenant  e  un  nombre  positif  quelconque;  si  on  ne  pouvait  déterminer  un 
nombre  tq^  tel  que  l'inégalité  (^,  5)  <[  »^  entraîne  \U(^A)  —  U  (5)|  <  e,  on  pour- 
rait déterminer,  quel  que  soit  n,  un  élément  B^  de  E  tel  que: 

(4  5.)<^,  |t7(^)  -  t7(5.)|  ^  .. 

Lorsque  n  croît  indéfiniment,  la  première  inégalité  montre  que  B^  tend  vers  B  et, 
d'après  l'hypothèse,  U{B^  tendra  vers  U^A),  ce  qui  amène  une  contradiction  avec  la 
seconde  inégalité. 

2°  Si,  quel  que  soit  e,  on  peut  déterminer  ri^  tel  que  (^,  B)  <Ì'^a  entraîne 
\U(^A)  —  U{B)\  <  e,  on  voit  qu'on  pourra  prendre  p  assez  grand  pour  que  si  la  suite 
5,,  5,,  ...  tend  vers  ß,  l'inégaUté  «  > /)  entraîne:  \U{A)  —  U{BJ\  <  e.  Il  suffira 
de  prendre  p  assez  grand  pour  que  n^  p  entraine  (^4,  ß„)  <  n^ . 

Cela  prouve  que  UÇB^)  tend  vers  U{A). 

47.  Ce  théorème  nous  fournit  une  seconde  définition  de  la  continuité  d'une  opé- 
ration. Cette  définition  est  celle  qui  est  généralement  adoptée  pour  les  exemples  concrets 
habituels.  Elle  est  d'ailleurs  moins  générale  que  la  première,  puisqu'elle  n'a  de  sens 
que  lorsqu'on  peut  définir  un  voisinage. 

Mais  l'introduction  du  voisinage  est  absolument  nécessaire  si  l'on  veut  étendre  la 
notion  de  continuité  uniforme. 

Nous  dirons  qu'une  opération  U  est  uniformément  continue  dans  un  ensemble  E 
formé  d'éléments  d'une  classe  (F)  si,  étant  donné  un  nombre  positifs,  on  peut  choisir 
un  nombre  positif  t)  tel  que,  pour  deux  éléments  quelconques  de  E  :  A,  5,  l'inégalité  : 

(^,  5)<  Y)        entraîne        \U(^A)  —  C7(5)|  <  e. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition  que  toute  opération  uniformément  continue 
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dans  un  ensemble  E  est  continue  dans  E.  La  réciproque  est  vraie  dans  un  cas  très  gé- 
néral. 

Théorème.  —  Toute  opération  continue  dans  un  ensemble  extremal  E  formi  d'ili- 
ments  d'une  classe  (F)  est  uniformiment  continue  dans  E. 

En  cflFet,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  trouver  un  nombre  e  >>  o  tel  que, 
quel  que  soit  n,  il  y  ait  deux  éléments  A^ ,  5^  de  £  vérifiant  : 

De  la  suite  A^y  A^j  ...  on  pourrait  extraire  une  suite  Ap^ ,  Ap^ ,  . . .  ayant  pour 
limite  un  élément  A  de  E,  Alors  Bp^  aurait  la  même   limite  A^  puisque  (^^^,  A)  et 

(^Ap^ ,  Bp^)  étant  infiniment  petits  avec  —  il  en  est  de  même  de  ÇA,  BpJ.  Or  on  a  : 
m^fù  -  U^BfJ  ^  \U(A,,)  -  (7(^)1  +  [UiA)  -  UiBfJ. 

Les  deux  quantités  du  second  membre  tendent  vers  zéro  avec  — .  Il  est    donc 

impossible  que  le  premier  membre  reste  ^  e. 

48.  Les  opérations  également  continues.  —  Lorsque  Ton  considère  des  opérations  con- 
tinues dans  un  ensemble  E  formé  d'éléments  d'une  classe  (F),  on  peut  énoncer  les  con- 
ditions qui  définissent  leur  égale  continuité  (p?  15)  d'une  façon  qui  fait  intervenir  le 
voisinage  et  qui  est  parfois  plus  commode. 

Soit  j^  une  famille  d'opérations  continues  dans  un  ensemble  quelconque  E  formé 
d'éléments  d'une  classe  (F).  Si  cette  famille  est  telle  que,  à  tout  nombre  e  >  0,  on 
puisse  faire  correspondre  un  nombre  yi  >  o  de  façon  que  l'on  ait: 

|l7(^)-t7(5)t<e 

pour  toute  opération  U  de  ^  et  pour  tout  couple  d'éléments  A,  B  de  E  vérifiant 
(^,  B)  <  Yî,  les  opérations  de  ^  sont  également  continues  dans  E.  Cela  résulte  immé- 
diatement de  la  définition  du  n°  15;  on  voit  en  même  temps  que  chacune  des  opéra- 
tions de  ^  sera  uniformiment  continue. 

Inversement,  cette  condition  sera  vérifiée  par  toute  famille  ^  d'opérations  égale- 
ment continues  dans  un  ensemble  extrimal  E  formé  d'éléments  d'une  classe  (F).  En 
effet,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  trouver  un  nombre  e  >  o,  tel  que,  quel  que  soit 
n^  il  existe  deux  éléments  A^  j  B^  ie  E  et  une  opération  U^  de  ^  pour  lesquels  : 

(^.,  5.x  -^»         l^-C^J  -  UniBJ  ^  e. 

On  peut  même  supposer  que  la  suite  -4, ,  A^y  . . . ,  A^,  ...  a  une  limite  A  dans 
Ey  puisque  E  étant  extremal  il  suflSrait  dans  le  cas  contraire  de  remplacer  A^,  A^,  ... 
par  une  suite  convenablement  extraite   de  la  précédente.   Alors  {A,  AJ  et  (^^,  BJ 

seront  infiniment  petits  avec  — ,  donc  aussi  (^,  5^).  Il  en  résulte  que  la  suite  5^ ,  5^ ,  ... 

n 

tend  aussi  vers  A.  Mais,  puisque  les  opérations  de  ^  sont  également  continues ,  on 
pourra  déterminer  deux  nombres  fixes  py  p*  tels  que  l'on  ait  : 
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\U,(A,)-U^(iA)\<-l-         pour  n>p, 

\U,iBJ-U^iA)\<-^         pour  «>/.', 
et  ceci  quel  que  soit  l'entier  q.  Dès  lors  on  aura,  pour  w  >  p  +  />', 
\U.iA)  -  U,(Bn)\  ^  \U.iA,)  -  £7.(^)1  +  \UXA)  -  U,(BJ  <  A  +  -i.  =  e, 

d'où  la  contradiction  annoncée. 

Les  conditions  que  je  viens  d'indiquer  sont  celles  qui  servent  à  M.  Arzelà  pour  dé- 
finir l'égale  continuité  dans  les  cas  qu'il  a  considérés.  On  voit  que  nos  résultats  sont 
un  peu  plus  étendus,  même  en  considérant  les  mêmes  éléments  que  lui,  puisque  notre 
définition  du  n°  15  comprend  des  cas  où  il  n'y  a  pas  continuité  égale  au  sens  de 
M.  Arzelà  et  qui  se  présentent  lorsque  E  n'est  pas  extremal  (voir  un  exemple  au  n°  54). 

Dans  le  cas  où  E  est  formé  des  éléments  d'une  classe  separable,  la  condition  im- 
posée à  E  dans  le  théorème  général  (n°  19),  que  l'on  ait  E  ^  D  -{-  D\  D  étant  dé- 
nombrable,  se  trouve  remplie  d'elle-même.  Ce  théorème  devient  donc  le  suivant: 

Théorème.  —  Pour  que  des  opérations  continues  dans  un  même  ensemble  extremal 
E^  formi  d'éléments  d'une  classe  (T)  separable,  forment  une  famille  compacte  ^^  il  faut 
et  il  suffit  que  les  opérations  de  ^  soient,  en  tout  élément  de  £",  également  continues  et 
bornées. 

49.  Introduction  de  l'écart  —  Lorsque  nous  appliquerons  les  résultats  généraux  de  la 
Première  Partie  à  des  exemples  concrets,  nous  reconnaîtrons  d'abord  que,  dans  chaque 
cas,  on  peut  faire  correspondre  à  tout  couple  d'éléments  A^  B  un  nombre  (^A,  JB)  ^  o, 
que  nous  appellerons  l'écart  des  deux  éléments  et  qui  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 
à)  L'écart  (-<4,  B)  n'est  nul  que  si  ^  et  JB  sont  identiques,  b)  Si  A,  JB,  C,  sont  trois 
éléments  quelconques,  on  a  toujours  ÇAj  B)  ^  (^A,  C)  -|-  (C,  B). 

Lorsqu'on  peut  définir  l'écart  de  deux  éléments  quelconques  d'une  certaine  classe, 
nous  dirons  que  celle-ci  est  une  classe  (£). 

Il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  ainsi  défini  satisfait  aux  conditions  imposées  à 
la  définition  du  voisinage.  En  effet,  la  condition  1°  du  n°  27,  sera  remplie  d'elle-même 
et  la  condition  2°  sera  remplie,  en  prenant  par  exemple  /(e)  =  2  e,  si  l'on  tient  compte 
de  la  condition  b)  actuelle. 

Ainsi,  l'écart  est  un  voisinage  qui  jouit  d'une  propriété  particulière,  ou,  si  l'on  veut, 
toute  classe  (£)  est  une  classe  (r).  Dans  la  plupart  des  démonstrations  des  théorèmes 
connus,  la  propriété  b)  de  l'écart  intervient  dans  les  raisonnements.  Cependant  la  théorie 
développée  dans  ce  Chapitre  montre  qu'elle  n'est  pas  indispensable  et  qu'il  suffit  de  se 
servir  du  voisinage  sans  avoir  besoin  pour  cela  de  compliquer  notablement  le  raison- 
nement. 

50.  Une  exception  doit  être  faite  cependant  pour  le  théorème  que  nous  allons  établir 
maintenant;  l'hypothèse  qu'on  opère  sur  une  classe  (£")  intervient  en  effet  d'une  ma- 
nière essentielle  dans  la  démonstration.  Malgré  cela,  il  est  pourtant  vraisemblable  que 
l'énoncé  reste  exact  pour  toutes  les  classes  (r). 
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Ce  théorème  est  la  réciproque  du  théorème  que  nous  avons  donné  au  début 
(n°  II)  concernant  le  maximum  d'une  opération  continue.  J'attire  l'attention  sur  le 
mode  de  démonstration  et  aussi  sur  la  réciproque  elle-môme  qui  me  parait  donner  dans 
certains  cas  une  forme  précise  à  un  principe  général  énoncé  d'une  façon  un  peu  vague 
par  M.  Hilbert  (xx,  page  137): 

«  Tout  problème  du  Calcul  des  variations  possède  une  solution,  pourvu  que  certaines 
hypothèses  restrictives  convenablement  choisies  relatives  à  la  nature  des  conditions  aux 
limites  données  soient  remplies,  et  nécessairement  aussi  pourvu  que  ce  que  Ton  entend 
par  le  mot  solution  éprouve  une  généralisation  conforme  au  sens,  à  la  nature  des  choses  ». 

5l.  Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  toute  opération  con- 
tinue dans  un  ensemble  E  d'éléments  d'une  classe  (J?),  i*'  soit  bornée  dans  cet  ensemble, 
2°  y  attenne  sa  limite  supérieure,  est  que  cet  ensemble  E  soit  extremal. 

Nous  avons  déjà  prouvé  que  la  condition  est  suffisante. 

Nous  montrerons  maintenant  que  si  l'ensemble  E  n'était  pas  extremal,  on  pour- 
rait former  au  moins  deux  opérations  continues  dans  E:  l'une  non  bornée,  l'autre 
bornée  mais  n'atteignant  pas  sa  limite  supérieure.  Observons  qu'il  suffit  d'obtenir  la  pre- 
mière 17,  car  alors  on  pourra  prendre  pour  la  seconde  :  V  ^       ,    ,,^  qui  n'atteindra 

jamais  sa  limite  supérieure:  i. 

I**  Supposons  d'abord  que  E  ne  soit  pas  fermé.  Il  y  a  donc  un  élément  A^  limite 
d'éléments  de  E  et  n'appartenant  pas  à  E.  Alors  il  suffira  de  prendre  pour  valeur  de 
U(ß)  en  chaque  élément  fi  de  £: 

Cette  opération  est  évidemment  non  bornée.  Elle  est  bien  définie  en  tout  élément 
B  de  E\  de  plus  eUe  est  continue,  car  si  fi  et  C  sont  deux  éléments  de  £,  on  a: 

{AU- (.A,  c) 


\U(B)  -  UiC)\  = 


(A,  BXA,  C) 

Or,  en  prenant  B  fixe  et  e  aussi  petit  que  l'on   veut  et  en   particulier  plus  petit 
que  (^,  5),  conmie  on  a: 

\(A,  C)-(^,  5)|<(fi,  C), 
l'inégalité  :  (By  C)  <  «  entraînera  : 

\(A,  B)  -  (A,  C)\  <  e,    (A,  5).(^,  C)  >  (A,  5)[(^,  B)  -  e]. 
Donc,  si  w  est  un  nombre  >  0  aussi   petit  que  l'on  veut,  il  suffira  de  choisir  e 
de  façon  que: 

•<(^'^)        "        (A,B)[(A,B)-i\<''^ 
pour  que  Tin^alité: 

(By  C)  <  e    entraîne     \U(B)  —  U(C)\  <  o>. 

2®  Considérons  de  même  le  cas  où  E  serait  non  compact.  Alors  on  pourrait  trouver 

dans  E  une  suite  infinie  5  d'éléments  de  E  distincts 

-^i>  ^29  •  •  •  >  -^«j  •  •  • 
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tds  que  la  suite  5  n'ait  aucim  élément  limite.  Pour  former  une  opération  U  continue 
et  non  bornée  dans  cet  ensemble  £,  nous  ferons  d'abord  quelques  remarques  sur  la 
suite  5. 

Soit  c^  la  limite  inférieure  des  écarts  de  A^  avec  tous  les  autres  éléments  de  la 
suite  5.  Le  nombre  c^  ^  o  ne  peut  être  nul,  sans  quoi  on  pourrait  extraire  de  S  une 
suite  tendant  vers  A  . 

Nous  décomposerons  alors  E  en  ensembles  partiels  de  la  manière  suivante.  Appe- 
lons E^  l'ensemble  des  éléments  B  de  E  tels  que  :  (£,  A^)  ^x^y  en  nommant  oc^  le 

plus  petit  des  deux  nombres  —  et  — .  Soient  alors  B  un  élément  de  E.,  et  C  un 

Pi  ' 

élément  de  E^;  on  aura: 

(X)  K,  ^,)  ^  (^r  -8)  +  (C'  ^,)  +  (^'  O- 

Or,  quels  que  soient  p  et  q  oa  aura,  d'après  la  définition  même  de  c    et  e  : 

(^,,  ^,)  ^  «,    «    (^,,  A^)  ^  c, , 
dou: 

D'autre  part,  d'après  la  définition  de  f^  et  £^: 

l'inégalité  devient  donc: 
D'où: 

Ainsi,  l'écart  de  deux  éléments  quelconques,  l'un  dans  E. ,  l'autre  dans  E  ,  reste  su- 
périeur à  un  nombre  positif  fixe.  Cela  prouve  que  :  i°  E  et  E  n'ont  aucun  élément 
commun;  2°  aucun  élément  limite  de  E^  n'appartient  à  £"  ,  ni  inversement.  Enfin,  si 
l'on  considère  une  suite  d'éléments  5, ,  5, ,  ...  appanenant  respectivement  à  des  en- 
sembles Ep^ ,  Ep^ ,  . . .  tous  distincts,  il  est  impossible  qu'une  telle  suite  ait  une  limite. 
En  effet,  dans  ce  cas  on  pourrait  d'abord,  en  ne  considérant  au  besoin  qu'une  suite 
extraite  de  la  suite  donnée,  supposer  que  les  indices  p.^p^^  ...  vont  en  croissant.  Or, 
on  aurait,  en  appelant  C  la  limite  de  cette  suite  d'éléments, 

et  puisque  par   hypothèse  (5^ ,  Ap^  ^  — ,  on  voit  que  les  deux   termes   du   second 

membre  tendraient  vers  zéro  avec  — .  Or  ceci   est  impossible  puisqu'alors  il  y  aurait 

une  suite  Ap^ ,  Ap^ ,  . . .  extraite  de  S  et  tendant  vers  une  limite  C. 

Ceci  étant,  nous  formerons  l'opération  cherchée  U  de  la  manière  suivante.  Nous 
prendrons  : 

p 
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lorsque  5  est  un  élément  quelconque  de  E^ ,  et  nous  prendrons  f7(ß)=o  quand  B  n'est 
dans  aucun  des  ensembles  E^j  E^j  ...  c'est-à-dire  est  dans  l'ensemble  G=E — £", — E^ — •••. 
On  voit  d'abord  que  U  sera  une  opération  bien  déterminée  en  tout  élément  de  E.  Elle 
n'est  pas  bornée,  car  on  a: 

^  W  =  p- 

Elle  est  pourtant  continue  dans  E,  Il  suffit  de  montrer  que  si  des  éléments  de  E 
distincts  :  C, ,  C^ ,  ...  tendent  vers  un  élément  C  de  £",  on  a  : 

t7(C)  =  Um  U(CJ. 

«faaOO 

En  effet,  observons  d'abord  qu'il  n'y  a  pas,  d'après  ce  qui  précède,   une  infinité 
d'éléments  de  la  suite  C, ,  C, ,  ...  appartenant  à  des  ensembles  E    distincts.  Alors  : 
I**  Ou  bien  C  est  dans  G,  c'est-à-dire  que  l'on  a,  quel  que  soit  p  : 

Or-  (C.  ^^)>«K 

(C.,  a;)  ;^  (C,  a;)  -  (c,  q  =  «,  +  [(c,  a^)  -  «,  -  (c,  cj]; 

d'autre  part,  on  aura,  pour  n  assez  grand: 

(C,  CJ<(C,  ^,)-«„ 
d'où,  en  combinant  ces  deux  inégalités: 

Donc,  à  partir  d'un  certain  rang  Q  est  dans  G.  Alors  on  a: 

y(Q  =  o,        t7(C)  =  o, 
doù: 

t7(C)  =  Um[7(C.); 

2**  Ou  bien  C  est  dans  £".  et  on  a:  (C,  A  )  ^  a  .  Alors  deux  cas  se  présentent: 
à)  (C,  A)<^oLp;  on  voit  comme  précédemment  qu'à  partir  d'un  certain  rang  C, 
est  constamment  dans  E..  Alors: 

117(C)  -  UiCJ  =  |(C.,  A^)  -  (C,  A^)\  -L  ^  (C,  CJ^ . 

Donc: 

y(C)  =  lim[7(CJ. 

^)  (C,  A^)  =  x^.  Alors,  à  partir  d'un  certain  rang  il  n'y  a  plus  dans  la  suite  C,, 
C,,  ...  que  des  éléments  de  G:  C»,,  C,,  ...  et  des  éléments  de  E^:  C,, ,  Q^,  ...  . 
On  Voit  comme  précédemment  que  : 

U{C)  =  Km  U(C,;). 

D'autre  part,  on  aura: 

U(C)  =  o,        t7(C.,)  =  o, 
d  OÙ  : 

t7(C)  =  lim  f7(CO. 

D'où,  en  combinant: 

(7(C)  =  Um  (7(CJ. 

Ainsi   t7  est  bien  une  opération  non  bornée,  continue  en  tout  élément  de  G. 


Â0md.  Cire.  M»Um.  fmiêrm;  x,  XXU  (1906).  —  Suinp«to  U  29  maggio  1906. 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  GÉNÉRALE. 


I 

52.  La  méthode  que  nous  aurons  à  employer  pour  appliquer  la  théorie   générale    : 

aux  cas  particuliers  obtenus  en  spécifiant  la  nature  des  éléments,  s'indique  d'elle-même,  i 
Dans  tous  les  exemples  qui  suivront,  nous  commencerons  par  définir  la  classe  d'éléments  ■ 
sur  laquelle  nous  aurons  à  opérer  ;  en  particulier  nous  donnerons  une  règle  permettant 
de  discerner  les  éléments  distincts,  ce  qui  n'est  pas  toujours  aussi  simple  qu'on  pourrait 
le  croire  (voir  n°*  76-77).  Puis  nous  montrerons  qu'on  peut  considérer  la  définition  ordinaire 
de  la  limite  de  ces  éléments  comme  rentrant  dans  la  définition  que  nous  avons  donnée 
à  l'aide  de  Vécart  (cas  particulier  du  voisinage,  n°  49).  Nous  prouverons  enfin  que  la 
classe  (£},  ainsi  obtenue,  est  normale  (n°  37).  Ceci  fait,  il  ny  aura  plus  quà  répéter 
les  théorèmes  généraux  de  la  Première  Partie  énoncés  dans  le  langage  qui  correspond  à  la 
classe  considérée.  Enfin,  nous  donnerons  dans  chaque  cas  une  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'un  ensemble  soit  compaa  (n°  9).  Cela  revient  à  remplacer  la  défi- 
nition générale  de  l'ensemble  compaa  par  une  définition  d'une  apparence  moins  abstraite, 
mais  particulière  à  chaque  cas. 

Chapitre  IIL 
Les  ensembles  linéaires  et  les  fonctions  d'une  variable. 

53.  Prenons  comme  éléments  les  points  d'une  droite  (ou  les  nombres  qui  repré- 
sentent leurs  abscisses).  On  sait  discerner  les  éléments  de  cette  classe  qui  sont  distincts. 
Si  l'on  appelle  écart  de  deux  d'entre  eux  leur  distance,  on  voit  que  cette  définition 
répond  bien  aux  conditions  à),  i),  imposées  à  la  notion  d'écart,  n°  49.  De  plus,  la 
définition  ordinaire  de  la  limite  d'une  suite  de  points  comcide  avec  celle  qu'on  déduit 
de  cette  définition  de  l'écart. 

La  classe  (£)  ainsi  définie  est  normale.  En  effet,  le  théorème  de  C  auch  y  (p?  37) 
a  été  démontré  précisément  dans  ce  cas.  D'autre  part,  on  sait  que  l'ensemble  des  points 
d'une  droite  peut  être  considéré  comme  l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble  dénombrable 
des  points  d'abscisses  rationnelles. 

On  sait  d'ailleurs  que  tout  ensemble  linéaire  limité  et  comprenant  une  infinité  de 
points,  donne  lieu  à  au  moins  un  point  limite.  Inversement,  nous  avons  démontré  (n*'  35) 
que  tout  ensemble  compact  tiré  d'une  classe  (F)  est  limité.  Par  suite,  dans  le  cas  des  en- 
sembles linéaires,  la  notion  d'ensemble  compact  se  confond  avec  celle  d'ensemble  limité. 

Si  maintenant  nous  appliquons  nos  théorèmes  généraux,  nous  retrouvons  la  plupart 
des  théorèmes  classiques  de  la  théorie  des  ensembles  linéaires  et  des  fonctions  continues  d'une 
variable.  {Voir  par  exemple  I,  H). 
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54.  Nous  devons  même  remarcuer  c:ic  nous  o»hn.'^no:is  Ainsi  un  |V«  pîUN  i-n  otK  », 
dans  la  théorie  classique,  on  esi  namreliemei-i:  aniOîiC  À  so  Kvnoi  au\  onsv inMoN  \1*' 
points  d*un  même  intenralie  et  on  oublie  que  les  cnsonihk\s  illïniitvS  ont  quolq\u  lois  \1**n 
propriétés  difièrentes.  Au  contraire,  nous  avons  \ni  dans  l^  th^Mio  j^MuS.^lo  quo  loi 
propriétés  particulières  des  ensembles  compacts  inicr\vn,«CTii  oiMtstaniTUoiH  d.n^N  los  »i»^ 
monstrations  et  d'une  façon  apparente. 

Ainsi,  par  exemple,  considérons  des  fonctions  /.(.v),  t\{\\  ...  continiu^s  f^iun 
toute  valeur  i«  x  et  qui  convergent  quel  que  soit  .v  \xts  /(.v).  A  quello  vonditioi\  /(\) 
est-elle  continue?  M.  ARZELÀ(n°  14)  ne  s'est  pas  occupé  do  co  cas;  m  Ton  ^»/ni'nliM' 
son  résultat  sans  précautions,  on  serait  tenté  do  diro:  |H>ur  quo  /(.v)  soil  otMUinuo,  il 
faut  et  il  suffit  que,  étant  donnés  deux  nombres  positifs  c  01  N^  on  puisso  on  iionvn 
un  troisième  N'  X  N,  tel  que,  pour  toute  valour  do  .v,  il  oxisio  un  oniioi  fi^  vôiiliinn 
les  inégalités 

N 

Or,  ce  serait  une  erreur;  il  suffit  pour  le  voir  de  prcndro  /„(v)  f  •'•'.  IVnil 
leurs  la  difficulté  se  lève  comme  dans  le  cas  général.  Pour  i|uoy(.v)  qnh  nMitiinii-,  Il 
faut  et  il  suffit  que  la  convergence  soit  quasi-uniforme  fn"  i/j)  (l(Ws  laut  iiiìnviilli*  liwili' 

De  même,  on  pourrait  être  tente  de  généraliser  un  autre  ihwUM  i\i  M  Am/mA 
(u^  15)  en  énonçant  ainsi  la  condition  néccv^airc  et  suff^antr-  |M;Nr  qu«:  d«  s  imv  iìmM'i  /(  •  ) 
continues  quelque  soit  jc  soient  telles  que,  d'une  infirut^-  qu«;lc/;n/|M<  d^titM  fllf;,  nu 
puisse  extraire  une  suite  convergente:  il  faut  et  il  MjHit  qiR,  t"  r«  s  (oim  ti/rfr:  '.m)i  fit  Ifif 
nées  dans  leur  ensemble,  2®  i  tout  mmòrc  i^u  on  j;iji«;v:  f.ur*  '//rf/',|f'iM'lM  mm  mm»m 
bre  Ti  tel  que  l'inégalité  jx'  —  x'  <  %  entraine  p^/tjr  iouU:,%  U^  f'mnìtfw.  /^  •/ 

Or  aucune  de  ces  deux  conutÎT/r.-,  r/^^*.  r.iv^v/*;";.  vr.^rt,*   '    t,or>''*-  ft^ '*,;>*    ^    hn,- 


I 


tions/,(x)=x*-j ,  o-  K  yrt7,.i  *///'k%  .k.  .«.r  ,,",';,-/. -^^  ;///•»/'.  /m 


n 


t  fftfr  liti  ^ 


.1/ 


t  .f*    '  *       'tii    III*' 


'/'  • 


**/'-#.'*       .     /     •      ./*•.'*■         f       ,  / 


nos  théorèmes  généralise  txjjì  v-.^-^r.;  v.--:-  ,",  -.  /     «    //  -  •//-   r^ 
est  que  les  fotkcdocs  idcrtz,z  ^jrt  v,r-.>»;  v  -v.*'^ 
isolément  (voir  s**  :;^  Zjt  znji.  v    va   v/--    v^  ,  ■//-■■   "    /  - 
uniforme  dans  uxz  seçrjerx  ir-.r.: 

55.   R£MAaCJ.~£.  —  r^    V.iiryi:^    V/, 

et  les  fooaioDs  rane  r-irir^jt.  -;  r.^.v: 

l'espace  à  2,  3. x^         :;rri*rvr^-    :;    -.  /   '^z-" '/ -     •    /    ;  ,  ^'  '' 

C'est  même  poor  iâ  -yui^^sr:  '/^?.'*  -^  -    >     ^    *    /./-,. -.,i^.//       .   v  >  "" 

L'analogie  qu'on  arrat  ü:;-?   v,'^?:'  •  v*   •?     •  ^  ^/^  ,     ,•  •     ^  /'/  .'*     '       /      / 
notre  poÎQC  de  -ne  »rjsr*^. 

Pour  oi«axr  :«  -^j^^r-r-j^i 
écart  de  deoz  eienxau  V 


/ 
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Chapitre  IV. 
Les  ensembles  de  fonctions  continues  et  les  fonctionnelles. 

56.  PreaoBs  comme  éléments  variables  les  fonctions  de  x  uniformément  continues 
dans  un  intervalle  déterminé  /.  Nous  considérerons  bien  entendu  comme  distinaes  deui 
fonctions  dp^t  la  différence  n'est  pas  partout  nulle  dans  /. 

n  y  a  ici  deux  définitions  classiques  de  la  limite,  nous  n'envisagerons  que  la  limite 
dite  uniforme  *).  Nous  pouvons  considérer  cette  définition  comme  une  conséquence  de 
la  définition  sfuivante  de  l'écart  de  deux  fonctions  /(x),  g{x)  uniformément  continues 
dans  /:  Cet  icari  (J,  g)  est  h  maximum  de  |/(x)  —  ?(.v)|  dans  /.  Cette  définition 
bien  naturelle  semble  avoir  été  employée  pour  la  première  fois  d'une  manière  systéma- 
tique par  Weierstrass.  Elle  satisfait  bien  aux  conditions  générales  a),  V)  du  n^  43t. 
La  classe  (£")  ainsi  définie  est- normale.  En  effet,  pn  sait  d'abord  qu'elle  admet  une 
généralisation  du  théorème  de  Cauchy  relatif  à  la  convergence  d'une  suite.  D'autre 
part,  on  peut  former,  ime  fois  pour  toutes,  une  suite  S  de  fonctions  uniformément 
continues  dans  /: 

/,Wî  /aWj  ••• 
telle  que  toute  fonction  continue  dans  /  en  soit  la  limite  uniforme.  Par  exemple,  on 
peut  prendre  pour  former  la  suite  S,  l'ensemble  évidemment  dénombrable  des  fonctions 
continues  qui  prennent  des  valeurs  rationnelles  en  chacun  des  points  de  division  de  / 
en  q  parties  égales  {q  étant  arbitraire)  et  qui  sont  linéaires  dans  chacune  de  ces  divi- 
sions. Alors,  étant  donnée  une  fonction  /(a)  continue  dans  /,  si  l'on  prend  dans  cet 
ensemble  la  fonction  /^  (x)  qui  prend  en  chaque  point  de  division  une  valeur  égale  à 

la  valeur  approchée  par  défaut  de  /(x)  à  —  près,   on    voit    facilement   que    la    suite 

fn  (^)>  fn  ip^\  "  '  fn  W?  *  '  *  cxtraitc  de  S  converge  uniformément  vers  /(x)  **). 
Cette  remarque  peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante,  en  posant 

«.(x)  =/.  W,  •  • .  ,  «,  W  =/,(x)  -/,_.  W,  ...  : 
On  peut  former,  une  fois  pour  toutes,  une  série  de  fonctions  uniformément  continues 
dans  J: 

«.(*)  +  ».«+•••+«,(--)+••• 

telle  qu'en  groupant  convenablement  ses  termes  on  puisse    la  faire    tendre    uniformément 
vers  n'importe  quelle  fonction  continue  dans  /. 

57.  D'après  notre  définition  de  la  limite,  le  théorème  d'ARZELÀ  sur  les  fonctions 


*)  On  dit  qu'une  fonction  /^  (x)  tend  uniformément  vers  f{x)  dans  /,  si  à  tout  nombre  e  >►  o  on 
peut  faire  correspondre  un  entier  p  tel  que  Tinégalité  «  >/>  entraîne:  \f^{x)  — /(jc)|  <  e  pour  touU 
valeur  de  x  de  Tiutervalle  /  (voir  n?  13). 

•*)  On  pourrait  aussi  procéder  comme  au  n°  72  en  utilisant  le  développement  d'une  fonction  con- 
tinue en  série  de  pol3momes  (n,  page  50). 
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continues  (qui  se  déduit  dans  le  Chapitre  précèdent  de  nos  théorèmes  généraux)  m 
permet  d'affirmer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  ensemble 
fonctions  uniformément  continues  dans  /  soit  compact  est  que  ces  fonctions  soient 
chaque  point  de  /  bornées  et  également  continues.  Nous  n'avons  plus  maintenant 
cui^  difficulté  i  appliquer  nos  théorèmes  généraux  aux  ensembles  de  fonctions  co 
nues  dans  /  en  nous  souvenant  que  la  limite  dont  il  s'agit  dans  u  qui  suit  est  la  lit 

UNIFORME. 

Théorème.  —  Étant  donné  un  ensemble   quelconque  E  de  fonctions   uniformin 
continues  dans  J,  on  peut  extraire  de  E  une  suite  dénombrable  d'éléments  telle   que 
élément  de  E  appartienne  à  cette  suite  ou  soit  un  de  ses  éléments  limites  (n°  45). 
sait  aussi  que  l'ensemble  dérivé  de  £  est  fermé  *). 

Théorème.  —  Si  u  même  ensemble  E  est   non   dénombrable,   il   donne   lieu   à 
moins  un  élément  de  condensation  (n^  43).    Remarquons  que  la  définition  générale 
éléments  de  condensation  peut  se  traduire  ici   de   la  façon  suivante  :  Un  élément  / 
est  un  élément  de  condensation  de  £  si,  quel  que  soit  e  >  o,  il  y  a  une  infinité  : 
dénombrable  d'éléments  ç(a-)  de  E  tels  que  /(;c)  —  e  <  ^(x)  </(x)  +  e. 

Théorème.  —  Soit  F  un  ensemble  fermé  de  fonctions  uniformément  continues  û 
un  intervalle  /.  i**  On  peut  toujours  décomposer  ut  ensemble  en  un  ensemble  dénoml 
ble  et  un  ensemble  parfait  ou  nul  (n°  44).  2°  5t  F  fait  partie  d'un  ensemble  B  de  J 
tions  qui  sont  en  chaque  point  de  f  également  continues  et  bornées,  on  pourra  extrair 
B  une  suite  d'aémentsf^  (x),  /,(x),  ,..  et  former  une  suite  de  nombres  positifs  e^ ,  e^ , 
telles  que  l'on  obtienne  F  en  supprimant  de  B  les  fonctions  f{pc)  qui  vérifient  l'une 
inégalités  suivantes: 

/".(*)  -  *  </(*)  </.  W  +  «,.-,  /.(*)  -  e  </W  </.(*)  +  «,...  (nV 
Théorème.  —  Soit  B  un  ensemble  fermé  de  fonctions  également  continues  et  bor 
en  tout  point  d'un  intervalle  /.  S'il  existe  une  famille  H  d^ ensembles  I  de  fonctions  d 
telle  que  toute  fonction  de  B  est  intérieure  au  sens  étroit  à  l'un  au  moins  de  ces  ens 
bleSj  on  peut  extraire  de  H  un  nombre  fini  d'ensembles  I  formant  une  famille  G  je 
sont  de  la  mime  propriété  que  H.  La  réciproque  est  vraie  (n°  42). 

58.  En  particularisant  la  question  que  nous  avons  résolue  au  n°  39,  on  obtiei 
problème  posé  par  M.  Hadamard  en  ces  termes  :  «  Soit  E  l'ensemble  des  fonct 
continues  entre  0  et  i,  ayant  des  valeurs  déterminées  aux  extrémités,  ou  remplis 
des  conditions  analogues.  Divisons  E  en  ensembles  partiels  Jk,  tels  que  deux  fonct 
quelconques  appartenant  à  E  aient  un  écart  moindre  que  e.  Considérant  les  \  con 
autant  d'individus,  on  peut  dire  que  l'ensemble  ^, ,  qui  a  ces  Jk,  comme  éléments, 
mhre  l'ensemble  E.  C'est  cet  ensemble  J^,  dont  il  conviendrait  d'étudier  les  propri 
et  en  particulier  la  puissance  ». 

La  théorie  générale  appliquée  ici  nous  permet  de  donner  à  ce  problème  une  s 


*)  Nous  savons  (n°  22)  qu'il  n*en  serait  plus  ainsi,  si  Ton   avait   pris   la   définition  de  la  li 
danß.  son  sens  ordinaire,  c'est-à-dire  sans  la  supporr  nécessairement  uniforme. 
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don  complète  en  ce  qui  concerne  la  puissance,  et  même  il  nous  est  indifférent  de  sup- 
poser ou  non  que  les  valeurs  des  fonctions  soient  ou  non  données  aux  extrémités.  La 
réponse  est  la  suivante:  Quel  que  soit  un  ensemble  E  de  fonctions  uniformément  continuas 
dans  un  intervalle  /,  on  peut  toujours  choisir  sa  décomposition  en  ensembles  k^  de  façon 
que  ^,  soit  dénombrable  (n°  40).  Pour  que  ^,  non  seulement  soit  dénombrable  mais  se 
compose  d'un  nombre  fini  de  termes  quel  que  soit  e,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions 
appartenant  à  E  soient  en  chaque  point  de  f  bornées  et  également  continues  (p?  41). 
Dans  les  deux  cas,  on  pourra  choisir  les  k^  de  façon  que  chaque  élément  de  E  soit 
intérieur  au  sens  étroit  à  au  moins  Tun  d'eux.  De  plus,  nous  connaissons  un  moyen 
effectif  de  déterminer  les  jfe,  dans  le  cas  général  et  cela  indépendamment  de  E. 

59.  Les  opérations  portant  sur  des  fonctions  continues  sont  spécialement  appelées 
des  fonctionnelles  par  M.  Hadamard  (xi).  Un  exemple  important  de  fonctionnelle  con- 
tinue est  la  fonctionnelle  linéaire: 


U(f)  =  £mix)fix)dx, 


OÙ  m(jc)  est  une  fonction  bornée  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Nous  pouvons  appliquer  encore  id  nos  théorèmes  généraux  sur  les  opérations. 

Théorème.  —  Soit  U  une  fonctionnelle  continue  dans  un  ensemble  fermé  B  de 
fonctions  de  x  bornées  et  également  continues  en  tout  point  d'un  intervalle  /.  Cette 
fonctionnelle:  i"  est  bornée  dans  B;  2°  y  atteint  au  moins  une  fois  sa  limite  supérieure 
(n**  II).  Réciproquement,  si  cette  drconstanu  a  lieu  pour  toute  fonctionnelle  continue  dans 
-S,  B  est  un  ensemble  fermé  de  fonctions  également  continues  et  bornées  en  tout  point 
de  J  (n°  51). 

THÉORèME.  —  Pour  quune  suite  de  fonctionnelles  (7^ ,  t/^ ,  . . . ,  continues  dans  un 
champ  quelconque  E  de  fonctions  de  x  uniformément  continues  dans  /,  converge  vers  une 
fonctionnelle  continue  dans  J?,  il  faut  et  il  suffit  que  la  convergence  soit  quasi-uniforme 
dans  tout  ensemble  fermé  formé  de  fonctions  également  continues  et  bornées  appartenant 
à  E  (n°  14). 

Théorème.  —  Considérons  une  famille  ^  de  fonctionnelles  continues  dans  un  en- 
semble fermé  de  fonctions  également  continues  et  bornées  en  tout  point  d'un  intervalle  /. 
Pour  que  de  toute  infinité  de  fonctionnelles  de  ^j  on  puisse  extraire  une  suite  qui  con- 
verge uniformément,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctionnelles  de  ^  soient  bornées  et  éga- 
lement continues  en  tout  élément  de  l'ensemble  de  fonctions  (p?  48). 

Chapitre  V. 

Les  ensembles  et  les  fonctions  de  points  de  l'espace 
à  une  infinité  dénombrable  de  dimensions. 

60.  Un  grand  nombre  des  éléments  qui  interviennent  en  mathématiques  sont  dé- 
terminés chacun  complètement  par  une  suite  infinie  de  nombres  réels  ou  complexes: 
Par  exemple,  une  série  de  Taylor  est  déterminée  par  la  suite  de  ses  coeflScients  sous 
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la  forme:  ' 

(I)  f^^)  =  a^^a,x+...-\-aXx)-\---' 

Une  fonction  continue  de  x  entre  o  et  i  est  déterminée  par  la  suite  des  valeurs 
qu'elle  prend  aux  points  d'abscisses  rationnelles,  par  la  formule  d'interpolation  de 
M.  BoREL  (jiy  page  80)  : 

De  même,  un  nombre  irrationnel  est  défini  par  une  suite  de  nombres  rationnels; 
et  ainsi  de  suite. 

On  peut  donc  considérer  les  nombres  de  la  suite  qui  définit  chacun  de  ces  élé- 
ments comme  les  coordonnées  de  cet  élément  envisagé  comme  un  point  d'un  espace 
(^EJ)  à  ime  infinité  dénombrable  de  dimensions.  Il  y  a  plusieurs  avantages  à  opérer 
ainsi.  D'abord  l'avantage  qui  se  présente  toujours  quand  on  emploie  le  langage  géomé- 
trique si  propice  à  l'intuition  par  les  analogies  qu'il  fait  naitre.  Ensuite  cela  permet 
d'obtenir  des  propriétés  générales  applicables  à  toutes  ces  catégories  d'éléments:  celles 
qui  résultent  non  de  leur  nature  propre,  mais  de  leur  détermination  par  un  ensemble  dé- 
nombrable de  nombres.  Il  reste  d'ailleurs  bien  entendu  qu'à  toute  suite  infinie  de  nom- 
bres ne  correspond  pas  nécessairement  un  de  ces  éléments.  Par  exemple,  l'expression 
(i)  ne  définit  /(x)  que  si  la  suite  a^,  a,,  . . .  ,  a^,  ...  satisfait  à  certaines  conditions. 

61.  Nous  allons  donc  maintenant  faire  abstraction  de  l'origine  de  la  suite  de  nom- 
bres qui  définit  un  de  ces  éléments  et  considérer  simplement  cette  suite: 

^li   ^a  >    •  •  •  >   *«  >    •  •  • 

comme  définissant  un  point  déterminé  x  de  l'espace. 

Nous  dirons  que  deux  points  x,  x'  de  (^EJ)  coïncident,  lorsque  leurs  coordonnées 
sont  respectivement  égales,  et  dans  ce  cas  seulement. 

Pour  pouvoir  appliquer  dans  le  cas  présent  les  théorèmes  généraux  obtenus  pré- 
cédemment, il  nous  suflSra  de  montrer  que  la  classe  des  points  de  ÇEJ)  définit  une  classe 
(£}  normale. 

62.  Écart  de  deux  pointe  de  (£^).  —  On  pourrait  définir  de  bien  des  manières  l'écart 
de  deux  points  : 

X    .  X ,    m  Jt.   •       •    •     .     •       X^  m       •    •     . 


Mais  pour  généraliser  utilement  le  cas  de  l'espace  à  un  nombre  fini  de  dimensions, 
il  faut  s'arranger  pour  que,  si   l'écart  (x,  x')  tend   vers  zéro,   chacune   des  quantités 

^i  —  ^'1  >  ^a  "■  "^1  >  •  *  •  5  ^n  —  "^1  >  •  •  •  tende  vers  zéro. 

Une  question  importante  se  pose,  à  savoir  s'il  ne  serait  pas  utile  de  choisir  cette 
définition  de  façon  que  cette  suite  infinie  de  différences  tende  uniformément  vers  zéro. 
Nous  verrons  plus  loin  (n°  68)  qu'il  est  préférable  de  ne  pas  s'imposer  cette  condition 
qui  semble  assez  naturelle.  Quoiqu'il  en  soit,  nous  adopterons  la  définition  suivante  de 
l'écart,  dont  le  choix  sera  justifié  par  la  suite. 
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Nous  appellerons  écart  des  deux  points  x,  a',  le  nombre  bien  défini: 

(^    ^>^  —      I*.  —  -^.'l         I     ^         l^a  —  <\         I  I     ^         \x.  —  <\         I 

(.*,  *J-  ,  +  \x^-x\\  "^  2!  I  +  |x,  _  x;|  t-  •••  -f  „!  I  -f-  |x.  _  x:i  "^ 

Le  second  membre  est  évidemment  convergent  quels  que  soient  x, ,  x\\  x^ ,  x\\  ... 
On  voit  qu'il  est  toujours  >  0  lorsque  x  et  x'  sont  distincts.  De  plus,  on  a,  quel 
que  soit  n: 

\<-<\    ,   \x,-x',\       \x,-x:\ 

I  +  K  -  <\  - 1  +  k  -  *:r  I  +  k.  -  <l  ' 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier. 

Donc  on  a  pour  trois  points  quelconques  x,  x',  x": 

(y,  x")^(x,  x')  +  (^-,  O- 

Ainsi  le  nombre  que  nous  venons  de  définir  satisfait  bien  aux  deux  conditions  gé- 
nérales que  nous  avions  imposées  à  la  définition  de  l'écart  (n^  49). 

63.  UmltB  <fun  point  de  (^EJ).  —  De  la  définition  de  Técan  résulte  la  définition  de 
la  limite  d'un  point  de  l'espace  (£„). 

On  dit  qu'un  point  x*"*  de  l'espace  {EJ)  tend  vers  le  point  x  de  (f^^),  quand   n 

croh  indéfiniment,  si  l'écart  (x^"^,  x)  tend  vers  zéro  avec   — .  Mais  on  peut  donner 

une  définition  équivalente  faisant  intervenir  direaement  les  coordonnées,  au  moyen  du 
théorème  suivant: 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  de  (£J 


tende  vers  un  point: 


X     .  *j  ,      x^  ,   .  .  .  ,  :«^  ,   .  .  . 


X      .  Xj  ,        X^ ,     .  .  .  ,    X^ ,     .  .  .  , 


est  que,  quel  que  soit  /?,  x^*^  tende  vers  x^  quand  n  croit  indéfiniment. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  cette  dernière  condition  soit  réalisée.  Je  vais  mon- 
trer que  (x,  x^"^)  tend  vers  zéro.  Pour  cela  observons  qu'on  a: 

en  appelant  r^  l'expression  indépendante  de  n  : 

Cette  dernière  quantité  tend  vers  zéro  avec  —  ;  on  peut  donc  fixer  un  nombre  p 

g 
indépendant  de  «,  tel  que  l'on   ait   r^  <C  —  •  L^  nombre  p  étant  ainsi  fixé,  il  est  ma- 
nifeste que  la  somme  des  p  termes  qui    le    précèdent    dans  l'inégalité   (2)   tend   vers 
zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  On  peut  donc  trouver    un  nombre    q    tel    que   leur 

somme  soit  inférieure  à  —  pour  n  >  ^.  En  résumé,  nous  obtenons  un  nombre  q  tel 

que  l'on  ait: 

(x^"^  x)<e,         pour  n>q; 

ce  qui  démontre  que  la  condition  supposée  était  bien  suâBsante. 
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Démontrons  qu'elle  est  nécessaire.  L'expression  de  (jc,  x^"^)  montre  que  l'on  a  pour 
toute  valeur  de  p  : 

Donc  le  premier  membre  tend  vers  zéro  lorsque,  p  restant  fixe,  n  croît  indéfini- 
ment. Ceci  ne  peut  arriver  que  si  x^"'  tend  vers  x    pour  toute  valeur  fixe  de  p, 

64.  Cette  proposition  permet  de  montrer  que  la  classe  (E^  admet  une  générali- 
sation du  théorème  de  Cauchy  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quune  suite  infinie  de  points 
de  Vtspau  (£J  ; 

ait  une  limite,  est  que,  quel  que  soit  le  nombre  e  >  o,  on  puisse  déterminer  un  nombre  n 

tel  que  Von  ait: 

l^^in^P)^  x<«))  <  e, 

quel  que  soit  Ventier  p. 

La  condition  est  évidemment  nécessaire. 

Inversement,  supposons  la  condition  réalisée.  On  aura  : 

» <ey! 


D'où:  ' 

en  supposant  e  <[  — r- .  Ayant  une  fois  fixé  g,  on  pourra  prendre  e  de  façon  que 

e  <  — r        et        ^ — p  <  û), 

ql  i  —  ^q\ 

a>  étant- donné  à  l'avance;  alors  e  déterminera  n  et  on  aura: 

quel  que  soit  p.  D'après  un  théorème  bien  connu  de   Cauchy,    il   en   résulte   que   la 
suite  des  nombres: 

•*j  >       *j   >    •  •  •  >    -^j    5    •  •  • 

a  une  limite  x   lorsque  n  croit  indéfiniment.  Et  ceci  a  lieu  quel  que  soit  q.  D'après  le 
théorème  précédent,  cela  prouve  que  la  suite  x^^\  . . . ,  x^"\  ...  a  une  limite  déterminée 

x:        X^y     .   •   .    y     X^j      .   •   . 

Les  ensembles  de  points  de  l'espace  (fj. 

65.  Du  fait  que  Ton  peut  définir  l'écart  de  deux  points  de  l'espace  (J?,^)  à  une 
infinité  dénombrable  de  dimensions,  il  résulte  que  les  points  de  cet  espace  forment  une 
classe  (E).  Noos  compléterons  de  plus  l'assimilation  à  la  théorie  générale  par  le  théo- 
rème suivant: 

Or«.  Matm,  Bilwi,  t.  JEU  (190e).  —  Stampato  il  jo  maggio  1906.  6 
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Théorème.  —  Les  points  de  V espace  (^EJ)  forment  une  classe  (£)  normale. 

Nous  savons  déjà  qu'ils  forment  une  classe  (£")  admettant  une  généralisation  du 
théorème  de  Cauchy  sur  les  suites  convergentes.  Cette  classe  (J?)  est  évidemment  par- 
faite. D  suffit  de  montrer  qu'on  peut  la  considérer  comme  l'ensenible  dérivé  d'une  suite 
dénombrable  de  ses  éléments.  Pour  cela  remarquons  d'abord  que  l'ensemble  des  nom- 
bres rationnels  de  signe  quelconque  est  un  ensemble  dénombrable  qu'on  peut  mettre 
sous  la  forme  d'une  suite  : 

^i  j     ^2  >  •  •  •  j  ^11  >  •  •  • 

Considérons  alors  l'ensemble  D  des  points  de  l'espace  (f^)  qui  ont  des  coordon- 
nées de  la  forme: 

Xj  =  c«j ,     Xj  =  c«j,  . . .  ,  x^  =  Cnpj    Xp^^  =  0,     x^_^_^  =  05  •  •  •  5 
où  py  n^j  n^j  . . .  ,  n^  sont  des  entiers  positifs  quelconques.  Cet  ensemble  est  évidem- 
ment dénombrable  et  on  voit  facilement  que  tout  point  de  (E^)  est  limite  d'une  suite 
d'éléments  de  D. 

66.  Les  ensembles  compacts. — La  notion  d'ensemble  compact  prend  une  signification 
géométrique  très  simple  dans  le  cas  d'un  ensemble  de  points  de  (J?^).  Pour  l'indiquer, 
nous  dirons  d'abord  qu'un  ensemble  de  points  de  (f^)  est  contenu  dans  un  domaine  fini, 
si  l'on  peut  trouver  une  suite  de  nombres  ^  o  :  Af , ,  Af, ,  . . .  tels  que  l'on  ait  pour 
tout  point  (x, ,  . . .  ,  X, ,  . . .)  de  l'ensemble  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  ensemble  E  de  points 
de  l'espace  (^EJ)  soit  compact  est  que  cet  ensemble  soit  contenu  dans  un  domaine  fini. 

En  effet,  supposons  l'ensemble  E  compact;  s'il  n'était  pas  dans  un  domaine  fini, 
on  pourrait  trouver  n  tel  que  l'ensemble  des  coordonnées  de  rang  n  des  points  de  E 
ne  soit  pas  borné.  Autrement  dit,  il  faudrait  que,  quel  que  soit  /?,  on  puisse  trouver 
un  point  x^^^  de  E  tel  que,  en  appelant  xj/*^  sa  coordonnée  de  rang  «,  on  ait  : 

i^ri  >  p- 

Or  ceci  est  impossible  si  E  est  compact;  car,  de  la  suite  des  points  de  E:  x^'\ 
x^^\  ...  on  pourrait  extraire  une  suite  x^^'>,  x^^^\  .  . .  ayant  une  limite  x.  Et  alors  les 
nombres  xj/**^,  x^^*\  ...  qui  croissent  indéfiniment  comme  />, ,  />^ ,  ...  auraient  une 
limite  finie  x^. 

Inversement,  supposons  que  E  soit  dans  un  domaine  fini.  Alors,  ou  bien  il  n'y  a 
qu'un  nombre  fini  d'éléments  et  dans  ce  cas  E  est  compact  par  définition,  ou  bien  il 
y  a  un  nombre  infini  d'éléments  distincts.  Considérons  un  ensemble  infini  E^  contenu 
dans  E.  L'ensemble  de  ses  coordonnées  de  rang  i  est  borné  par  hypothèse.  Donc  :  ou 
bien  il  y  en  a  une  infinité  qui  sont  égales  à  un  môme  nombre  x^ ,  ou  bien  on  peut 
en  trouver  une  infinité  qui  sont  distinctes  et  tendent  vers  un  nombre  déterminé  x^ . 
Dans  les  deux  cas,  on  pourra  extraire  de  £",  une  suite  de  points  de  (^E^): 

telle  que  la  suite  x[^\  x[^\  . . .  ,  x^"^,  ...  ait  une  limite   déterminée  x^.   De  cette  pre- 
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mière  suite,  on  pourra  extraire  une  autre  suite  de  points  rangés  dans  le  même  ordre: 


telle  que  les  coordonnées  du  deuxième  rang  aient  une  limite  déterminée  a'^  ,  les  coordon- 
nées du  premier  rang  continuant  à  tendre  vers  x^.  Et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  à 
former  une  suite  de  points  de  E^  : 

A  j         A  ,...,A  ?••• 

contenue  dans  les  suites  précédemment  formées  et  telle  que  les  coordonnées   de   rang 
au  plus  égal  à  p  aient  respectivement  des  limites  déterminées  :  x^ ,  x^j  . . .  ,  x  . 
Alors,  considérons  la  suite  de  points  de  £,  distincts  : 

(^)  JC^^     x''''\  . .  .  ,  x^-'"\  .... 

A  partir  du  rang  />,  et  ceci  quel  que  soit  p,  cette   suite  est   formée   d'éléments   de   la 

suite  x^*'^\  x^^*^\  . . .  ,  x^*'*^\  . . .  pris  dans  le  même  ordre.   Donc   ses  coordonnées   de 

rang  p  tendent,  quel  que  soit  />,  vers  un  nombre  déterminé  a-  .  Autrement  dit,  la  suite 

(i)  est  une  suite  d'éléments  de  E^  qui  sont  distincts  et  ont  une  limite  déterminée:  le 

point  de  coordonnées 

x^j    x^ ,  . . .  ,  x^ ,  . . .  . 

La  proposition  est  ainsi  démontrée  *). 

Applications  des  théorèmes  généraux. 

67.  ïl  n'y  a  plus  maintenant  aucune  difficulté  à  appliquer  aux  ensembles  de  points 
de  l'espace  (^EJ)  les  théorèmes  énoncés  pour  les  ensembles  tirés  d'une  classe  (£")  nor- 
male. 

Théorème.  —  Considérons  un  ensemble  auELCONQUE  E  de  points  de  l'espace  {EJ) 
à  une  infinité  dénombrable  de  dimensions:  i°  on  peut  extraire  de  E  un  ensemble  dénom- 
brable  de  points,  D,  tel  que  tout  point  de  E  appartienne,  soit  à  Z),  soit  à  son  dérivé  D'  ; 
^  Vensemhle  E'  dérivé  de  E  est  fermé;  3°  l'ensemble  E  est  dénombrable  ou  sinon  donne 
lieu  à  au  moins  un  point  de  condensation. 

Théorème.  —  Si  un  ensemble  E  de  points  de  l'espace  ÇE^^)  est  dans  un  domaine  fini, 
V ensemble  de  ceux  de  ses  points  qui  ne  sont  pas  des  points  limites  de  E  est  dénombrable. 

Théorème.  —  Soit  E  un  ensemble  de  points  de  l'espace  (f^^)  qui  est  fermé  et  con- 
tenu dans  un  domaine  fini  D:  i**  il  existe  un  ensemble  dénombrable  G  de  sphéroïdes 
tels  qu'on  obtienne  E  en  enlevant  de  D  les  points  intérieurs  à  chacun  de  ces  sphéroïdes; 
2^  E  peut  être  décomposé  en  un  ensemble  dénombrable  de  points  et  un  ensemble  parfait 
ou  nul  sans  points  communs  avec  le  précédent  ;  3°  il  existe  au  moins  un  ensemble  K  de 
points  de  (EJ)  dont  l'ensemble  dérivé  coïncide  avec  E. 

Théorème.  —  Pour  qu'un  ensemble  E  de  points  de  l'espace  (J?^^)  soit  fermé  et  con- 


*)  M.  MoNTEL  est  depuis  longtemps  en  possession  de  la  condition  suffisante  qui  lui  a  servi  pour 
tabfir  certaines  proposÂtions  énoncées  dans  une  Note  des  Comptes  Rendus  (xxv). 
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tenu  dans  un  domaine  fini,  il  faut  et  il  suffit  que  de  toute  famille  G  d'ensembles  I  de 
points  de  E  telle  que  tout  point  de  E  soit  intérieur  au  sens  étroit  à  l'un  au  moins  des 
ensembles  /,  on  puisse  extraire  un  nombre  fini  de  us  ensembles  I  formant  une  famille  H 
jouissant  de  la  mime  propriété  que  G. 

Théorème.  —  Tout  ensemble  parfait  de  points  de  (^EJ)  posside  la  puissance  du 
continu. 

On  peut  encore  ici  résoudre  une  question  analogue  à  celle  qui  a  été  posée  par 
M.  Hadamard  pour  les  ensembles  de  fonctions  continues  (n°  39). 

Soit  E  un  ensemble  de  points  de  Tespace  (f^);  décomposons  E  en  ensembles 
partiels  jfe,  tels  que  deux  points  quelconques  de  l'un  d'eux, aient  un  écart  moindre  que 
e,  et  soit  ^,  l'ensemble  des  k^.  Quels  que  soient  E  et  e,  on  peut  toujours  opérer  cette 
décomposition  de  façon  que  ^,  soit  dénombrable.  Pour  que,  quel  que  soit  e,  on  puisse  dé- 
composer E  en  un  nombre  fini  d'ensembles  Jk,,  il  faut  et  il  suffit  que  E  soit  contenu  dans 
un  domaine  fini. 

68.  Remarqtue.  —  C'est  ici  le  lieu  d'observer  qu'on  aurait  pu  être  amené  à  choisir 
une  autre  définition  de  la  limite  d'une  suite  de  points  de  l'espace  (f^).  Il  semble  au 
premier  abord  qu'il  aurait  été  plus  naturel,  en  même  temps  que  plus  adéquat  aux  ap- 
plications, d'adopter  la  définition  suivante;  Une  suite  de  points  x^^\  x^^\  . . . ,  x^**, . .. 
tend  vers  un  point  x  lorsque,  étant  donné  un  nombre  e  >  o,  on  peut  trouver  un 
entier  q  tel  que  l'on  ait: 

1^"^  —  ^^1  <  ^J     Po^^"     ^  >  Î5 
quel  que  soit  le  rang  p  des  coordonnées  considérées  de  x^"^  et  de  x. 

D  y  aurait  certainement  lieu  d'étudier  une  théorie  des  ensembles  et  de  la  continuité 
dans  l'espace  {E^  fondée  sur  cette  définition  qui  peut  présenter  parfois  des  avantages 
(xviii).  Cependant,  elle  se  prête  moins  bien  aux  applications  de  nos  théorèmes  généraux. 
En  effet,  on  voit  que  pour  déduire  cette  définition  d'une  définition  convenable  de  l'écart, 
on  est  amené  à  appeler  écart  de  deux  points  x,  x'  la  limite  supérieure  de  \x  —  x\ 
quand  p  prend  toutes  les  valeurs  entières  possibles.  Cette  definition  semble  beaucoup 
plus  simple  que  celle  que  nous  avons  adoptée  ;  elle  a  pourtant  l'inconvénient  de  ne  pas 
s'appliquer  à  deux  éléments*  quelconques.  Plus  exactement,  elle  pourrait  donner  une  valeur 
infinie  à  l'écart  de  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  finies  (mais  non  bornées). 

Un  autre  inconvénient  de  cette  méthode  est  qu'on  ne  voit  plus  nettement  quelle 
est  la  signification  géométrique  qu'il  faut  attacher  à  la  notion  d'ensemble  compact.  En 
eflfet,  il  est  facile  de  former  un  exemple  d'un  ensemble  de  points  de  (ß^  qui  est  con- 
tenu dans  un  domaine  fini  et  qui  n'a  pourtant  aucun  élément  limite  au  sens  de  la 
deuxième  définition.  On  pourrait  peut-être  espérer  qu'il  y  a  un  élément  limite  lorsqu'on 
impose  à  l'ensemble  d'être,  non  plus  seulement  infini,  mais  non  dénombrable.  Ou  bien 
encore  en  restreignant  la  définition  que  nous  avons  donnée  d'un  domaine  fini  et  en 
disant  que  le  domaine  sera  fini  si  toutes  les  coordonnées  sont  en  valeur  absolue  infé- 
rieures à  un  même  nombre  fixe.  Aucune  de  ces  restrictions  ne  peut  pourtant  restituer 
sa  validité  au  théorème  en  question.  Il  suiEt  en  eflfet  de  considérer  l'ensemble  de  tous 
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les  p3mis  nmniinft  juiir  !cs  jonrdonnees  scat  a^ujours  egales  i  o  ou  u  i.Vi  cns\M\iWc 
a  12  rasBsncs  su  ^unumi  ^i  a^sc  ócm:  pas  dénombrdblc)  ce  coûtes  les  cvhmJvmukvs  vie 
ses  psnns  amc  rontes  jans  leur  ensemble  ;  il  ai  pourunt  aucun  ixnni  Uniiie  au  m*us 
de  BX  sUni-ii'iniiM-  iT^iiiiiiim..  H  âZL  X  3X1  coiitnitre  au  sens  de  b  première. 

l'es  ìmIìmh  Ahb  salle  infinie  de  variables  indépendantes. 

69.  GjiiUiiiiirtiiiaiL  i  nos  définitions  générales,  nous  dirons  qu'une  fmulion  vPune 
siriiB  inäxnt  it  «srcifaies  x^ •  x^,  . . . ,  x, ,  ...  : 

/ yj^t  y  ^zy  •  •  •  >  -"^B >  •  •  0 
est  coittrmx,  s  /(x/*,  xf  • . . . ,  x'^\  . . .)  a  pour  limite  /(.v, ,  a,  ,  . . . ,  a.  ,  .  ■  )  loiMpie 
^/'j  *"ï^f  ---•  x/*. ...  tendent  simultanément,  mais  indéinrudamnicni,  veiN  \,.  \,i  ■     i 
-K.,  —  «qoaai  ^  croà  îndéfinîmcnL  Nous  pouvons  encore  ici  appliimei   m»»  ilu»»irinr?i 
généraux: 

TnionbiE.  —  Si  une  fonction  d'un  point  de  Vespiue  {li,^^  à  une  ifilniiti'  tlt'mmhnihh 
de  dtmemsions  est  continue  dans  un  ensemble  limité  et  fermé  de  points  de  tel  r*/'<iM',  <»•/<»• 
fonction:  i^  est  bornée;  2^  atteint  en  au  moins  un  point  de  lì  yti  limite  Mipénenw  Ki' 
ciproquement,  si  cette  propriété  a  lieu  pour  toutes  les  fonctions  iontinnes  dtin\  un  enwuihl^ 
Ej  cet  ensemble  est  limité  et  fermé. 

TuiathiE.— Toute  fonction  continue  dans  un  ensemble  e  ritenuti  de  /»n/w/i  »/»• 
Vespau  (fj  est  uniformément  continue  dans  ut  ensemble. 

Théosìme.  —  la  condition  nécessaire  et  sufjisante  pour  f/n'ioir  \e9if  dr  Inmlhtn  n'ti 
tinues  en  tout  point  d'un  ensemble  extremal  de  points  de  l'npmr  ( l.j  loHi'nt'i'  "'"  "'"' 
fonction  continue,  est  que  la  convergence  de  cette  série  wit  f/ntni  in/ilonfit 

ThàoJtÈME.  —  Soit  ^  une  famille  de  fonction  i  ronltmui  //////«  un  rn^^nnhlr  limile  il 
fermé  4e  points  de  Vespace  (£*J.  Pour  que,  de  toutf.  tn/inité  dr  /nutlinn^  di  J],  nn  l^th^f 
extraire  une  suite  qui  converge  uniformément,  il  faut  ri  il  ^ftll'i  '/fff  I'"  /"tfiHi'tt^  d*- 
^  soient  également  continues  et  bornées  en  tout  point  d/  rfn;rmldf 

cham7»f,  y/ 

Fonctions  holomoiphes  a  YifAér\^,uf  n'iih^  fn^Hn^  fO»*- 

70.  Considérons  dans  le  plan  v,r:.yj /f   -'.' ,  /,    ./'^    • ''    ';  ./.  /ff,'|  •'     %    .     //»,""" 
simple  ou  multiple.  Nous  al>>n^^  ^-.':/.'  ^,  '•  /     -'-    ''//■  •'     '.'»/'"•    -'n.f   1.    I"" 
rions  holomoq)hes  en  toniz  yÀz.z  ',nî>r>r//  *  ^    \'*»^t  ^  >  i*     /      *»  m,  .,/„,     1,,,.   »   ' 
énoncés  que  nous  allons  f/:rjt:x:.r.  :y/,x  -f    '//•.  /-''/'     /**n     ,.*     •'     »     ,.,,    .    y* 
sur  le  contour  de  3^.  A:-tr*rr>îr.r    ,-    -//.,  v/  ,'.'*-'*r      *,'*'*»   .-'f/'rj.i      ..  ,.  /  '" 
rions  holonx>rphcs  à  TrzrJrrjf^^.T  >,  jj,  -, .    ^/"      -'    '    '•'    '  '"  ""   ;''""•  »*.  ^*'  .^  *   ^ 

Pour  appliqcer  rux  •;v.w''*r-r->  ;r    .  u  /      //  •   -'//■■"■''.'  •    ■  • '"'  jr    ..     t'i,,.«'     '" 

écart.  SnpposoDf  cc'or.  a:r  w^-î-*       **   ••  -^      f*-    %       %    ,  %    • 

chacune  inubiccre  as3  vji"%r.r^^  *^  *  %^^  '"A    '    ''    **  "  •"     *    '"«^r  .r    ^  •# 
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trouve  aussi  intérieure  aux  aires  de  cette  suite  à  partir  d'un  certain  rang  *).  Pour  définir 
Técart  de  deux  fonctions  f  tt  g  holomorphes  à  l'intérieur  de  ^,  nous  appelons  u^  le 
maximum  fini  de  |/(0  —  ?(0I  ^^^^  î  varie  dans  ^^  ou  sur  son  contour.  La  série 

I    TT  T  _i_  *i     I    "  "  '    I    ITT  T  _J_  ..   -|-  •  '  • 


est  certainement  convergente;  sa  somme  sera  par  définition  l'écart  (/,  g)  de/  et  def 
dans  ^.  On  voit  que  si  \f{^  —  ^(01  *  ^^^  limite  supérieure  finie  a  quand  x.  varie 
de  façon  quelconque  à  l'intérieur  de  ^,  l'écart  sera   inférieur  à  — p — .  Mais   l'écart 

aura  une  valeur  finie  <^  e  même  dans  le  cas  contraire. 

En  se  servant  des  remarques  faites  pour  les  points  de  l'espace  (£y)  au  n°  62,  on 
voit  encore  que  la  définition  que  nous  venons  de  donner  satisfait  bien  aux  conditions 
imposées  à  celle  de  l'écart  (n**  49). 

Conformément  à  la  théorie  générale,  nous  dirons  donc  que,  éunt  données  deux 
fonctions  holomorphes  à  l'intérieur  de  ^\  f(jO  et/^(;(),  la  fonction /(;[)  est  la  limite 

de /,(:()  si  leur  écart  tend  vers  zéro  avec  — . 

Pour  se  rendre  compte  de  la  signification  de  cette  définition,  il  sufiit  de  remarquer 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Y  écart  (/,  /,)  tende  vers  ^éro  est  que 
fnOù  ^^^^  uniformément  vers  f(jO  dans  toute  aire  ^'  intérieure  à  ^. 

En  effet,  si  cette  condition  est  remplie,  le  maximum  tt^"^  de  \f(X) — /«(Ol  ^^^'^ 
^ .  tend  vers  zéro  avec  — ,  quel  que  soit  l'entier  fixe  p.  D'après  un  raisonnement  em- 
ployé plus  haut  (n**  63),  cela  suffit  pour  que  l'écart 

tt^;^  I      ^^p 

I  +  u^'  P  î  I  +  uy 

ait  aussi  pour  limite  zéro.  Inversement,  si  l'écart  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même 
de  tt^^"^  quel  que  soit  l'entier  fixe  /),  d'après  Tincgalitc  : 

Donc/,(0  tend  uniformément  vers /(O  dans  chaque  aire  ^^  et  par  suite  dans  toute 
aire  ^'  intérieure  à  ^.  Mais  il  n'est  pas  certain  que  la  convergence  de  /„(O  ^^^^ 
/(O  soit  uniforme  dans  ^.  On  en  verrait  un  exemple  en  prenant  pour  ^  le  cercle 
\x\^i  et  en  posant /^(^^^C", /(O^^-  ^  ^^^^  semble  pourtant  préférable  d'adop- 
ter notre  définition  plutôt  que  celle  d'après  laquelle  on  considérerait  seulement  /(:() 
comme  limite  de/^(;0  quand /^(^  tend  vers/(0  uniformément  dans  toute  Vaire  ^. 


*)  Par  exemple,  si  ^  est  limitée  par  un  contour  convexe  simple,  on  prendrait  pour  ^^  Thomothéti- 
que  de  ^  dans  le  rapport  relativement  à  un  point  fixe  pris  indépendamment  de  «  à  l'intérieur  de  ^. 
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Car  on  serak  amené  i  ne  pas  toujours  considérer  une  fonction  telle  que  ,  comme 

limite  de  son  dévdoppement  de  Taylor  dans  son  cercle  de  converf^ence. 

71.  Ainsi  donc,  nous  allons  établir  notre  théorie  des  ensembles  de  fonctions  ho- 
lomorphes à  lintérieur  de  ^  en  considérant  une  fonction  comme  limite  d'une  autre, 
lorsque  la  valeur  de  la  seconde  tend  vers  la  première  uniformément  à  Tiiitérieur  de  toute 
aire  intérieure  i  ^. 

Pour  poovcHf  appliquer  nos  théorèmes  généraux  de  la  VhìoaìÌ'.hv.  Paktii',,  nou.s  dé- 
montrerons que  la  classe  des  fonctions  holomorphes  a  l'intérieur  d'une  fnéme  aire  %  est 
une  classe  (£)  ncrmàU. 

Nous  savons  qu'on  peut  la  considérer  comme  une  cla?;ric  (li)  Montrons  ([u'elle 
admet  une  généralisation  du  théorème  de  Cauchy, 

Théorìme.  —  Pour  qu'une  suite  de  fonctions  : 

Ijolomarphes  à  ^intérieur  d'une  aire  JL  soit  unifurmémenl  amver fente  dam  toute  aire  31' 
complitement  intérieure  à  ^,  il  faut  et  il  suffit  qu'a  tout  nombre  t  ^  o,  on  \)ui\st  faire 
correspondre  un  entier  n  tel  que  l'on  ait,  quel  que  soit  p: 

n  n'y  a  aucune  difficulté  à  montrer  que  la  c/iri'iiii/in  eM  n/'.eft%;iire.  Pour  montrer 
qu'elle  est  suffisante,  appelons  u**'^^  le  mrxiulc  maximum  fit:  fjr)  ■///;'  d^n^  31  - 
Donnons-nous  maintenant  une  aire  ;3L'  intérieure  à  %.  On  pourra  |>ri:fjdre  q  a^sez 
grand  pour  que  ^'  soit  aussi  complètement  intérieure  ä  31  «  A  y;i ni  ainsi  fixé  le  nombre 

j,  choisissons  un  nombre  e  >  o,  inféTicur  â      ,.    ". 

Par  hypothèse  on  pourra  trouver  un  entier  n  U:\  rjue  l'/in  ;iii: 


quel  que  soit  p.  Or, 

I         tt."**^ 

Donc 

7                   1          î 

ou 

«;•■*'  ^0,. 

Autrement  dit,  étant  donné   0*  ^  o.   on  jxn-t  troi-vcr  un  entier  n,  u:\  eue  '/or.  2::  en 
tout  point  de  ^  : 

quel  que  soit  l'entier  /).  Par  a>- vx -ent  la  '>'.iu:  /^ ^rj,  fjry,  ...  est  bien  u:±orTr.é=:cc: 
convergente  dans  31'. 

7a.  Démontrons  maintena.i:   cîit  les  fonctions   hoIr>morphes   ä   i'in-^neur  d'une 
même  aire  JL  forment  une  cLuse  separable. 
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Théorème.  —  On  peut  déterminer,  une  Jois  pour  toutes,  une  suite  S  de  polynômes 
PXÛf  ^a(0>  •  •  •  >  ^«(0>  •  •  •  ^^'^  9^  ^^^^  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  de  ^  soit 
limite  d'au  moins  une  suite  extraite  de  S,  et  ula  uniformément  dans  toute  aire  limita 
^'  intérieure  à  JL. 

Nous  nous  appuierons  sur  ce  théorème  bien  connu  que  toute  fonaion  f(X)  holo- 
morphe à  Tintérieur  de  ^  est  la  somme  d'une  série  de  polynômes  (avec  convergence 
uniforme  dans  toute  aire  ^'  intérieure  à  ^).  Alors,  quel  que  soit  n  on  peut  déterminer 
un  polynôme  ß«(0  ^  V^^  ^*^^  ^^^  ^^^^  ^^^^^  Vaire  ^^,  contour  compris 

1/(0- G.  (OK  ^- 

Mais  en  remplaçant  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  coefficients  de  ö,(:0 
par  leurs  valeurs  rationnelles  approchées  à  moins  de  —  près,  on  pourra  toujours  for- 
mer (en  prenant  q  assez  grand)  un  polynôme  R^(x)  à  coefficients  ratioimels  tels  que 
Pon  ait  dans  Taire  limitée  JL^  et  sur  son  contour 


ia(o-i?.(oi<^- 

Donc  on  aura  \fQO  —  -R,(OI  < —  ^^s  ^^  et  par  suite  R^Çi)  tend  uniformément 

vers  /(:()  dans  toute  aire  limitée  JL'  intérieure  à  ^.  D'ailleurs,  la  suite  -R,(0>  ^aCO?  ••• 
est  extraite  de  l'ensemble  E  des  polynômes  de  la  forme: 

^o  +  ^.^  +  ^.^'H +^k^'    ,    ■   K  +  ^^^+Ki'-^ +Kl' 

où  y  et  fc  sont  deux  entiers  positifs;  a^,  û^,  ...  a^,  i^,  i,,  ...  b^  des  entiers  positifs 
négatifs  ou  nuls.  Il  suffit  évidemment  de  démontrer  que  l'ensemble  E  est  dénombrable. 
D'ailleurs  cet  ensemble  est  la  somme  des  ensembles  E  ^  de  ceux  de  ces  polynômes  qui 
correspondent  à  des  valeurs  fixes  de  q  et  de  k.  Il  suffit  donc  de  démontrer  (ii,  page  2) 
que  chacun  des  ensembles  E  ^  est  dénombrable.  Or  cela  résulte  de  ce  que  les  polynô- 
mes de  E^j^  pour  lesquels  |aj  +  kj  -f-  •  •  •  +  \a^\  +  l*ol  +  '  '  •  +  l*J  =  ^  sont  en 
nombre  fini  pour  chaque  valeur  de  r  et  qu'on  obtient  £"  .  prenant  successivement 
r  =  I,  2,  . . .  . 

73.  Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  ensemble  de  fonc- 
tions holomorphes  à  l'intérieur  de  Jl  soit  un  ensemble  compact  est  que  les  fonctions  de 
cet  ensemble  soient  en  module  bornées  dans  leur  ensemble  dans  toute  aire  limitée  ^'  inté- 
rieure à  ^. 

La  condition  est  nécessaire  d'après  un  raisonnement  entièrement  analogue  à  celui 
du  n°  18,  en  considérant  l'aire  limitée  ^'  comme  un  ensemble  extremal  de  points  du 
plan. 

Pour  démontrer  que  la  condition  est  suffisante,  il  suffit  de  démontrer  que  si  l'on 
considère  une  infinité  /  de  fonctions  holomorphes  à  l'intérieur  de  ^  et  bornées  dans 
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toute  aire  gl'  intérieure  à  ^,  on  peut  extraire  de  /  une  suite  qui  converge  unifurnic- 
ment  dans  chacune  de  ces  aires  ^'  *). 

Or  on  peut  extraire  de  ^  une  suite  S  de  points  intérieurs  à  ^  :«,,»,,...,««  »  •••  » 
telle  que  tout  point  intérieur  à  ^  appartienne  à  b  suite  S  ou  à  son  ensemble  dériva 
(n®  45).  Soit  f,  la  limite  inférieure  de  la  distance  de  a^  aux  points   non   imérieiir.s    A 

31.  Appetons  F,  un  cercle  de  centre  x^  et  de  rayon  p^  =  r^(  -L  )  "  '^*'**  '"*"'* 
intérieur  à  ^  est  mtérieur  à  l'un  au  moins  des  cercles  I\;  et  iiiversenieiii,  tout  |M)ini 
de  r^,  ou  de  son  contour,  est  intérieur  à  ^.  Dans  chacun  des  cercles  \\  imr  (|iirluiii 
que  des  fonctions /(:()  de  /  est  développable  en  une  série  de  Taylor  qui  lonvri^'r 
uniformément  dans  T^ ,  contour  compris  : 

/(O  =  «o,.  +  ^^A^  -OH h  ^p,nU  -  «-y  +  •  •  • 

Alors,  à  chaque  fonction /(:ç),  on  peut  faire  correspondre  un  |»oinf  //  'I«  r^'jp»'» 

(fy)  à  une  infinité  dénombrable  de  dimensions,  à  savoir  le  jKjint  ;iy;nii  pour  kiomIi.h 

nées  l'ensemble  dénombrable  de  nombres  : 

0)  Ä^,,  Ä,,,  a,,,  ...;  Ä,,,  Ä,,,  fl,,,  ..,;  a,,.,  0.,.,  ...  **; 

Par  suite,  à  l'ensemble  /  de  fonctions /fO  corresp^in^i  rin  rnvfnl.l'    h  •!'    |"»mii.i 

A  de  (£„).  Cet  ensemble  est  limité,  car  on  a,  quel  que  v;it  le  j/^/ir»»  /^» 

en  appelant  M^  un  nombre  supérieur  au  mo-iule  it  v>uv;  for.  •..;.  /^/,  !'  /  '  "  '""'  1"'"" 
d'un  cercle  C.  de  centre  a,  et  de  rayon  /  ^  '..  ':■.  ^  ^  '^  -  >"'  .  '  '"  "•'''  ''  '  ' 
compaa  (p?  66)  et  on  peut  prendre  '-r.e  v-:v^   :.^;  v^  ;.'/...'   /<  ,    ^. .  '^'"' 

limite  A  En  appelant 

a^.,    a-  ,  ....  ^;.: 
les  coordonnées  de  ^4^  et 

^.    .     ^     .         '  "\" 
celles  de  A,  cxn  aura: 

quels  que  soient  p.  n.  E  er.  rcr*i-.-c  r-.   rf'^'V,  .  -    .  ■•      v     « 


•)  Ce  tfaeorsrie  i  tr.-.   ^-r^-.r:/-    :- 
les  cotufiâans:  r^  r:*»  ^rr.   i-.r.tr.i  .r -.   '^ 
(ce  qui  esc  moirji  jsnis-;.      i*     :  >■ 
inutile.  M.  Mourrai,  •  r'j.':.-.'.    .:■ 

verge  onfbnxernent  i^ri':  ^ 

•^j  Ces  3r,Kinrc>  -ti-.   -^?    '*  ' 

tre  V.  ybis  1  x£r  Ui  ^  -•'   -    ^^    '  -  - 
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par  suite,  pour  chaque  valeur  de  n  la  série: 

converge  vers  une  fonction  9,(0  holomorphe  à  Tintérieur  de  C^.  Soient  d'autre  pan 
/i(0>  fxQOy ...  les  fonctions  de  /  qui  correspondent  à  A^y  -^a>  •••  J^  ^^  démontrer 
que  cette  suite  de  fonctions  a  une  limite.  Çn  effet,  on  a  dans  tout  cercle  T.: 

i/,(o  -  ç.coi  <  \<.  -  KJ  +  •  •  • + 1<.  -  MCp-y 

+--[(t)+(tr-^-]- 

En  prenant  p  assez  grand,  le  dernier  terme  sera  <  — ;  p  étant  ainsi  choisi  et  fixé,  la 

somme  des  ^  -|~  '  premiers  termes  tend  vers  zéro  avec  — ,  on  peut  donc  trouver  h 

tel  que  cette  somme  reste  inférieure  à  —  pour  y  >  Ä.  En  résiuné,  f^QO  tend  unifor- 
mément vers  9.(0  dans  r,  contour  compris. 

Comme  tout  point  intérieur  à  gt  est  intérieur  à  au  moins  un  cercle  T^,  on  vok 
d'abord  que  Ton  a  bien  extrait  de  /  une  suite  /,,/,,  ...  convergente  en  tout  point 
intérieur  à  ^.  De  plus,  la  limite  /(O  est  une  fonction  holomorphe  en  tout  point  inté- 
rieur à  3t  puisqu'elle  coïncide  avec  9,(0  <î^s  i\  quel  que  soit  n.  Enfin,  la  conver- 
gence est  uniforme  dans  toute  aire  limitée  ^'  intérieure  à  ^.  En  effet,  les  points  de 
cette  aire  ^'  (contour  compris)  forment  un  ensemble  limité  et  fermé  dont  chaque  point 
est  intérieur  à  l'un  au  moins  des  cercles  1\  ;  on  peut  donc  extraire  un  nombre  fini  de 
ces  cercles  jouissant  de  la  même  propriété  (voir  n°  36).  La  fonction /^  (0  convergeant 
uniformément  dans  un  nombre  fini  de  cercles  1\  convergera  aussi  uniformément  dans 
Taire  JL'  qu'ils  recouvrent. 

D  serait  d'ailleurs  inexact  d'affirmer  qu'on  peut  choisir  la  suite  /^  (0,  /^  (0>  •  •  • 
de  façon  qu'elle  converge  uniformément  dans  toute  l'aire  ^  (voir  la  note  précédente). 
Cela  serait  inexact  même  si  l'on  supposait  que  les  fonctions  de  /  sont  à  la  fois  holo- 
morphes et  bornées  dans  leur  ensemble  dans  ^  contour  compris.  Il  suffit  pour  s'en 
rendre  compte  de  prendre  encore  pour  ^  le  cercle  |:^|  ^  i  et  pour  /  les  fonctions  ^C . 

74.  Application  des  théorèmes  généraux,  —  Nous  savons  que  les  fonctions  holomorphes 
à  l'intérieur  d'une  même  aire  ^  forment  une  classe  (£)  normale.  Nous  pouvons  donc 
leur  appliquer  les  résultats  généraux  de  la  Première  Partie  en  ayant  soin  de  conser- 
ver à  la  définition  de  la  limite  d'une  suite  de  fonctions  holomorphes  dans  ^  le  sens 
que  nous  avons  précisé  plus  haut  (p?  71). 

Théorème.  —  Soit  E  un  ensemble  quelconque  de  fonctions  holomorphes  à  l'intérieur 
d'une  mime  aire  Jl  à  contour  simple  ou  multiple:  i**  l'ensemble  des  éléments  limites  de 
E  est  fermé;  2°  ou  bien  E  est  dénombrable,  ou  bien  E  donne  lieu  à  au  moins  un  élément 
de  condensation  (n°  8);  3°  on  peut  extraire  de  E  une  suite  dénombrable  S  de  fonctions 
telles  que  toute  fonction  de  E  appartienne  à  S  ou  soit  limite  d'au  moins  une  suite  ex- 
traite  de  S. 

Théorème.  —  Si  les  fonctions  de  l'ensemble  E  précédent  sont  en  module  bornées  dans 
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leur  ensemble  dans  toute  aire  limitée  ^'  intérieure  à  ^,  l'ensemble  des  fonctions  de  E 
qui  ne  sont  pas  limites  de  fonctions  de  E  est  dénombrable. 

Théorème.  —  Soit  F  un  ensemble  fermé  de  fonctions  holomorphes  et  bornées  en  mo- 
dule dans  leur  ensemble  dans  toute  aire  limitée  ^'  intérieure  à^:  i°  il  existe  au  moins 
un  ensemble  H  de  fonctions  holomorphes  à  l'intérieur  de  ^  dont  l'ensemble  des  éléments 
limites  coincide  avec  F;  2^  on  peut  décomposer  F  en  un  ensemble  dénombrable  et  un  en- 
semble parfait  ou  nul. 

Théorème.  —  Tout  ensemble  parfait  de  fonctions  holomorphes  à  l'intérieur  de  ^ 
posshde  la  puissanu  du  continu. 

On  peut  aussi  répondre  à  une  question  analogue  i  celle  de  M.  Hadamard  (n°*  39,  58) 
et  donner  une  généralisation  du  théorème  de  M.  Borel  (n°  42)  pour  des  ensembles 
de  fonctions  holomorphes. 

75.  De  même,  considérons  des  opérations  fonctionnelles  (n**  4)  dont  la  variable 
soit  une  fonction  holomorphe  (voir  xm,  xxvi). 

Théorème.  —  Soit  F  l'ensemble  précédemment  considéré  de  fonctions  holomorphes. 
Toute  opération  réelle  continue  portant  sur  des  fonctions  holomorphes  de  F:  1°  est  uni- 
formément continue  dans  F;  2^  est  bornée  et  atteint  sa  limite  supérieure  pour  au  moins 
une  fonction  de  F. 

Réciproquement,  si  toute  opération  réelle  continue  dans  un  ensemble  E  de  fonctions 
holomorphes  à  l'intérieur  d'une  même  aire  ^  atteint  sa  limite  supérieure  pour  au  moins 
une  fonction  de  E,  l'ensemble  E  est  fermé  et  compact. 

Théorème.  —  Considérons  une  série  et  opérations  continues  dans  un  ensemble  fermé 
F  de  fonctions  holomorphes  et  bornées  dans  toute  aire  limitée  ^'  intérieure  à  ^.  Pour 
que  la  somme  de  utte  série  soit  une  opération  continue  dans  F,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
convergence  soit  quasi-uniforme. 

Théorème.  —  Soit  ^  une  famille  d'opérations  continues  dans  le  même  ensemble  F 
de  fonctions  holomorphes.  Pour  que  de  toute  infinité  d'opérations  de  ^,  on  puisse  extraire 
une  suite  qui  converge  uniformément^  il  faut  et  il  suffit  que  les  opérations  de  ^  soient 
également  continues  et  bornées  en  tout  élément  de  F. 

Chapitre  VIL 
Ensembles  de  courbes  continues  et  fonctions  de  lignes. 

76.  Définition  de  l'are  de  courbe,  —  Soient  /,  g,  Ä,  trois  fonctions  de  t  continues  dans 
un  même  intervalle  I:  a  ^t  ^b  et  qui  ne  sont  à  la  fois  constantes  dans  aucun  inter- 
valle compris  dans  /  ou  qui  sont  à  la  fois  constantes  dans  tout  l'intervalle  /.  Les  for- 
mules: 

définissent  dans  l'espace  à  trois  dimensions  un  ensemble  E  de  points  (x,  y^  i).  Dans 
le  second  cas  cet  ensemble  E  ne  comprend  qu'un  seul  point  ;  dans  le  premier,  il  est  non 
dénombrable  et  alors  aussi  parfait,  limité  et  bien  enchaîné.  Si   l'on  tient  compte  de 
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Tordre  dans  lequel  se  présentent  les  points  de  E  quand  on  fait  croître  t^  on  obtient  une 
suite  ordonnée  (m,  p.  27)  qu'on  appelle  arc  de  courbe,  D  y  a  donc  entre  Tensemble  E 
et  Tare  de  courbe  y,  auquel  il  donne  naissance,  la  même  différence  qu'il  y  a  entre  une 
combinaison  et  im  arrangement.  Autrement  dit,  considérons  un  système  de  trois  fonc- 
tions F(tt),  G(w),  H(^ü)  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que/,  gj  h;  les  formules: 
(2)  x  =  F(tt),     y  =  G(u),     X^=H{u)  A^u^B 

définissent  un  arc  de  courbe  r  qu'on  ne  devra  envisager  comme  coïncidant  avec  y  que 
si  non  seulement  y  et  r  sont  formés  par  le  même  ensemble  de  points,  mais  si  encore 
on  rencontre  ces  points  dans  le  même  ordre  quand  on  fait  croître,  soit  ^,  soit  a,  dans 
(i)  ou  (2).  Cette  dernière  condition  est  indépendante  de  la  première;  il  suffit  pour  le 
voir  de  choisir,  comme  cela  est  facile,  les  formules  (i)  et  (2)  de  façon  à  représenter 
deux  arcs  de  courbes  en  forme  de  huit:  QRSQTP Q  et  QSR  QTP Q  formés  des 
mêmes  points  non  parcourus  dans  le  même  ordre. 

Remarquons  que,  comme  dans  l'exemple  précédent,  un  même  point  géométrique 
peut  être  rencontré  deux  fois  sur  un  arc  de  courbe,  c'est-à-dire  peut  correspondre  i 
deux  valeurs  de  t  différentes.  Nous  considérerons  cependant  ces  deux  valeurs  de  t  comme 
correspondant  à  deux  points  de  y  distincts  (points  multiples).  Cette  convention  faite, 
nous  pourrons  dire  que,  pour  que  deux  courbes  y  et  r  coïncident,  il  faut  et  il  suflBt 
qu'on  puisse  établir  entre  leur  points  une  correspondance  univoque  et  réciproque  telle 
que  deux  points  correspondants  coïncident  et  que  leur  ordre  soit  conservé  *). 

77.  En  général,  on  se  contente  de  dire  que  deux  courbes  (i)  et  (2)  coïncident, 
s'il  est  possible  de  trouver  une  fonction  «  =  ç  (t)  continue  et  constamment  croissante, 
allant  de  -^  à  5  quand  t  croît  de  a  à  i,  et  telle  que  l'on  ait 

(3)  /(0  =  F[?(0],  KO^G[KO],   H0  =  ^[?(0]        (a^t^b). 

Cette  définition  a  l'inconvénient  de  ne  pas  avoir  un  rapport  direct  avec  la  notion  in- 
tuitive que  nous  avons  de  l'identité  de  deux  courbes,  notion  qui  me  semble  clairement 
exprimée  dans  la  définition  que  j'ai  donnée  plus  haut.  Remarquons  d'ailleurs  que,  si  la 
condition  (3)  est  remplie,  les  courbes  comcideront  bien  au  premier  sens  que  j'ai  indiqué. 
Mais  la  réciproque  est  moins  évidente.  Pour  la  démontrer,  observons  que  si  l'on  peut 
établir  entre  (i)  et  (2)  cette  correspondance  dans  laquelle  l'ordre  est  conservé,  on 
pourra  évidemment  obtenir  des  identités  telles  que  (3)  dans  lesquelles  (p(/)  est  une 
fonction  bien  déterminée  pour  chaque  valeur  de  t  et  qui  va  sans  jamais  décroître  de 
A  à,  B  quand  t  croît  ic  a  i  b.  Il  reste  à  montrer  que  <p(t)  est  une  fonction  continue 
croissante.  Or  s'il  en  était  autrement:  ou  bien  (p(t)  serait  constante  dans  un  certain 
intervalle,  et  alors  /(t),  g  (t),  h  (J)  seraient  à  la  fois  constantes  dans  cet  interv^alle,  ou 
bien  <p  (f)  passerait  brusquement  de  valeurs  <<  cp  ÇtJ  —  k^  à  des  valeurs  supérieures  à 
<p(Q-|-Ä  quand  t  passe  par  t^  et  alors  l'ordre  ne  serait  pas  conservé. 


*)  Remarquons  que  cette  définition  satisfait  bien  à  ces  conditions  fondamentales  que  :  1°  si  y  est 
identique  à  F,  F  est  identique  à  y;  2°  si  deux  courbes  sont  identiques  à  une  même  troisième,  elles 
coïncident. 
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Ainsi,  la  definition  géométrique  que  nous  avons  donnée  coïncide  complètement 
avec  la  définition  ordinaire.  Celle-d  permet  en  particulier  de  supposer  toujours  que  Tin- 
tervalle  de  variation  du  paramètre  est  Tintervalle  (o,  i);  il  suffit  de  faire  b  transfor- 
mation u  =  T •  Nous  admettrons  toujours  par  b  suite  qu'on  a  effectué  celle-ci. 

a  —  a 

78.  Dtflnithn  de  P écart — Maintenant  que  nous  savons  discerner  les  courbes  distinc- 
tes, nous  pouvons  considérer  l'ensemble  de  toutes  ces  courbes  comme  formant  une 
classe  d'éléments  à  laquelle  nous  essayerons  d'appliquer  nos  théorèmes  généraux.  Ehns 
ce  but,  nous  démontrerons  qu'on  peut  donner  pour  cette  classe  une  définition  de  l'écart. 

Considérons  en  effet  deux  représentations  quelconques: 

(4)  J^=/(a      y=gif),      [=hQ)  (o^/^iX 

(5)  x  =  F(^u),    y  =  G(^u),    i  =  H{u)  (o^«^i). 
de  deux  courbes  y  et  r  et  formons  l'expression 


HO  =  VUO)  -  FO)]'  +  k(0  -  G(or  +  [HO  -  ^(0?   («  ^  ' ^  0; 

c'est  une  fonction  continue  de  t  qui  a  un  maximum  J  X  o.  Nous  appellerons  écart  des 
deux  courbes  b  limite  inférieure  «  J!^  o  de  l'ensemble  des  valeurs  de  d  obtenues  en  pre- 
nant pour  (4)  et  (5)  toutes  les  représentations  possibles  de  y  et  de  T.  On  peut  simpli- 
fier le  calcul  de  l'écart  en  remarquant  qu'il  suffit  de  prendre  pour  e  b  limite  inférieure 
des  valeurs  de  d  obtenues  en  prenant  pour  y  une  représentation  quelconque  déter- 
minée (4)  et  en  faisant  varier  seulement  b  représenution  de  T.  En  effet,  une  re- 
présentation simultanée  quelconque  de  y  et  de  T  pourra  s'écrire,  d'après  ce  qui  précède, 

^  =/[9(0L       y  =  g[9Q)l       l  =  Ä[?(0]  (P^t^  IX 

x  =  F[Hu)l    y=G[Hu)l    l  =  H[Hu)]  (oZ.Zi), 

où  <f(t)  et  ^(a)  sont  deux  fonctions  continues  croissantes.  Alors,  pour  une  telle  repré- 
sentation b  valeur  de  S  sera 


^(0  =  i^}/[9(0]  -  F[Hm\'  +  î?[?(0]  -  G[KO]r  +  ih?(0]  -  mow 

et  si  9,(w)  est  b  fonction  inverse  de  <p(t),  on  aura,  en  posant  0(w)  =  +[9,('0]> 

Jî.  [?.(»)]  =  m'*)  -  f  [H«)]r  +  îK«)  -  G[ô(«)]r  +  iH«)~^[ö(«)]r- 

Mais  le  maximum  de  S^(^)  est  évidemment  le  même  que  celui  de  S,[?,(w)]  qui 
passe  par  les  mêmes  valeurs.  Or  ce  dernier  est  bien  obtenu  en  conservant  la  même 
représentation  de  y  et  en  faisant  varier  celle  de  f. 

79.  Ceci  étant,  il  est  facile  de  démontrer  que  la  définition  que  nous  venons  de 
donner  satisfait  bien  aux  conditions  générales  a),  b)  de  l'écart  (n°  49).  En  effet,  il  est 
d'abord  évident  que  si  y  et  V  coïncident,  l'une  des  valeurs  de  d  est  nulle  et  par  suite 
(y,  r)  1=  o.  Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée  :  ou  bien  l'une  des  valeurs 
de  d  est  nulle,  et  alors  y  et  r  coïncident  sûrement;  ou  bien,  quelque  soit  w,  on  peut 
déterminer  une  fonction  %(f)  continue  et  allant  en  croissant  de  o  à  i,  telle  que  Ton 
ait,  pour  toute  valeur  de  t  entre  o  et  i, 

(6)  v{m  -  F[9.(0]r + {^(0  -  G[9.co]r  +  iho  -  ^[?.(0]r  <  ^  • 
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On  aura  donc 

««0»  ««O*  «MiOO 

avec  convergence  uniforme.  Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit  de  prouver  que  Ton 
peut  extraire  de  la  suite  9,(0>  ?a(0>  •••  ^^^  ^^^^  Q^  converge  uniformément  vers 
une  fonction  f  (f)  (nécessairement  continue  et  croissante  de  o  à  i).  Pour  cela,  nous 
montrerons  que  les  fonctions  ff^(t)  sont  également  continues  et  bornées  (n°  57).  Elles 
sont  évidemment  bornées:  o  ^  ?„(0  ^  ^-  Si  elles  n'étaient  pas  également  continues, 
on  pourrait  déterminer  un  nombre  e>o  tel  que,  quel  que  soit  «,  il  y  ait  une  fonction 
9     et  deux  nombres  t^,  t'^  de  Kntervalle  (o,  i)  vérifiant  les  inégalités 

(7)  K(.o-9fSO\>h   o<i*.-/:i<-i-. 

Et  comme  les  nombres  t^ ,  9  (/^),  9 .  (^^)  sont  bornés  dans  leur  ensemble,  on  peut 
supposer  les  avoir  choisis  de  façon  qu'ils  convergent  (quand  n  croît  indéfiniment)  vers 
des  limites  respectives  que  nous  appellerons  t^,  a^,  u^.  Alors  les  inégalités  (7)  mon- 
trent que  t^  tend  aussi  vers  r^  et  que  Ton  a  \u^  —  ^01^^'  ^^  étant,  soit  X  un  nom- 
bre quelconque  compris  entre  u^  et  u'^;  pour  n  assez  grand  9pJiK)  ^  ?^,(0)  V^  ^^^^ 
dent  vers  a^  et  1*^,  comprendront  entre  eux  le  nombre  >.  La  fonction  continue  9  (/) 
prendra  donc  au  moins  une  fois  la  valeur  X  pour  une  valeur  r^  de  t  comprise  entre 
t^  et  f^.  On  aura  donc,  d'après  (6), 

Comme  r^  tend  évidemment  vers  t^,  il  en  résulte  que  Ton  a 

/(O  =  FiS),      KO  =  G(n      HO  =  HQ), 

quelle  que  soit  la  valeur  de  X  comprise  entre  u^  et  ttj.  Nous  arrivons  ainsi  à  la  con- 
tradiction annoncée  puisque  F(tt),  G  (m),  H{u)  ne  sont  à  la  fois  constants  dans  aucun 
intervalle.  Il  faudrait  faire  exception  pour  le  cas  où  r  se  réduirait  à  un  point,  mais  alors 
la  réciproque  est  évidente. 

80.  Pour  démontrer  que  la  condition  h)  du  n°  49  est  satisfaite,  considérons  trois 
courbes  y?  r  et  C,  ayant  poiu*  représentations  (4),  (5)  et 

x  =  a(v),        y  =  b(v)j        ^  =  cÇv)  (P^v^  i). 

Pour  obtenir  leurs  écarts  respectifs,  il  suffit  de  prendre  les  maxima  des  quantités 

Ht) = v\f[<fO)]  -  F[KO]r  +  k[?(0]  -  G[Htw  +  iH?(0]  -  ^(KOir, 


K (0  =  V{aiO  -  F[HtW  +  {KO  -  G[KO]r  +  KO  -  ^(KOir, 

quand  t  croît  de  o  à  i,  puis  de  faire  varier  la  forme  de  9(^)  et  ^(f)j  fonctions  con- 
tinues croissantes  de  t.  On  a  évidemment 
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on  en  déduit  facilement  pour  les  maxima  correspondants  dj  d^^  d^: 
et  en  faisant  varier  indépendamment  9  et  4/  : 

(Y,  r)^(C,  Y)  +  (C,  r). 

81.  Umiiê  dune  suite  de  courbes,  —  La  définition  de  l'écart  a  pour  conséquence 
(n°*  49,  27)  une  définition  de  la  limite  :  La  courbe  y^  tend  vers  y  lorsque  V écart  (y^ ,  y) 

tend  vers  x^^o  avec  — .  Cette   définition   peut  s'exprimer  analydquement   de  la  façon 

suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suflSsante  pour  qu'une  courbe  y^  ait  pour  limite  une 
courbe  y,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  est  qu'il  existe  une  représentation  de  y^  : 

(8)  ^=A(0,     y  =  gni}\      i  =  KO)  (o^/^ix 

et  une  représentation  de  y: 

(4)  ^=/(0,        y=g(ßl        l  =  h(t)  (P^t^i), 

telles  que  /, ,  g^^  h^  convergent  uniformément  vers  /,  ^,  h. 

En  effet,  si  cette  condition  est  vérifiée,  il  est  évident  que  (y^,  y)  tend  vers  zéro. 
Réciproquement,  choisissons  une  représenution  déterminée  (4)  de  y;  on  pourra,  quel 
que  soit  »,  choisir  une  représentation  (8)  de  y^,  telle  que  l'on  ait 

v'[/(0  -/.(Or  +  Qr (0  - s,m  +  [HO  -  K(f)Y  <  (y.,  t)  +  -^ • 

Alors,  si  (y^,  y)  tend  vers  zéro,  on  voit  que  /^,  g^^  h^  convergent  uniformément 
vers  /,  g,  h. 

Nous  sommes  ainsi  ramené  à  la  définition  ordinaire  de  la  limite  d'une  courbe.  D 
en  résulte  en  particulier  que  si  y^  tend  vers  y,  elle  se  trouve  toute  entière  contenue, 
pour  n  assez  grand,  dans  le  volume  engendré  par  une  sphère  de  rayon  s  dont  le  cen- 
tre parcourt  y. 

8a.  La  définition  que  nous  avons  donnée  de  l'écart  semble  assez  arbitraire  ;  tâchons 
de  montrer  pourquoi  elle  est  préférable  à  d'autres  qui  pourraient  paraître  plus  naturelles. 

On  a  eu  depuis  longtemps  l'idée  de  définir  un  nombre  déterminé  par  deux  cour- 
bes C,  et  Cj  de  telle  façon  que  ce  nombre  soit  nul  quand  les  deux  courbes  coïncident 
et  soit  très  petit  quand  les  deux  courbes  sont  infiniment  voisines. 

M.  ArzelA  considère  ainsi  ce  qu'il  appelle  la  plus  courte  distance  des  deux  courbes 
(v,  page  343),  savoir  la  limite  inférieure  \  de  la  distance  de  deux  points,  l'un  quelcon- 
que sur  C, ,  l'autre  quelconque  sur  C, .  Un  tel  nombre  satisfait  bien  aux  deux  conditions 
précédentes.  Mais  il  ne  satisfait  pas  aux  conditions  réciproques:  il  n'est  pas  nécessaire 
pour  que  X  soit  nul  que  les  deux  courbes  coïncident,  il  suffit  qu'elles  se  coupent.  Les 
deux  courbes  peuvent  être  très  différentes  de  formes  et  le  nombre  \  aussi  petit  que 
Ton  veut  et  même  nul.  Aussi,  la  considération  du  nombre  X  ne  suffit-elle  pas  à  M.  Ar- 
ZEiA  pour  définir  la  limite  d'une  courbe. 

Avant  M.  Arzelà,  Weierstrass  avait  introduit  une  quantité  qu'il  appelait  voisinage 
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de  deux  courbes,  La  définition  qu'il  en  donnait  échappe  à  Tobjection  précédente,  en  ce 
sens  que  le  voisinage  est  toujours  petit  lorsque  les  deux  courbes  sont  voisines  et  dans 
ce  cas  seulement.  Mais  il  n'est  défini  que  pour  des  courbes  voisines.  Weierstrass  ap- 
pelait voisinage  de  deux  courbes  voisines  tout  nombre  X  o  inférieur  au  maximum  de 
la  distance  de  deux  points  correspondants  à  une  même  abscisse  ou  à  des  abscisses  très 
voisines.  Sa  définition,  parfaitement  suffisante  pour  le  but  qu'il  se  proposait  *),  manquait 
de  précision  à  notre  point  de  vue.  De  plus,  il  ne  pouvait  songer  à  l'utiliser  dans  la 
théorie  des  ensembles  qui  était  encore  à  ses  débuts.  Au  contraire,  M.  ArzelX  semble 
avoir  été  le  premier  qui  ait  aperçu  l'importance  de  la  définition  d'un  nombre  bien  dé- 
terminé tel  que  sa  plus  courte  distanu  et  défini  pour  deux  courbes  quelconques. 

Au  lieu  des  définitions  précédentes  dont  nous  avons  reconnu  l'insuflasance,  on  au- 
rait pu  songer  aussi  à  introduire  un  nombre  (a,  ^  qui  serait  la  limite  supérieure  de  la 
distance  minimum  d'un  point  de  C,  à  tous  les  points  de  C^;  ou  bien  encore,  on  au- 
rait pu  introduire  le  nombre  p, ,  représentant  la  limite  inférieure  du  maximum  de  la  di- 
stance d'un  point  de  C,  à  tous  les  points  de  C, .  Ces  nombres  satisfont  en  partie  aux 
conditions  que  nous  exigeons  de  l'écart,  mais  pas  à  toutes. 

D'abord,  ils  sont  bien  définis,  quand  même  C,  et  C^  ne  seraient  pas  très  voisins. 
De  plus,  si  C,  coïncide  avec  Q,  on  a  pLj^^  =  o.  Mais  il  peut  arriver  que  \l^^^  soit  nul 
sans  que  C^  coïncide  avec  C,  ;  il  suffit,  en  effet,  que  l'ensemble  de  leurs  points  soit  le 
même.  Inversement,  il  peut  arriver  que  C,  coïncide  avec  C,  sans  que  p^^,  soit  nul,  car 
dans  ce  dernier  cas  C,  serait  réduit  à  un  point.  Ces  nombres  (jl^^,  p^^,  ne  sauraient 
donc  définir  un  écart  des  deux  courbes.  Mais  comme  ils  sont  d'un  calcul  plus  facile  que 
l'écart  e,  ils  peuvent  être  parfois  utiles  pour  donner  une  idée  de  la  valeur  de  e.  On 
voit,  en  effet,  bien  facilement,  que  l'on  a  toujours  ^  ^  P-,  ^  -^  ^  et  X  z^  fx, ,  ^  e. 

Ces  inégalités  sont  utiles  dans  certaines  questions  (voir  par  exemple  n°  85). 

83.  Umitß  d'une  courbe. — Le  théorème  que  nous  avons  donné  au  n°  81  sur  la  limite 
d'une  suite  de  courbes  peut  s'exprimer  de  la  façon  suivante.  Pour  que  y^  ait  y  pour 
limite,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  chaque  valeur  de  «,  on  puisse  établir  entre  y^  et  y 
une  correspondance  univoque  et  réciproque  dans  laquelle  l'ordre  soit  conservé  et  cela 
de  façon  que  si  Af^  de  y^  correspond  à  M  de  y,  M^  tende  vers  M,  mais  uniformé- 
ment. En  supposant  cette  condition  remplie  pour  une  certaine  correspondance,  on  peut 
se  demander  si  elle  serait  aussi  remplie  pour  toute  autre  correspondance  univoque  et 
conservant  l'ordre.  Autrement  dit,  soit 

(8')  ^  =  ?.(0,        y  =  ^nQ\        ^  =  X«(0  {o^t^i) 

une  représentation  quelconque  de  y^.  A  une  même  valeur  de  t  correspondent  d'après 
(8),  (8'),  (4)  deux  points  Af^,  Af^  de  y^  et  un  point  Af  de  y.  Il  s'agit  de  savoir  ce 
que  devient  Af  à  la  limite. 

Il  est  facile  de  voir  que  lorsque  Af  restant  fixe,  n  croit  indéfiniment:  1°  le  point 
correspondant  Af|,  a  au  moins  un  point  limite  ;  2°  tout  point  limite  de  Af,  est  un  point 


*)  Celui  d'apporter  plus  de  rigueur  dans  le  Calcul  des  variations. 
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de  Y  (qïtt  peut  être  distina  de  Af).  Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Autrement  dit, 
quand  on  fait  prendre  à  M  toutes  les  positions  possibles  sur  y?  l'ensemble  des  points 
limites  des  points  correspondants  Af^  est  situé  sur  Yj  tnais  ne  remplit  toujours  la 
courbe  y«  Si,  par  exemple,  on  prend 

?.(0  =/.[«.(0],      1(0  =  f,K(0],      x.(0  =  Ä.K(0] 

avec 

«.(0  =  *.•■"-, 

les  formules  (8')  donneront  bien  une  représentation  de  y«  puisque  a^  (t)  est  une  fonction 
continue  qui  croît  constamment  de  o  à  i.  Cependant,  on  voit  que  pour  t^i:  ?^(0j 
^nOyy  X.(0  tendent  vers /(o),  ^(o),  h(o),  et.pourt  =  i,  ?„(i),  i|/^(i),  Xn(0  tendent 
vers  /(i),  ^(i)j  Ä(i).  Donc  les  points  Af,  tendent  tous  vers  l'une  ou  l'autre  des  ex- 
trémités de  Y- 

Cela  montre  en  particulier,  que  si  l'on  considère  un  ensemble  E  de  courbes  et  si 
Ton  prend  pour  chacune  d'elles  une  représentation  paramétrique  quelconque,  il  n'est 
pas  certain,  lorsqu'une  suite  de  courbes  de  £"  a  une  limite,  que  les  représentations  ana- 
l3mques  correspondantes  aient  une  limite. 

84.  L'ensemble  des  courbes  forme  une  classe  (E)  normale,  —  Pour  arriver  à  l'appli- 
cation de  nos  théorèmes  généraux,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  prouver  que  la  classe  des 
courbes  qui,  d'après  ce  qui  précède,  est  déjà  une  classe  (£"),  est  aussi  une  classe  (^E) 
normale. 

I.  Je  dis  qu'elle  est  separable.  En  effet,  nous  avons  vu  (n°  s^)  qu'on  peut  former, 
une  fois  pour  toutes,  une  suite  5  de  fonctions  continues 

telle  que  toute  fonction  continue  soit  un  des  éléments  limites  de  cette  suite.  Alors,  si 
Ton  considère  une  représentation  (4)  d'une  courbe  y?  ^^  pourra  trouver  trois  fonc- 
tions de  cette  suite  Ap^Çt)^  Aq^O)^  -^»-«(Oj  ^^^^^  V^^  1'^°  ^^^ 

1/(0 -^P. (OK -^,    1^(0 -^,. (OK -^,    IKO-<(OK-^    (o^t^i) 

et  on  pourra  toujours  choisir  ces  fonctions  non  constantes  à  la  fois  dans  un  même 
intervalle.  Cela  prouve  que  l'on  peut  considérer  y  comme  courbe  limite  d'une  suite  de 
courbes  extraite  de  l'ensemble  D  des  courbes 

où  Ap ,  A^j  A^  sont  trois  fonctions  continues  extraites  de  la  suite  S  et  non  constantes 
à  la  fois  dans  un  même  intervalle.  Or  l'ensemble  D  est  évidemment  dénombrable.  Nous 
arrivons  donc  à  cette  conclusion  qui  (outre  l'intérêt  qu'elle  présente  par  la  suite)  est 
bien  curieuse  en  elle-même: 

Théorème.  —  On  peut  tracer  une  fois  pour  toutes  dans  l'espace  à  trois  dimensions 
une  suite  dénombrable  de  courbes  continues  *): 


*)  On  peut  même  supposer,  d'après  le  mode  de  construction  de  la  suite  5,  que  ces  lignes  conti- 
nues sont  toutes  des  courbes  unicursales,  ou  sont  toutes  des  lignes  polygonales  chacune  d'un  nombre 
fini  de  côtés. 

Rtmi.  Cire.  Maitm.  FaUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Stampato  il  30  maggio  1906.  8 
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Ti  >      Ta  ?    '  •  •  >    T«  >    •  •  •  > 

telle  que  toute  courbe  de  Vespau  soit  limite  d'au  moins  une  suite  convenablement  extraite 
de  la  première. 

n.  Montrons  maintenant  que  le  théorème  de  Cauchy  sur  la  convergence  d'une 
suite  peut  s'étendre  au  cas  d'une  suite  de  courbes: 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  suite  de  courbes  C, , 
C^,  ...  tende  vers  une  courbe  limite  est  que,  quel  que  soit  e  >  o,  on  puisse  trouver  un 
entier  n  vérifiant  l'inégalité  (C^,  C^^^  <  s  quel  que  soit  l'entier  p. 

La  condition  est  évidemment  nécessaire.  Pour  démontrer  qu'elle  est  suflSsante,  il  suffit 
de  montrer  que,  si  elle  est  vérifiée,  l'ensemble  est  compact.  En  effet,  si  Ton  peut  ex- 
traire de  la  suite  de  Cauchy  C^  ,  C, ,  ...  une  suite  C«, ,  C«^,  . . .  (d'indices  croissants), 
qui  tend  vers  une  courbe  C,  alors  la  suite  donnée  convergera  aussi  vers  C, 

Pour  former  la  suite  C«, ,  C«, ,  . . .  ,  observons  que,  d'après  l'hypothèse,  on  peut 
toujours  choisir  n    assez  grand  pour  que  l'on  ait,  quel  que  soit  l'entier  />, 

(^?  ^-,^^)  '^■^' 
Nous  savons  qu'étant  donnée  la  représentation 

de  Cn  y  nous  pourrons  toujours  choisir  celle  de  C« 

^=/,^«(0^    >=V'(0»     î=Vi(0  (o^/^i), 

de  façon  que  l'on  ait 

v[/,(o  -/,..(or + i>,(o  - ^,..0)]^  +  [*,(o  -  ^..(of  <  (C, ,  a,^.) + e, 

c  étant  aussi  petit  que  l'on  veut.  Prenons  en  particulier  e  =  — ^- .  On  voit  alors  qu'on 

pourra  choisir  successivement  les  représentations  de  C«, ,  C«^,  ...  de  façon  que  l'on 
ait,  quel  que  soit  9, 

l/,(0  -  /,..  (01  <  f,      \g,0)  -  g,.,  (01  <  f,      \K(t)  -  fc,^,  (01  <  Y . 

Alors,  étant  donné  w  >  o,  si  l'on  choisit  un  nombre  q^  tel  que  l'on  ait 

^+(TTir+-<" 

(conmie  cela  est  toujours  possible),  on  voit  facilement  que  l'on  aura,  quel  que  soit 
l'entier  />, 

\fuO)  -fu^tiOi  <  «,  ^.,(0  -  gu-tQ)\  <  co,  \h,XO  -  ^.^^(01  <  «• 
Cela  montre  que  les  fonctions  /^  (/),  g  (f),  h^  (/)  convergent  uniformément  vers  trois 
fonctions  continues /(/),  g(f)^  /;(/),  lorsque  q  croit  indéfiniment.  Si  ces  trois  fonctions 
sont  constantes  de  o  à  i,  alors  C«,,  C«, ,  ...  ,  C«  ,  ... ,  tendent  vers  un  point.  Si  ces 
trois  fortctions  ne  sont  pas  constantes  dans  Tintcrvalle  (o,  i),  il  faudrait,  pour  montrer 
que  C«, ,  C«,,  ...  tendent  vers  une  courbe  limite,  prouver  que  /(t),  gQ)^  h(f)  ne 
sont  à  la  fois  constantes  dans  aucun  inter\'alle.  Ou  plutôt,    il  faudrait   prouver  qu'on 
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peut  choisir  les  représentations  de  C„^,  C^,  . . .  ,  C«^,  ...  de  façon  qu*elles  conver- 
gent vers  des  fonctions  continues  qui  ne  soient  à  la  fois  constantes  dans  aucun  intervalle. 

Pour  cela,  nous  nous  appuierons  sur  ce  que,  si  /,  gj  h  ne  sont  pas  constantes  de 
o  i  I,  on  peut  former  une  fonction  a(f)  allant  sans  jamais  dècroitre  de  o  à  i  et  qui 
n'est  constante  que  dans  les  intervalles  où  /,  ^,  h  sont  à  la  fois  constantes  *). 

Alors,  si  Ton  pose  u  =  a(^),  à  toute  valeur  de  u  correspond  un  seul  système  de 
valeurs  àt  f{t\  gQ\  h(t)j  soit  F  (a),  G(tt),  H(u).  U  y  a  donc  trois  fonctions  F,  G, 
H  déterminées  pour  chaque  valeur  de  u  et  telles  que  l'on  ait 

/(O  =  F[a(t)l        KO  =  G[a(t)l        h{t)  =  H[a(i)]      (p^tZ,  i). 
Montrons  d'abord  que  les  formules 

X  =  F(u),        y  =  G (w),        i  =  H{u)  (P^uZ,  i), 

définissent  une  courbe.  D'après  l'hypothèse  faite  sur  a{t\  F,  G,  H  ne  peuvent  être  à 
k  fois  constantes  dans  un  même  intervalle.  Je  dis  qu'elles  sont  continues;  autrement 
dit,  s'il  existe  une  suite  de  valeurs  de  u:  w^ ,  «, ,  . . .  ,  w« ,  . . .  qui  convergent  vers  une 
limite  fi^,  on  aura  par  exemple 

F(«J  =  limF(0. 

En  eflfet,  dans  l'ensemble  borné  des  nombres  F(ttJ,  F(ttJ,  . . .  ,  on  peut  former  une 
suite  F(aj),  F(a^),  ...  qui  converge  vers  une  limite  déterminée  a^;  il  suffit  de  démon- 
trer que,  quelle  que  soit  la  façon  dont  on  forme  cette  suite,  on  a  toujours  x^  =  F(uJ. 
Or,  à  chacun  des  nombres  wj,  l'égalité  u=za(t)  fait  correspondre  au  moins  un  nombre 
tl  tel  que  u'^  =  aÇQ.  Les  nombres  t'^j  f^,  ...  éunt  bornés,  on  peut  extraire  de  leur 
suite  une  suite  fp^j  tp^^  ...  ayant  une  limite  t^;  et  puisque  a(f)  est  continue,  on  aura: 

ä(0  =  lim  aÇt'pJ  =  ]miu'p^  =  u^. 

Mais  /(i)  est  aussi  continue,  donc 

FiuJ  =  F[a(0]  =/(0  =  lim/O;.)  =  lim  F(«;.)  =  a„. 

Ainsi  F(u)  est  bien  continue;  de  même  pour  G,  H. 

Ceci  étant,  posons  a^(t)  =  i  i )  ^(0  H •  P^"^  chaque  valeur  de  n,  ajf) 

est  une  fonction  continue  et  croissante  de  t  [Lorsque  n  croît  indéfiniment,  cette  fonc- 
tion tend  uniformément  vers  a(t)].  Donc  la  fonction  inverse  t  ==  b^Çu)  est  aussi  une 
fonction  continue  et  croissante.  Par  suite,  si  l'on  pose 

la  courbe  C^  est  aussi  représentée  par  les  formules 

Il  suffit  maintenant  de  prouver  que  F^(tt),  G^(tt),  H^(u)  tendent  uniformément 
vers  F  (a),  G  (a),  H(u).  Or,  on  a 

if  k(0]  -/.(Ol  ^  if  KO)]  -  n<m  + 1/(0  -/.(oi- 


♦)  Voir  la  Note  I  à  la  fin  du  Mémoire. 
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Les  deux  termes  du  second  membre  tendent  uniformément  vers  zéro;  il  en  est 
donc  de  même  du  premier.  Mais  si  l'on  pose  u  =  a^(f),  celui-ci  devient  \F(u)  —  F^(u)\ 
et  son  maximum,  pour  une  valeur  donnée  de  n,  est  resté  le  même.  Dès  lors,  le  maxi- 
mum du  premier  membre  tend  vers  zéro.  Il  en  sera  de  même  pour  \G(u)  —  G^(«*)l 
et  pour  |i/(u)  — i/,(u)|. 

85.  Ensembles  compacts  de  courbes.  —  Nous  avons  vu  (n°  55)  que  tout  ensemble 
compaa  formé  d'éléments  d'une  classe  (F)  est  limité.  Nous  pouvons  mettre  ici  cet  énoncé 
sous  une  forme  plus  géométrique,  en  introduisant  la  notion  de  domaine  fini;  nous  appelle- 
rons ainsi  un  ensemble  de  points  tel  que  la  distance  de  deux  quelconques  d'entre  eux 
reste  inférieure  à  un  nombre  fixe.  Alors,  on  voit  facilement  que  la  condition  nécessaire 
et  suflSsante  pour  qu'un  ensemble  de  courbes  soit  limité  (c'est-à-dire  pour  que  l'écan 
de  deux  quelconques  des  courbes  de  cet  ensemble  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe) 
est  que  toutes  les  courbes  de  cet  ensemble  soient  contenues  dans  un  même  domaine 
fini.  Il  suffit  pour  le  démontrer  de  s'appuyer  sur  ce  que  l'écan  de  deux  courbes  quel- 
conques est  au  plus  égal  à  la  limite  supérieure  de  la  distance  d'un  point  quelconque 
de  l'une  à  un  point  quelconque  de  l'autre,  et  au  moins  égal  au  minimum  de  la  distance 
d'un  point  quelconque  fixe  sur  l'une  à  un  point  variable  sur  l'autre  (n°  82).  Ainsi 
nous  voyons  que  tout  ensemble  compact  de  courbes  est  contenu  dans  un  domaine  fini. 
Mais  nous  touchons  maintenant  à  la  plus  grande  différence  qui  existe  entre  les  ensem- 
bles ponctuels  (même  à  une  infinité  dénombrable  de  dimensions)  et  les  ensembles  de 
courbes.  En  effet,  contrairement  à  ce  qui  se  passe  pour  les  ensembles  ponctuels,  un 
ensemble  de  courbes  situées  dans  un  même  domaine  fini  n'est  pas  nécessairement  un  ensemble 
compact.  Il  suffit  pour  s'en  rendre  compte  de  considérer  par  exemple  l'ensemble  E  des 
courbes 
Q  x  =  2Tzt,        )p  =  sin2"7ç/,         :(  =  o  (o^^^O» 

toutes  contenues  dans  le  même  cercle  x*  -}~  >*  ^  5  ^*  • 

Il  est  impossible  que  l'on  puisse  tirer  de  cet  ensemble  de  courbes  une  suite  de  cour- 
bes ayant  une  limite,  car  l'écart  de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  au  moins  égal 
à  I.  On  peut  toujours,  en  effet,  trouver  dans  une  correspondance  continue  entre  deux 
quelconques  d'entre  elles  C^  et  C  un  point  M  sur  Q  dont  la  distance  au  point  cor- 
respondant soit  X  I.  Pour  le  voir,  observons  qu'il  y  a  sur  la  sinusoïde  Q,  2""*  points 
^j,  A^j  ...  ,  A^n-^i  dont  l'ordonnée  est  i,  et  2""'  points  A[^  A\^  ...  ,  A^n-x  dont 
l'ordonnée  est  —  i.  Supposons  w  >  />;  il  nous  suffira  de  montrer  que,  dans  une  cor- 
respondance continue  quelconque,  l'un  au  moins  des  points  A^^  A^^  ...  de  C^  corres- 
pond à  un  point  de  C^  d'ordonnée  négative  ou  nulle,  ou  que  l'un  des  points  A\ , 
A\^  ...  de  C^  correspond  à  un  point  de  C^  d'ordonnée  positive  ou  nulle;  alors  on 
aurait  bien  deux  points  correspondants  dont  la  distance  serait  supérieure  ou  égale  à  i . 
Or,  admettons  qu'il  existe  une  correspondance  G  où  il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  appelons 
*,>  *a>  •  •  •  >  *iS  *2>  •  •  •  l^s  points  de  C^  qui  correspondent  i  A^j  A^,  . , .  ti  i  A[^ 
A[j  . . .  ,  dans  la  correspondance  considérée  G.  Les  ordonnées  de  i^ ,  i^ ,  ...  seraient 
positives,  celles  de  i,',  i^,    ...    seraient  négatives,  et  on  rencontrerait  ces  points   dans 
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Tordre  i, ,  b\y  i^ ,  b\,  . . . ,  en  parcourant  C. .  Il  y  aurait  donc  un  point  d'intersection 
de  Cp  avec  Ox  aux  deux  extrémités  et  sur  chacun  des  arcs  distincts  i, i,',  K^zy  ^iK^ 
b[b^y  . . .  ,  b^n^ib[n--i  ;  en  tout  au  moins  2"  -]-  ^  points  d'intersection  de  C  avec  Ox; 
ce  qui  est  impossible,  puisque  C.  rencontre  Ox  en  2^  -f"  ^  points  et  que  p  <^n, 

86.  Condition  pour  qu'un  ensemble  de  courbes  soit  compact  —  Ce  qui  précède  montre 
qu'il  y  a  lieu  de  chercher  une  condition  supplémentaire  qui  permette  d'aflBrmer  qu'un 
ensemble  de  courbes  contenues  dans  un  domaine  fini  est  un  ensemble  compact.  M.  Ar- 
ZELÀ  a  obtenu  cette  condition  suffisante  par  une  application  immédiate  de  son  théo- 
rème sur  les  fonctions  également  continues  (v,  page  344).  Il  résulte  en  effet  de  ce 
théorème  que,  lorsque  l'on  considère  un  système  R  de  représentations  simultanées 

C  x=f{t\    y=g(t),    i  =  h{t)  (o^/^i) 

d'un  ensemble  E  de  courbes  C,  on  pourra  affirmer  que  cet  ensemble  de  courbes  est 
compact  si  R  est  formé  de  fonctions  /,  ^,  Ä ,  . . . ,  également  continues  et  bornées  dans 
leur  ensemble. 

Ce  théorème  extrêmement  important  se  prète  à  un  grand  nombre  d'applications. 
Mais  il  y  a  lieu  de  le  compléter  à  deux  points  de  vue.  D'abord,  il  serait  bon  d'énoncer 
sous  forme  géométrique  une  proposition  qui  s'applique  à  des  éléments  géométriques 
comme  les  courbes.  Ensuite  M.  Arzelà  n'a  pas  donné  de  réciproque  à  son  théorème. 
Or  celle-ci  pourrait  se  comprendre  de  deux  manières  :  on  pourrait  d'abord  penser  que, 
si  l'on  considère  un  système  R  de  représentations  simultanées  de  courbes  d'un  en- 
semble £*,  les  fonctions  de  R  seront  nécessairement  bornées  dans  leur  ensemble  et  éga- 
lement continues  lorsque  E  est  compact.  Cet  inonci  est  inexact.  En  effet,  considérons 
une  courbe  non  fermée  C: 

et  le  système  R  de  représentations 

,^-L+ArC^)},  y^JL+.iri-^)),  .^i+UrC*)). 

qui  fournit,  pour  chaque  valeur  de  n,  une  représentation  acceptable  d'une  courbe  C^. 
L'ensemble  E  des  courbes  Q  est  compact,  car  une  autre  représentation  acceptable  de 
c.  est 

et  on  voit  que  Q  tend  vers  C  quand  n  croît  indéfiniment. 

Pourtant  les  fonctions  de  R  ne  sont  pas  également  continues,  car,  quels  que  soient 
les  nombres  positifs  e  et  yi  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  u  et  un  entier  p  tel 
que  l'on  ait 

o<i-«<n        |/.(«)-/.(OI>«, 
pour  n  >  />,  en  posant 


/.(«) = -j- +/ 
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La  seconde  manière  d*énoncer  la  réciproque  qu'on  pourrait  être  tenté  de  donner 
au  théorème  d'ÂRZEiA  (et  qui,  cette  fois-ci,  est  exacte)  est  la  suivante  :  si  un  ensemble 
de  courbes  est  compact^  il  existe  toujours  au  moins  un  système  de  représentations  simul- 
tanées de  ces  courbes 

^=/(0,    y=gO).    ^=h(t)  (o-^/^i). 

tel  que  les  fonctions  /,  ^,  Ä,  ...  soient  bornées  dans  leur  ensemble  et  également  continues. 

On  pourrait  trouver  cette  proposition  directement,  mais  nous  scinderons  la  démons- 
tration en  deux  parties,  dont  l'une  nous  permettra  d'énoncer  ensuite  sous  forme  géomé- 
trique la  condition  pour  qu'un  ensemble  de  courbes  soit  compact. 

87.  Ensembles  de  courbes  uniformément  divisibles.  — Pour  arriver  à  la  proposition 
annoncée,  nous  commencerons  par  transformer  la  condition  de  M.  Arzelà  en  une  autre 
qu'on  peut  énoncer  géométriquement,  c'est-à-dire  qui  ne  fait  intervenir  aucune  représen- 
tation paramétrique  déterminée  des  courbes  de  l'ensemble. 

Nous  appellerons  d'abord  oscillation  d'un  arc  P  Q  d'une  courbe  AB  It  maximum 
de  la  distance  de  deux  points  quelconques  appartenant  à  cet  arc.  Nous  dirons  alors  que 
les  courbes  d'un  ensemble  E  sont  uniformément  divisibles  lorsque,  quel  que  soit  le  nombre 
e  >  o,  on  peut  trouver  un  entier  n  tel  que  toute  courbe  de  E  puisse  être  décomposée 
en  n  arcs  consécutifs  dont  les  oscillations  soient  toutes  inférieures  à  e. 

D  est  facile  de  voir  que,  si  un  ensemble  de  courbes  est  compact^  les  courbes  de  cet 
ensemble  sont  uniformément  divisibles.  En  eflfet,  dans  le  cas  contraire  on  pourrait  trouver 
un  nombre  e  >  0  tel  que,  quel  que  soit  n,  il  existe  au  moins  une  courbe  C„  de  l'en- 
semble, qui  ne  puisse  être  décomposée  en  n  arcs  dont  les  oscillations  soient  inférieures 
à  e.  Or  l'ensemble  étant  compact,  on  peut  extraire  de  la  suite  C^,  C^,  ...  une  suite 
C«,,  Cn^,  ...,  Cnpj  ...  ayant  une  limite  C  et  on  sait  (n°  81)  qu'on  pourra  choisir 
les  représentations  de  C,^  et  de  C: 

x  =  FQ),     >  =  G(0,     l  =  HQ)   i  

de  façon  que  F^ ,  G^ ,  //^ ,  tendent  uniformément  vers  F,  G,  H.  Alors,  quel  que  soit 
e,  on  pourra  choisir  p  assez  grand  pour  que  Ton  ait,  quel  que  soit  t: 

\F,0)  -  m\  <j-,       |G,(0  -  G(0I  <  y ,       |//,(0  -  ^(01  <  y  • 
D'autre   part,    divisons    C„.  en  »    arcs   successifs    déterminés    par  les  valeurs  de 

t  :  Oj  — ,  — ,  -^,  . . .  ,  I.  Si  ty  t'   appartiennent  à  l'un  de  ces  intervalles,  on   aura 
P        p        p 

\t  —  t'\  ^  — .   Or  on  peut  choisir  p  assez  grand  pour  que  l'inégalité  |/  —  t'\  ^  — 
^p  ^p 

entraine  : 

|f(0-f(OI<y,     |G(0-G(OI<y,     1^(0 -^(Ol<  y; 
alors,  pour  p  assez  grand  on  aura  dans  chacun  des  n    arcs  en  lesquels  on  aura  dé- 
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\F,Q)-F^O')\<\F^O)-FQ)\-{.\F{t')-F^Q')\  +  \FO)-F(f)\<-L 


oinposé  Cf 

t  de  même  pour  G,  H;  d'où: 

VlF.Q)  -  F^oy  +  |G,(0  -  G,(OI'  +  \H,Q)  -  H,(OI'  <  «• 

Dès  lors,  on  arrive  à  une  contradiction,  car  on  aurait  divisé  C«.  en  ».  arcs  dont 
^  oscillations  sont  au  plus  égales  à  e. 

88.  Alors  pour  démontrer  la  réciproque  par  laquelle  nous  complétons  le  théorème 
le  M.  Arzelà,  il  nous  suffira  démontrer  la  proposition  suivante: 

THÉORèME.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  courbes  d'un  en- 
emble  E  soient  uniformément  divisibles  et  contenues  dans  un  mime  domaine  fini,  est  qu'il 
xiste  au  moins  un  système  de  représentations  simultanées  des  courbes  de  E: 

9)  x=f{t\        y=g{t\        K=h(t)  (P^t^i) 

il  que  les  fonctions  /,  ^,  Ä,  ...  soient  également  continues  et  bornées  dans  leur  ensemble. 
Il  est  facile  de  voir  que  la  condition  est  suffisante.  Montrons  qu'elle  est  nécessaire. 
^our  cela,  nous  partirons  d'un  premier  système  de  représentations  simultanées  des  courbes 
le  l'ensemble,  soit  pour  la  courbe  C: 

10)  X  =  F  {y),       y=G(v),        1  =  H(v)  (o  ^  v  ^  i). 

Nous  pourrons  supposer  que  F,  G,  if,  ne  sont  constantes  dans  aucun  intervalle,  car 
,n  ce  qui  concerne  les  courbes  de  l'ensemble  qui  sont  réduites  à  des  points,  l'oscillation 
:st  évidemment  nulle.  Ceci  étant,  cherchons  à  former  la  représentation  (9)  à  partir  de 
a  représentation  (10).  Autrement  dit,  cherchons  à  déterminer  pour  chaque  courbe  C 
me  fonction  v  =  ^(f)  continue  et  croissante  de  o  à  i,  de  telle  façon  que  toutes  les 
onctions  F[H0]5  ^W(0]j  ^[HOl  soient  également  continues  [elles  seront  toujours 
)ornées  dans  leur  ensemble  quel  que  soit  ^(f)]. 

Or,  d'après  l'hypothèse,  on  peut,  pour  chaque  courbe  C,  déterminer  une  suite  de 
valeurs  croissantes  de  v: 

elles  que  les  oscillations  des  arcs  correspondants  de  C  soient  toutes  inférieures  à  — , 

es  quantités  u^^^  variant  avec  la  courbe  C,  mais  leur  nombre  n  restant  le  même  pour 
outes  les  courbes  C.  En  intercalant  au  besoin  de  nouveaux  nombres  dans  la  suite 
>^  :  o,  u[^\  u^^\  ...  I,  on  voit  facilement  qu'on  peut  supposer  vérifiées  les  conditions 
;upplémentaires  suivantes:  la  suite  S^^,  contient  la  suite  5^  et  possède  le  même  nombre 
le  termes  dans  chacun  des  intervalles  déterminés  par  5.. 

Ceci  étant,  faisons  correspondre  à  chaque  nombre  u^^^ ,  le  nombre  t^^'  =  —  ;  il  est 

acile  de  voir  que  si  deux  nombres  u  :  u^^\  u^^J^  (j>  nécessairement  différent  de/)')  sont 
îgaux,  il  en  sera  de  même  des  nombres  t  correspondants,  et  que  si  u^^^  <  tó'^ ,  on  a 
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89.  Nous  allons  maintenant  définir,  pour  chaque  courbe  C,  la  fonction  continue 
t=i(f(y)  inverse  de  la  fonction  cherchée  v  =  ^(t).  Je  dis  qu'il  suffit  de  la  définir 
pour  les  valeurs  de  v  qui  sont  limites  des  quantités  u^^^K  Autrement  dit,  si  v  est  un 
nombre  quelconque  de  l'intervalle  (o,  i),  on  peut  trouver  une  suite  de  nombres  tt^//\ 
u^//\  ...  qui  tendent  vers  v.  En  effet,  dans  le  cas  contraire  il  y  aurait  un  nombre  e 
tel  que,  quel  que  soit  /),  chacun  des  arcs  (v — e,  v),  (VyV-^-z)  soit  compris  dans  un  des 
arcs  (y^^ ,  u^^^l^y  Alors  les  oscillations  des  arcs  (y — e,  v)  et  (v,  v +e)  seraient  inférieures  à 

—  quel  que  soit  p;  par  suite  F(v),  G(v),  HÇv),  seraient  constants  de  v  —  t  ì  v  -{-  e^ 

p 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Alors,  appelons  uj'^,  u"^^^  les  nombres  u  qui  sont,  les  uns  inférieurs,  les  autres 
supérieurs  à  v.  Les  nombres  V^^\  r'^^  correspondants  forment  deux  classes  de  Dirichlet; 
c'est-à-dire  que  tout  nombre  de  la  première  classe  est  inférieur  à  tout  nombre  de  la  se- 
conde et  qu'on  peut  trouver  deux  nombres,  un  dans  chaque  classe,  dont  la  différence 
soit  aussi  petite  que  l'on  veut.  Il  y  a  donc  un  nombre  /,  et  un  seul,  compris  entre  ces 
deux  classes.  C'est  ce  nombre  que  nous  allons  prendre  pour  valeur  de  ç  (y).  Dans  le  cas 
où  V  est  un  des  nombres  u^^\  la  valeur  de  <p(t;)  sera  évidemment  le  nombre  corres- 
pondant T^^^ 

90.  On  voit  immédiatement  que  cette  fonction  <p  (i;),  bien  définie  pour  toute  valeur 

de  V  entre  o  et  i,  est  croissante  et  croît  de  o  à  i.  Elle  est  aussi  continue.  En   effet, 

2 

soit  Ü)  un  nombre  positif  quelconque;  en  prenant  p  assez  grand,  on  aura  ».  >  — .  Le 

"        co 

nombre  p  étant  ainsi  choisi,  soit  u^^^^  le  plus  grand  nombre  de  la  suite  S  qui  est  infé- 
rieur à  V  ;  alors  les  deux  nombres  v  —  u^^\  w^^^  —  v  seront  positifs  ;  soit  •/)  le  plus 
grand.  Je  dis  qu'on  a  pour  \v  —  i;'|  <;  yî  : 

\<f(y)  —  (f(y')\  <a). 
En  effet  v  et  v'  se  trouveront  alors  entre  u^^^  et  w^^i, ,  donc  : 

q  q-t.2  1 

uv)  -  9(f')i  <  ?«ij  -  ?«') = -^  <  «-^ 

p 

Ainsi  nous  avons  bien  formé,  pour  chaque  courbe  C,  une  fonction  continue  ^=<p(t') 
qui  croît  constamment  de  o  à  i .  Alors  la  fonction  inverse  v  =^i^{f)  est  aussi  croissante 
et  continue,  et  on  pourra  former  un  système  R  de  représentations  simultanées  : 

en  posant: 

/(O ^ F[Ko],    KO ^  G[KO],    KO ^ mm 

Les  fonctions  du  système  R  seront  bien  également  continues  ;  en  effet,   d'après  la 

formation  de  ^  (^),  l'oscillation  de  la  courbe  sera  inférieure  à  —   dans   chacun   des  arcs 

I        2 
limités  par  les  valeurs  de  /:  o,  — ,  — ,  ...  i  et  les  oscillations   de  /(f),  g(t)j  h(J) 

tip      tip 

sont   inférieures   à   celles    de    C.    Dés   lors    on    voit   que,   quel  que   soit  p,   on   peut 

déterminer  un   nombre  —  indépendant  de  la  courbe  C  considérée  et  tel  que  l'inéga- 

P 
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lite  :  It'  —  f'I  <  —  entree  : 
"p 

\fin-Knì<j-,  w)-i(.n\<j-,   nn-hinKJ- 

gì.  En  combinant  les  énoncés  précédents,  on  obtient  la  condition  nécessaire  et 
suflSsante  pour  qu'un  ensemble  de  courbes  soit  compact  sous  une  forme  qui  ne  fait 
intervenir  aucune  représentation  paramétrique  des  courbes  de  cet  ensemble. 

THÉORèME.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  ensemble  de  courbes 
soit  compact  est  que  les  courbes  de  cet  ensemble  soient  contenues  dans  un  même  domaine 
fini  et  également  divisibles, 

ga.  Application  aux  courbes  rectipablea, — Appelons  ligne  polygonale  inscrite  dans  une 
courbe,  une  ligne  brisée  ayant  mêmes  extrémités  que  la  courbe  et  dont  les  sommets 
sont  des  points  de  la  courbe  que  Ton  trouve  dans  le  même  ordre  quand  on  parcourt 
la  courbe  ou  la  ligne  brisée.  On  démontre  (iv,  page  59)  que,  lorsque  le  maximum  de 
la  longueur  des  côtés  d'une  ligne  polygonale  inscrite  dans  un  arc  AB  tend  vers  zéro, 
le  périmètre  de  cette  ligne  polygonale  tend  vers  la  limite  supérieure  des  longueurs  des 
lignes  polygonales  inscrites  dans  AB^  et  on  appelle  cette  limite  la  longueur  de  la  courbe. 
On  dit  que  la  i:ourbe  est  rectifiable  lorsque  cette  limite  est  finie. 

Le  théorème  précédent  permet  d'affirmer  qu'un  ensemble  de  courbes  rectifiables  et 
contenues  dans  un  même  domaine  fini  est  compact  toutes  lesC  fois  que  les  longueurs 
de  ces  courbes  sont  bornées  dans  leur  ensemble  *).  En  effet,  supposons  que  l'on  divise 
chaque  courbe  de  l'ensemble  en  n  arcs  de  longueurs  égales.  La  longueur  d'une  courbe 
quelconque  C  de  l'ensemble  est  inférieure  à  un  nombre  fixe  L  indépendant  de  C;  donc 

chacun  des  arcs  égaux  sera  de  longueur  inférieure  à  —  .Or  l'oscillation  d'un  arc  est 

évidemment  inférieure  à  la  longueur    de    cet   arc.  Donc,    en    prenant   n    assez   grand 

■  «  >  —  I ,  chaque  courbe  C  se  trouvera  divisée  en  arcs  de  longueurs  inférieures  à  e. 

Alors  les  courbes  C  sont  uniformément  divisibles  et  leur  ensemble  est  compact. 

g3.  On  pourrait  se  demander  si  la  condition  suffisante  que  nous  venons  d'énoncer 
est  aussi  nécessaire.  La  réponse  est  négative  :  On  peut  donner  un  exemple  de  courbes  recr 
tifiables  situées  dans  un  même  domaine  fini  et  formant  un  ensemble  compact,  sans  que  leurs 
longueurs  soient  bornées  dans  leur  ensemble. 

Soit  en  effet: 

x=fQ),        y=gQl        1  =  0  (o^/^i), 

une   représentation    déterminée    d'une  courbe    C  non  rectifiable,   mais    dont   les   arcs: 
—  ^t  ^  I  sont  rectifiables   quel  que  soit  n.  Il  nous   suffira  de  considérer   les  cour- 


•)  Un  cas  particulier  de  ce  théorème  a  été  démontré  directement  par  M.  Hh-BERT  (xx).   Puis  la 
généralisation  a  été  effectuée  par  M.  Lebesgue  dans  sa  Thèse  (xvn). 

Rmi.  Cire.  Uattm,  P^Urmo,  i.  XXII  (1906).  —  Stampato  il  31  maggio  1906.  9 
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bes  C,: 

Ce$  courbes  forment  un  ensemble  compact,  car  il  est  évident  que  C, ,  C, ,  ... 
tendent  vers  C.  Elles  sont  rectifiables  et  contenues  dans  un  même  domaine  fini.  Leurs 

longueurs  qui  sont  celles  des  arcs  —  ^  ^  ^  i  de  la  courbe  C  ne  sont  cependant  pas 

bornées  dans  leur  ensemble. 

Il  est  d'ailleurs  bien  facile  de  construire  une  courbe  telle  que  celle  dont  nous 
avons  admis  l'existence;  on  peut  prendre  par  exemple  la  spirale  hyperbolique  obtenue 
en  posant: 

On  peut  même  donner  un  exemple  de  œurbes  contenues  dans  un  même  domaine  fini 
et  formant  un  ensemble  compact  sans  qu'aucune  d'elles  soit  rectifiable. 

D  suffit  de  reprendre  la  courbe  C  que  nous  venons  de  considérer,  et  de  considérer 
les  courbes  C^: 

*  =  -^  +/(0,     y  =  -^  +  ^(0,      i  =  o  (o^t^i). 

Application  des  théorèmes  génératix. 

Nous  pouvons  maintenant  appliquer  les  résultats  de  la  Première  Partie  aux  en- 
sembles de  courbes  et  aux  fonctions  de  lignes. 

94.  Ensembles  de  courbes. 

THÉORèME.  —  Soit  E  un  ensemble  quelconque  d'arcs  de  courbes  continues.  1°  L'en- 
semble dérivé  de  E  est  fermé.  2°  On  peut  extraire  de  £",  une  suite  dénombrable  D  de 
courbes  de  E,  telle  que  toute  courbe  de  E  appartienne  à  D,  ou  soit  une  courbe  limite  de 
D,  3*"  Ou  bien  E  est  dénombrable  ou  bien  il  existe  une  courbe  C^  de  E  telle  que,  pour 
toute  valeur  de  e,  il  y  ait  une  infinité  non  dénombrable  de  courbes  de  E  contenues  entiè- 
rement dans  le  volume  engendré  par  une  sphère  de  rayon  s  et  dont  le  centre  parcourt  C^ . 

Théorème.  —  Soit  G  un  ensemble  de  courbes  uniformément  divisibles  (n°  87)  et  conte- 
nues dans  un  même  domaine  fini:  Les  éléments  de  G,  qui  ne  sont  pas  des  limites  de  cour- 
bes  de  G,  forment  un  ensemble  dénombrable. 

Théorème.  —  Si  l'ensemble  précédent  G  est  aussi  fermé,  autrement  dit,  si  G  est  un 
ensemble  extremal  quelconque:  i^  on  peut  le  décomposer  en  un  ensemble  dénombrable  et 
un  ensemble  parfait  ou  nul  sans  éléments  communs  \  2°  il  existe  un  ensemble  de  courbes 
dont  l'ensemble  dérivé  coincide  avec  E. 

Théorème.  —  Tout  ensemble  parfait  de  courbes  a  la  puissance  du  continu. 

On  pourra  aussi  énoncer  les  théorèmes  des  n°*  40,  42,  43,  45,  ...  en  prenant 
comme  éléments  des  courbes  continues. 
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95.  Fonctions  de  lignes,  —  Les  opéradons  qui  portent  sur  des  arcs  de  courbes  ont 
reçu  de  M.  Volterra  le  nom  de  fonctions  de  lignes. 

M.  Volterra  a  réussi  à  montrer  comment  on  pourrait  définir  la  dérivée  d'une 
fonction  de  lignes  et  a  obtenu,  à  ce  point  de  vue,  des  résultats  extrêmement  intéres- 
sants (xv). 

Dans  un  ;utîcle  des  Annales  scientifiques  de  ITÈcole  Normale  (xxvii),  j*ai  donné 
quelques  propri.Hés  de  fonctions  de  lignes  dont  les  dérivées  au  sens  de  M.  Volterra 
ont  une  forme  ;;péciale  donnée. 

Je  laisserai  ici  de  côté  ce  genre  de  recherches  qui  s'écartent  un  peu  de  notre  objet 
actuel:  l'étude  des  propriétés  communes  aux  opérations  continues  les  plus  générales. 

Les  résultats  généraux  s'appliquent  encore  aux  fonctions  de  lignes. 

Théorème.  —  Toute  fonction  de  lignes,  continue  dans  un  ensemble  extremal  de 
courbes  :  1°  est  bornée  dans  cet  ensemble,  2°  y  atteint  chaque  extremum.  Inversement, 
si  toutes  les  fonctions  de  lignes  continues  dans  un  même  ensemble  E  de  courbes,  1°  sont 
chacune  bornée,  2°  atteignent  chacune  leur  e.Uremum  en  au  moins  une  courbe  de  V en- 
semble, cet  ensemble  est  néussairement  extremal. 

Théorème.  —  Soit  E  un  ensemble  fermi  de  courbes  contenues  dans  un  mime  domaine 
fini  et  uniformément  divisibles:  1°  Pour  quune  suite  de  fonctions  de  lignes  U^,  U^,  .  * . 
continues  dans  E  converge  vers  une  fonction  de  lignes  qui  soit  continue  dans  E,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  suite  converge  quasi-uniformiment.  2°  Pour  que  des  fonctions  de  lignes, 
continues  dans  E  forment  une  famille  ^  telle  que  l'on  puisse  extraire  de  toute  infinité 
d^ éléments  de  ^  une  suite  de  fonctions  de  lignes  qui  convergent  uniformiment  dans  £",  il 
faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  de  lignes  de  ^  soient  bornées  dans  leur  ensemble  et 
également  continues  dans  E. 

Ensembles  et  fonctions  de  surfaces. 

96.  On  peut  développer  pour  les  surfaces  une  théorie  qui  nous  mènerait  à  des 
propositions  entièrement  analogues  à  celles  qui  précèdent.  Mais  il  y  a  au  début  des  pré- 
cautions à  prendre,  qui  conduisent  à  quelques  longueurs.  Aussi,  pour  ne  pas  allonger 
ce  Mémoire,  renverrons-nous  sur  ce  point  à  une  publication  ultérieure. 


NOTE  I. 

Construction  d'une  fonction  continue  non  décroissante  qtii  n'est 
constante  que  dans  des  intervalles  donnés. 

97.  Conadérons  un  ensemble  G  d'intervalles  /  sans  points  communs  situés  sur  l'axe 
des  X  dans  le  segment  fondamental  (o,  i).  Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  former 
une  fonction  continue  ^(x)  qui  va  sans  jamais  décroître  de  o  â  i  et  qui  n'est  constante 
que  dans  chacun  des  intervalles  /  *). 


*)  Nous  utilisons  *cette  proposition  an  nP  84. 
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En  eflFet,  observons  d'abord  que  l'ensemble  G  est  dénombrable,  car  c'est  l'ensem- 
ble des  ensembles  G,  formés  chaain  par  les  intervalles  /  dont  les  longueurs  sont  su- 
périeures à  — j— ,  et  au  plus  égales  à  — .  Or  il  y  a  évidemment  un   nombre   fini 

(^  n)  d'intwvalles  /  dans  G,,  puisque  les  /  n'ont  aucun  point  commun. 

On  peut  donc  ranger  ces  intervalles   en   une   suite  dénombrable  /^ ,  I^y  /^  ...  ; 

d'après  ce  qui  précède  la  bngueur  de  /,  tendra  vers  zéro  avec  — ,  à  moins  qu'il  n'y 

ait  qu'un  nombre  fini  de  ces  intervalles.  Dans  ce  dernier  cas,  il  n'y  a  aucune  difficulté 
i  former  f  (x). 

gS.  Supposons  donc  qu'il  y  ait  une  infinité  d'intervalles  /.  L'ensemble  P  des  points 
du  segment  (o,i)  qui  ne  sont  intérieurs  au  sens  étroit  à  aucun  des  intervalles  /,  est 
un  ensemble  parfait  (u,  page  12). 

i^  Examinons  d'abord  le  cas  où  P  comprend  les  points  o  et  i  et  n'est  dense  dans 
aucun  intervalle  entre  o  et  i.  On  sait  alors  (u,  page  14),  que  l'on  peut  établir  une 
correspondance  univoque  et  réciproque  entre  tous  les  intervalles  /,  d'ime  part,  et  tous 
les  nombres  rationnels  positifs  •<  i,  d'autre  part,  et  cela  de  telle  fiiçon  que  deux  éléments 
correspondants  soient  disposés  de  la  même  manière  sur  Ox.  Appelons  u^  le  nombre  ration- 
nel que  l'on  fait  ainsi  correspondre  à  /..  Soit  maintenant  x  un  point  quelconque  du  sè- 
ment (0,1),  autre  que  o  et  i.  Appelons  /'  un  quelconque  des  intervalles  /  qui  ne  sont 
pas  complètement  à  droite  de  x,  /"  un  quelconque  des  intervalles  /  qui  ne  sont  pas 
entièrement  à  gauche  de  x.  Si  l'on  appelle  u'  et  u"  les  nombres  rationnels  correspondants, 
on  voit  que  tout  nombre  rationnel  compris  entre  o  et  i  doit  être  un  u'  ou  un  u",  et  que 
Ton  a  toujours  u'^u'\  On  définit  ainsi  deux  classes  de  nombres  qui  comprennent  entre 
elles  un  seul  nombre  que  nous  appellerons  ç(x).  Si  nous  posons  en  outre  ç(o)  =  o, 
ç(i)  =  I,  on  voit  que  nous  avons  défini  <p(x)  en  tout  point  du  segment  (0,1).  En  par- 
ticulier, en  tout  point  d'un  intervalle  /^,  on  aura  (p(x)  =  tt^.  La  fonction  ^(x)  est  donc 
constante  dans  chacun  des  intervalles  I^ .  Je  dis  maintenant  que  si  x  -<  x' ,  on  a  néces- 
sairement <p(x)  <  <p(^')>  si  X  et  x'  n'appartiennent  pas  à  un  même  intervalle  /.  En 
efiet,  il  suffit  d'observer  que,  sous  cette  hypothèse,  il  y  a  au  moins  un  intervalle  /^  qui 
est  entièrement  compris  à  l'intérieur  de  (x,  x').  Alors,  d'après  le  mode  de  construction 
de  ç(x),  on  aura: 

Ainsi  ç(x)  est  une  fonction  non  décroissante  qui  va  de  o  à  i  et  qui  n'est  constante 
que  dans  chacun  des  intervalles  /.  Par  suite,  on  peut  définir,  en  chaque  point  x,  la  li- 
mite supérieure  ç(x — o)  des  valeurs  deç(x')  pour  x'<x,  et  on  aura  (p(x — o)^(p(x). 
Or9(x  —  o)  est  au  moins  égale  à  la  limite  supérieure  (p(x)  des  valeurs  de  <p(x') 
.quand  x'  est  dans  un  quelconque  des  intervalles  /  et  reste  <  x.  Donc  9(x)  =  <p(x  —  o). 
Autrement  dit,  (p(x)  est  continue  à  gauche;  de  même,  elle  est  continue  à  droite.  En 
définitive,  la  fonction  9(x)  est  continue  et  répond  bien  aux  conditions  annoncées. 

2^.  Supposons  maintenant  que  P,  comprenant  encore  o  et  i,  puisse  être  dense  dans 
certains  intervalles.  Alors  on  pourra  former  une  seconde  suite  d'intervalles  jRT, ,  jRT, ,  ... 


SUR  aUELaUBS  POINTS  DU   CALCUL  FONCTIONNEL.  69 

dont  tous  les  points,  extrémités  comprises,  sont  des  points  de  P,  et  telle  que  l'ensemble 
Q  des  points  qui  n'appartiennent  au  sens  étroit  ni  aux  UT,  ni  aux  /,  ne  soit  dense 
dans  aucun  intervalle.  Plaçons  alors  dans  chaque  intervalle  K^  une  suite  d'intervalles 
sans  points  communs  :  K^^\  K^^\  . . .  ,  telle  que  l'ensemble  des  points  de  K^  qui  n'ap- 
partiennent à  aucun  des  intervalles  IC^\  IC^\  ...  soit  de  mesure  nulle  (n,  page  i6)  *). 
Enfin  appelons  R  l'ensemble  des  points  qui  n'appartiennent  au  sens  étroit  à  aucun  des 
intervaUes  /.,/„...;  ÜT/',  ÜTl",  ...  ;  /T,",  UT«;',  . .  . 

D'après  leur  formation,  ces  intervalles  n'ont  aucun  point  commun  (au  contraire 
un  /  et  un  UT  pourraient  avoir  une  extrémité  commune).  L'ensemble  R  est  donc  parfait, 
contient  o  et  i,  et  n'est  dense  dans  aucun  intervalle.  On  peut  donc  former  une  fonction 
continue  non  décroissante  ç,  (x)  qui  n'est  constante  que  dans  les  intervalles  /,  ou  IC^^ . 
Appelons  d'autre  pan  ?X*)  ^^  mesure  de  l'ensemble  des  points  de  P  compris  entre 
o  et  X.  C'est  une  fonction  continue  non  décroissante;  de  plus  cette  fonction  est  con- 
stante dans  les  intervalles  /  et  elle  est  certainement  croissante  dans  les  intervalles  Ül|^^^  . 

Donc  la  fonction   9  (x)  =    ^  ^  iij^  i  est  une  fonction  continue  non   décroissante 

qui  va  de  o  à  I  et  qui  n'est  constante  que  dans  les  intervalles  /;  elle  répond  donc  à 
la  question. 

3°.  Enfin  si  P  ne  contient  pas  à  la  fois  o  et  i,  autrement  dit  si  l'un  des  intervalles 
/  est  terminé  en  0  ou  en  i,  on  est  ramené  aux  cas  précédents  en  supprimant  cet  in- 
tervalle. 

99.  D  y  a  un  cas  particulier  intéressant  où  Ton  peut  former  explicitement  la  fonc- 
tion <p(x).  C'est  celui  où  P  est  l'ensemble  de  Cantor  de  mesure  nulle  (11,  page  12). 
Considérons  un  nombre  quelconque  x  compris  entre  o  et  i  et  écrivons  sa  valeur  dans 
le  système  de  numération  de  base  3: 

x  =  o,  a^a^a^  ... 

Les  nombres  a,,  fl^,  ...  ne  pourront  prendre  que  les  valeurs  o,  i,  2  et  on  peut 
toujours  supposer  que  l'on  ait  écrit  un  nombre  tel  que: 

o,  a^a^  ...  tf^  o  2  2  2  ... 
ou 

o,  b^b^  ...  b^iooo  ... 

sous  la  forme  respectivement  équivalente: 

o,  a^a^  ...  tf^  I  o  o  o  ... 
ou 

o,  b^b^  ...  i^ I  2  2  2  ... 

Ceci  étant,  nous  poserons  toujours: 

(p(o,  a^a^  ...)  =  o',  b^b^  ..., 
o',  ...  indiquant   qu'on  passe  dans  le  système  de  base  2  et  en  prenant  en  général 


*)  Par  exemple,  on  pourra  placer   dans   K^    un   ensemble   d'intervalles   semblable  à  Tensemble 
complémentaire  [dans  le  segment  (o,  i)]  de  l'ensemble  de  Cantor  dté  plus  loin. 
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pour  b^  un  nombre  égal  à  o  si  l'un  des  nombres  a, ,  a,,  . . . ,  a^_^  est  égal  i  i,  et 
dans  le  cas  contraire  égal  à  i  si  a^  =  2,  et  égal  à  a^  si  a^  ^  2.  Autrement  dit,  nous 
posons: 

avec  les  conditions: 

«(o)  =  o,         a(i)  =  «(2)  =  I,         |5(i)  =  o,        p(o)  =  PW  =  I- 
H  est  facile  de  voir  qu'on  fait  ainsi   correspondre  une  même  valeur   de  ç(x)  i 
tous  les  nombres  x  tels  que 

x  =  o,  c,c,  ...  c^iW  ..., 

où  c, ,  c^,  . . .  ,  c^  restent  fixes  et  tous  différents  de  i. 

Ces  points  forment  un  intervalle;  la  correspondance  ainsi  établie  entre  cet  inter- 
valle et  la  valeur  constante  de  9(x)  est  précisément  celle  qu'a  indiquée  M.  Cantor 
pour  prouver  que  l'ensemble  P  a  la  puissance  du  continu. 

NOTE  IL 
Sur  le  calcul  effectif  de  Técart  de  deux  courbes. 

100.  La  théorie  que  nous  avons  développée  dans  la  Première  Partie  montre  qu'une 
fois  établie  l'existence  d'un  écart,  la  valeur  môme  de  cet  écart  n'a  plus  une  très  grande 
importance.  Autrement  dit,  il  suffit  de  savoir  qu'on  peut  définir  un  nombre  satisfaisant 
aux  conditions  générales  de  l'écart  (n°  49),  sans  avoir  à  se  préoccuper  de  la  manièie 
dont  on  pourrait  le  calculer  effectivement.  Cela  est  d'autant  plus  vrai  qu'on  pourrait  choisir 
une  infinité  d'autres  définitions  de  l'écart  moyennant  lesquelles  la  théorie  générale  pour- 
rait se  développer  exactement  de  la  même  manière  et  qui  ne  changeraient  pas  les  courbes 
limites  d'un  ensemble  de  courbes.  Par  exemple,  si  e  est  l'écart  de  deux  courbes  tel  que 

nous  l'avons  défini,  on  pourrait  le  remplacer  partout  par  3  ^  ou  par  ye  ou  par  — 7—  . 

Mais  la  définition  primitive  a  l'avantage  de  donner  pour  l'écart  de  deux  courbes  rédui- 
tes à  deux  points  une  quantité  égale  à  la  distance  de  ces  deux  points;  et  pour  deux 
courbes,  l'une  fixe,  l'autre  qui  s'éloigne  à  l'infini  un  nombre  qui  tend  vers  l'infini. 

La  définition  de  l'écan  que  nous  avons  donnée  ne  fait  pas  prévoir  comment  on 
pourrait  le  calculer  effectivement,  et  ce  calcul  serait  certainement  très  difficile  en  géné- 
ral. On  peut  cependant  donner  des  exemples  simples  où  ce  calcul  est  possible.  En  gé- 
néral, on  devra  procéder  de  la  manière  suivante.  On  prouvera  que,  dans  toute  corres- 
pondance continue  entre  les  deux  courbes,  le  maximum  d  de  la  distance  de  deux  points 
correspondants  est  supérieur  ou  égal  à  un  nombre  fixe  e.  On  montrera  ensuite  qu'u 
moms  une  de  ces  correspondances  où  ce  maximum  d  est  exactement  égal  à  e. 
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Par  exemple,  considérons  deux  segments  recdlignes  AB^  AW  et  soit  A  la  plus 
grande  des  deux  longueurs  AA\  BB\  On  a  toujours  rf^A  et  Ton  a  d=:A  lorsque 
la  correspondance  est  telle  que  deux  points  correspondants  Mj  M'  divisent  l'un  AB, 
l'autre  A'B'j  dans  le  même  rapport.  Donc  l'écart  des  deux  segments  est  égal  à  A. 

On  peut  être  aussi  amené  à  définir  l'écart  de  deux  courbes  fermées.  On  le  consi- 
cérera  alors  comme  la  limite  inférieure  de  tous  les  écarts  qu'on  obtiendrait  en  les  con- 
sidérant de  toutes  les  manières  possibles  comme  des  arcs  de  courbes  ayant  chacun 
deux  extrémités  en  coïncidence.  On  verrait  alors  facilement  que  si  l'on  considère  deux 
circonférences  de  rayons  i?^ ,  i?^ ,  de  centres  0, ,  0^ ,  situées  dans  le  même  plan  et 
oiîentées  de  la  même  façon,  leur  écart  est  0^  0,  +  l^i  —  ^2!- 

Un  exemple  moins  particulier  est  le  suivant.  Considérons  dans  un  même  plan  deux 
courbes  convexes  C^  et  C,,  la  courbe  C,  étant  supposée  à  tangente  continue  et  toute 
entière  contenue  dans  Q.  Dans  ces  conditions,  on  peut  voir  que  l'écart  de  C,  et  de 
C,  est  égal  au  maximum  du  segment  intercepté  par  Q  sur  la  normale  extérieure  à  C^ . 

Dans  ces  exemples,  on  vérifie  immédiatement  que  l'évanouissement  de  l'écart  est 
la  condition  nécessaire  et  suflSsante  pour  que  les  deux  courbes  coïncident,  ce  qui  permet 
souvent  de  prévoir  la  valeur  probable  de  l'écart 

Paris,  le  2  avril  1906. 

Maurice  Fréchet. 
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RICERCHE  SULLA  DEFORMAZIONE  DELLE  QUADRICHE. 
Memoria  di  Luigi   Bianchi  (Pisa). 


Adunanza  del  13  maggio  1906. 


Le  ricerche  che  espongo  nel  presente  lavoro  apportano  nuovi  complementi  alla 
teoria  delle  trasformazioni  delle  superficie  applicabili  sulle  quadriche,  in  particolare  agli 
studi  sulla  deformazione  delle  quadriche  rotonde  e  dei  paraboloidi  che  ho  sviluppato  in 
due  Memorie  recenti  *).  Una  prima  parte  del  presente  scritto  tratta  delle  superficie 
(reali)  applicabili  sul  paraboloide  a  parametri  puramente  immaginarii  (positivi)  : 

ed  estende  alle  deformate  di  questo  paraboloide  i  metodi  di  trasformazione  esposti  nella 
Memoria  (5)  per  i  paraboloidi  reali.  Le  formole  relative  a  questo  nuovo  caso  vengono 
qui  dedotte  da  quelle  per  le  trasformazioni  di  Bäcklund  per  le  superficie  a  curvatura 
costante  negativa  dello  spazio  ellittico,  utilizzando  il  nuovo  metodo  di  Weingarten  per 
la  ricerca  di  classi  di  superficie  applicabili. 

Con  un  procedimento  analogo,  si  potrebbero  dedurre  le  formole  della  Memoria 
(5)  per  le  trasformazioni  delle  deformate  dei  paraboloidi  reali  da  quelle  delle  trasforma- 
zioni di  Bäcklund  per  le  superficie  di  curvatura  costante,  immerse  in  uno  spazio  ellit- 
tico od  iperbolico,  ma  col  ds*  indefinito. 

Ritornando  all'attuale  paraboloide  (i),  è  da  notarsi  il  caso  del  paraboloide  rotondo 
p  =  q.  Ld  sue  deformate  formano  la  classe  completa  delle  superficie,  già  determinate 
da  Weingarten  nelle  sue  prime  ricerche,  che  sono  le  evolute  delle  superficie  coi  raggi 
principali  di  curvatura  legati  dalla  relazione 

r, -r,  =  sen(r, +0, 

e  le  superficie  corrispondenti  dello  spazio  ellittico  sono  quelle  a  curvatura  assoluta  nulla. 


•)  (A)  Teoria  delle  trasformazioni  delle  superficie  applicabili  sulle  quadriche  rotonde   [Memorie   della 
Società  Italiana  delle  Scienze  (detta  dei  XL),  serie  III,  t.  XIV  (1905),  pp.  1-73J. 

(B)  Teoria  delle  trasformazioni  delle  superficie  applicabili  sui  paraboloidi  [Annali    di   Matematica, 
serie  III,  t.  XII  (1906),  pp.  263-344]. 

^''''^  testo  verranno  citate  come  Memoria  {A)  e  Memoria  (B), 
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Nella  seconda  parte  dò  una  nuova  estensione  alla  teorìa  delle  trasformazioni  delle 
deformate  ddle  quadriche,  dimostrando  che  esistono  classi  di  congruente  rettilinee  ÏV 
colle  due  falde  della  superficie  focàie  applicabili  sopra  due  quadriche  diverse,  Hno  ad  ora 
le  congruenie  W^  che  davano  Tefemento  essenziale  geometrico  per  le  trasformazioni, 
avevano  le  due  falde  focali  applicabili  sulla  medesima  quadrica.  Colla  nuova  estensione 
eflfettuiamo  il  passaggio  dalle  defonnate  di  una  quadrica  alle  deformate  di  un'altra  qua- 
drìca.  In  questi  primi  studi  stabilisco  una  relazione  di  siffatta  natura,  fra  le  superficie 
applicabili  sulle  quadriche  di  rotazione  attorno  all'asse  focale  e  le  deformate  (reali)  di 
quelle  quadriche  immaginarie  di  Darboux  che  sono  tangenti  al  circolo  immaginario  al- 
l'infinito. In  particolare,  si  passa  cosi  dalle  deformate  del  paraboloide  rotondo  alla  classe 
di  superficie,  determinata  da  Weingarten,  coU'elemento  lineare 

J5*  =  Ji»'  +  (2  a  +  2  v  +  O^  vN 

e  caratterizzate  da  Darboux  come  applicabili  sopra  un  paraboloide  immaginario  tan- 
gfSDXe  al  circolo  all'infinito. 

Dimostro  poi  l'esistenza,  nella  solita  generalità,  di  congruenze  i^  colle  due  falde 
applicabili  sopra  una  medesima  quadrica  di  Darboux,  e  da  ultimo  considero  l'esempio 
semplidsâmo,  ma  istruttivo,  delle  congruenze  le  cui  due  falde  focali  sono  quadriche 
projettive. 

Si. 

Le  superficie  pseudosferiche  dello  spazio  ellittico  e  le  deformate 
del  paraboloide  a  parametri  immaginari. 

Nello  spazio  ellittico,  la  cui  curvamra  K^  poniamo  per  semplicità  ^  -j-  i,  conside- 
riajcDO  una  superficie  pseudosferica  2,  la  cui  curvatura  (relativa) sia  costante   ne- 

Pi  Pa 

gativa  =: r  •  Riferiamo  la  superficie  1  alle  sue  linee  di  curvatura  u^  v  e,  appli- 
cando le  fonnole  generali  della  geometria  ellittica  (cfr.  i  §§  213-215  delle  mie  Lts^ni 
di  geomaria  differm:(jaU,  voi.  H),  avremo  daj^rima  le  fonnole  seguenti  :  Essendo  8 
una  funaoae  di  »^  v,  soluzione  della  equazbne  del  2°  ordine 

(2)  di?  ~  di?  =  ^'  ~  OsenOcose, 
rdcnemo  linearci  di  S  sarà  dato  da 

(3)  d^  =  a\cos'bdu*  +  sen'Odt;') 
e  le  curvature  principali  avranno  i  valori 

j__      cote  I   _tgft 

w^  p. ^'       77""' 

Indicando  poi  con  x^^  x,,  x^i  :k,  le  coordinate  di  Weœrstrass  di  un  punto  mo- 
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bile  sopra  2,  con  $^,  $,,  ^^,  ;^  quelle  del  piano  tangente  e  con  (t)^,  y;^,  t^^,  ìo^), 
(^o>  ^i>  ^2)  ^3)  quelle  dei  due  piani  principali,  ricordiamo  che  il  determinante 

^o  ^i  ^2  ^3 

(e)  ^o  ^i  ^a  S 

^o  ^,  ^a  ^3 

C  ^  ^  C 

^O  ^X  ^2  ^} 

è  ortogonale  destrorso  (=  +  i)  e  per  gli  elementi  di  ciascuna  sua  colonna  valgono 
le  formok  fondamentali  seguenti: 

-^r-=zaœs^,7ij     -^r-=senö.'y),     -^r-= — ocosö.x — sen9.^+-:r— .Ç,     -:r-= — ^r-'^ii 
/  du  ^     du  *  dv    '      du         dv    ^ 

^^    ^   dx  ftv      dS  ftv      d»     06^       OC  Û     ,       fìr      06 

---=flsene.;,     -^r-=— cosO.C     -;r-=-^r-.;,     -^  =— osenö.x+cosö.t — :r-.Tì. 
di;  '      dv  '      dv     du   '      dv  '  öw 

Applicando  ora  il  metodo  di  Weingarten  esteso  alla  geometria  ellittica  *),  dedu- 
ciamo dalle  superficie  pseudosferiche  2  una  classe  di  superficie  S  dello  spazio  euclideo 
applicabili  Tuna  sull'altra  nel  modo  seguente.  Le  tre  espressioni 

(7)  ày,  =  x,dx,-\-a%di^ 

sono  tre  differenziali  esatti  in  forza  delle  (6),  e  interpretando  y^,  y^y  y^  come  coordi- 
nate cartesiane  ortogonali  di  un  punto  mobile  nello  spazio  euclideo,  questo  punto 
Oi>  )'a>  yì)  descrive  una  superficie  5  d'elemento  lineare  fisso 

(8)  ds]  =  dy\  +  dy\  +  dy\  =  (i  -  ^dx^  -  la^xXdxJl,  +  «*(i  -  'Qd^^. 

Possiamo  scrivere 

ds\  =  dxl  +  a^dll  -  (^odx,  +  '^Xd^o)', 
e,  ponendo 

si  vede  che  questo  ds^  appartiene  al  paraboloide: 

X'  +  -C  +  2ÌZ  =  o 

con  parametri  puramente  immaginarli  (vedi  Lettoni,  voi.  E,  pag.  251).  Esprimendo  le 
(7)  per  le  variabili  u,  v,  si  ha: 

-^  =z  a(cos6.x,.  -|-  flsenô.Ç.)»^ 

(5)  <.''  (»  =  1.2,3), 

^  =  a(sen».x,-acase.Ç,)2:, 


^  Cfr.  la  ima  Memoria:  Alcune  ricérche  di  geometria  non  euclidea  [Annali  di  Matematica,  sene  HI, 
t.  n  (1899X  pp.  95-126]. 
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e  da  queste  derivando  otteniamo  per  le  (6): 

-^  =  û(cose.x.  +  flsene.Ç,0^°-^(sen0.x.  — /ïcosO.Ç.)— yi^+/ï'tq.^^ 


(IO) 


du'         ^        ■   •  '  '^'^  du         ^        '   •  *^*^ött 

I  ^;— ^*- = /ï  (cos  0.  X .  + /ï  sen  6.  E .)  ^-^  — /ï  (sen  Ö.  X.  —  a  COS  6.  $,)  ^r— yj  . 


ö^:y.-  _ 


.ac 


80, 


^  =  fl(sen0.x,-flcose.C,)^o+a(cosÖ.x,  +  flsenO.Q^C„ 
-0-  =  «(sene.x,-flcose.C,)||  +  fl(cose.x-flsene.$,)|Ì2:„+fl'i:,; 


O  > 


d'>, 


dove  l'eguaglianza  dei  due  valori  per  ^ — ^  risulta  dalle  (6)  e  dimostra  appunto  che 

le  condizioni  d'integrabilità  pel  sistema  (9)  sono  soddisfatte.  Dalle  (io)  calcoliamo  la 
seconda  forma  quadratica  fondamentale  per  la  S, 

Ddu'  +  iD'dudv  +  D"dv\ 

nel  modo  seguente.  Pei  coseni  di  direzione  F, ,  Y^,  Y^  della  normale  alla  S  abbiamo 
dalle  (9): 


Y.= 


Vi-K-V. 


K  i 


^'     ^f^-<-K 


5,  5. 


5.  i. 


e  calcolando  dalle  (10)  i  valori 
D 


y  Y  ^•- 


^  -è    'di''' 


col  ricordare  che  il  determinante  (5)  è  ortogonale  destrorso,  troviamo: 


00 


D=- 


_aX^o 


D'  =  o, 


D"  =  -^ 


Essendo  dunque  D'  =  o,  D=  —  D",  vediamo  che  le  linee  (w,  z;)  di  S,  corrispon- 
denti alle  lince  di  curvatura  di  1,  tracciano  sopra  S  un  sistema  coniugato  anti-isotertno. 
Facilmente  si  dimostrerebbe  poi  che  questo  sistema  coniugato  di  S  è  quello  che  si 
conserva  coniugato  nella  corrispondenza  per  applicabilità  della  S  sul  paraboloide  imma- 
ginario. 

§2. 

Le  trasformazioni  di  Bäcklund  delle  superficie  2  e  le  corrispondenti 

delle  superficie  5. 

Applicando  alla  superficie  pseudosferica  1  dello  spazio  ellittico  una  trasformazione 
di  Bäcklund  5^,  si  ottiene  una  nuova  superficie  pseudosferica  I',  che  forma  insieme 
con  2  le  due  falde  di  una  congruenza  (pseudosferica),  nella  quale  è  costante  =  a  l'an- 
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gelo  dei  due  piani  focali,  ed  è  pure  costante  la  distanza  t  dei  due  fuochi  e  legata  a  i 

dalla  relazione 

(12)  senr  =:  a  sena  *). 

Indicando  con  accenti  le  quantità  relative  alla  1\  le  formole  pel  passaggio  da  2  a 
2'  sono  le  seguenti.  Le  funzioni  6,  6',  soluzioni  della  (2),  sono  legate  dalle  relazioni 
del  1°  ordine: 

•N  Af  >  A 

-;r h  ^^—  =  Ä  cot  T  COS  6  sen  6'  —  cot  a  sen  0  cos  0' 

; 

-ZT \-  -^r-  =  —  fl  cot  T  sen  6  cos  6'  +  cot  or  cos  6  sen  6', 

dv    '   ou  '  ' 

e  per  gli  elementi  relativi  a  1'  abbiamo  le  formole: 

x'  =  cos  T.  X  4-  sen  t  cos  9'.  yi  -j-  sen  t  sen  6'.  2[, 
Ç'  =  cosa-Ç  -|-  sen  or  sen 6'.  yj  —  sen  or  cos  6'.  2^, 
.    ^   /"n'  =  —  sen  T  cos  6.x  —  sen  or  sen  Ö.  $  -j-  (cost  cos  6  cos  6'  -f-  cos  a  sen  Ö  sen  6').  y; 

-f-  (cos  T  COS  0  sen  6'  —  cos  <t  sen  0  cos  6').  ^, 

C  =  —  sen  T  sen  6.x  +  sen  a  cos  6.  Ç  -j-  (cos  t  sen  6  cos  6'  —  cos  or  cos  6  seno').» 

-j-  (cos  T  sen  6  sen  6'  -f-  cos  a  cos  6  cos  6').  2^. 

Ora,  come  abbiamo  dedotto  colle  (9)  dalla  1,  per  quadrature,  una  deformata  S 
del  paraboloide  immaginario,  cosi  ne  deduciamo  una  seconda  S'  dalla  1'  colle  formole 
analoghe  : 

|^  =  a(cos6'x:  +  flsene'$;).»;, 

^  =  fl(sene'x;-flcose'Ç.o.i:;, 

le  quali,  a  causa  delle  (14),  possono  anche  scriversi: 

-^  z=  a  (cost  coso'.  X.  -j-  /Ï  cos  a  sen  6'.  Ç.  -j-  senT.T).).»^, 

(^^  <  dy'. 

-^  =  fl(cosTsen6'.x.  —  a  cosa  cos 6'. Ç.  +  senT.Q.Ç^. 

Le  due  deformate  S,  S'  del  paraboloide  immaginario  sono  definite,  per  quadrature, 
dalle  rispettive  (9)  e  (15)  o  (15*),  a  meno  di  una  traslazione  nello  spazio  per  ciascuna. 
Ci  proponiamo  ulteriormente  di  dimostrare  che,  fissate  in  modo  arbitrario  le  costanti 
additive  in  y^j  y^,  _y^ ,  si  possono  fissare  quelle  in  y[ ,  y[ ,  y'^  in  guisa  che  S,  S'  ven- 
gano a  costituire  le  due  falde  focali  della  congruenza  formata  dalle  congiungenti  i  loro 
punti  corrispondenti  (j^y  y^y  y^y  {y\y  y\y  y*^y  che  sarà  una  congruenza  W, 


•)  Per  questa  e  per  le  seguenti  formole  nel  testo,  vedi  la  mia  Memoria:  Sopra  alcune  classi  di 
congrusn^e  reUUmu  negli  spa^t  ài  curvatura  costante  [Annali  di  Matematica,  serie  III,  t.  X  (1904), 
pp.  95-145].  Cfr.  in  particolare  il  $  3. 
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S3- 


sol  091180010106 

Per  r:Êgfft20gac  3  dosto  scopo  appBcfaereox>  ü  proœdîzDCQSD  mdkaiD  io  gsenerale 
neSa  Manorìz  (B).  ^  12,  cercando  dì  deienimiare  doc  fimzìoai  IL  ■  di  a,  r  tali  che 
figwrano  k  fònnole 

Bjsu  ora  idenóficare  k  derivate  di  y\  date  daBe  (i>^  eoo  qodk  cbe  si  traggooo 
dafle  {i6\  OMenrando  k  (10%  5  I9  pcr  dedume  i  T^lkm  di  I,  m: 

k  (16)  dnneotano  quindi: 

O7)         7:  =  J.  +  senT[(cos%x,  +  ascn«;>.;  +  (sco9x,  —  flcosftEj!::]. 

Sk  vexihoL  f2dbaemc  che  k  derivate  delk  y.  caicolaip  da  queste,  avendo  riguardo 
alk  (6)  ed  aOe  analoghe  per  b  superficie  ^' j  combinano  appunto  con  quelk  fomite 
dalk  (i  J^'  Co^  appeiu  nou  b  5,  k  (17)  fanno  conoscere  in  termini  finiti  b  super- 
ficie S'  e  k  assegnano  una  tale  posizione  ndlo  spazio  che  il  punto  (j'^  di  5*  corrispon- 
dente al  punto  (jj  dì  S  gL2cc  nel  piano  tangente  alia  S  in  questo  punto.  Per  dimostrare 
inversamente  che  (^  J  giace  nel  piano  tangente  in  ()[)  aib  5'  osserviamo  che  sussistono 
k  identità 

(cos ^x,  +  ascn  ^.X  +  (sen  hx,  -  acoshl^^^ 

=  (cosO'x;  +  asenÖ';;)r.^  +  (sen6'x;  -  acosO'^;):^, 

come  segue  daUe  (14)  e  daUe  identità 

^i^o  + ^.^0  +  ^^0  +  ^.-0  =  0  (t=i,  2,  3). 

Per  dò  k  (17)  possono  scivcrsi: 

V  -v'~sen^/'^^^4-^^''^ 

e  sotto  quesu  forma  dimostrano  appunto  che  il  punto  {y^  giace  nel  piano  ungente 
in  (j\)  aUa  S'.  Dunque  le  congiungenti  i  punti  corrispondenti  (v  ),  (^Q  generano  una 
congruenza  di  cui  le  superficie  S,  S'  sono  le  due  falde  focali.  Poiché  inoltre  il  sistema 
(w,  v)  e  coniugato  anri-isotermo,  tanto  sopra  S  quanto  sopra  S\  sì  corrispondono  sulle 
due  falde  focali  tutti  i  sistemi  coniugati,  e  la  nostra  congruenza  è  quindi  una  con- 
gruenza fV>  e.  D.  D. 

Ora  supponiamo  data  una  qualunque  deformata  (reale)  S  del  paraboloide  a  para- 
metri immagiiurii.  Ne  risulterà  determinau  una  corrispondente  superficie  pseudosferica 
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2  dello  spazio  ellittico  [Annali  di  Matematica,  s.  IH,  t.  Il  (1899)],  e  poiché  questa  Am- 
mette 00*  trasformate  di  Bäcklund,  avremo  il  teorema  finale: 

Ogni  superficie  (reale)  S  applicabile  sul  paraboloide  immaginario 

appartiene,  come  prima  falda  della  superficie  focale,  ad  una  doppia  infinità  di  congruente 
rettilinee  W,  le  cui  seconde  falde  sono  applicabili  sul  paraboloide  stesso. 

Come  si  vede,  è  questo  il  medesimo  teorema  fondamentale  che  ho  dimostrato  nella 
Memoria  (5)  per  le  deformate  dei  paraboloidi  reali.  In  modo  simile  si  potrebbe  dimo- 
strare il  secondo  teorema  fondamentale  (fi),  ricorrendo  al  teorema  di  permutabilità  p€r 
le  trasformazioni  di  Bäcklund  delle  superficie  pseudosferiche  nello  spazio  ellittico. 

Osserviamo  ancora  il  caso  particolare  notevole  ove  si  tratti  del  paraboloide  rotondo 
(immaginario).  Le  sue  deformate  reali  sono  le  evolute  delle  superficie  di  Weingarten 
coi  raggi  principali  di  curvatura  legati  dalla  relazione 

r, -r.  =  sen  (r,+rj. 

D  teorema  superiore  dimostra  che  esistono  classi  di  congruente  j^  le  cui  due  falde 
focali  sono  superficie  di  quesu  natura.  Rammentando  la  costruzione  di  Darboux  che  fa 
dipendere  queste  superficie  da  quelle  di  traslazione  con  curve  generatrici  a  torsione  co- 
stante, ^uali  >ï  di  segno  contrario,  si  potrebbe  ricercare  il  significato  delle  nostre  trarfON 
mazioni  rispetto  alle  curve  di  torsione  costante. 

S  4- 
Il  paraboloide  rotondo  ed  il  paraboloide  immaginario  di  Weingarten. 

Le  congruenze  fVy  che  abbiamo  introdotto  fin  qui  nella  teoria  della  deformazione 
delle  quadriche,  avevano  le  due  falde  focali  applicàbili  sulla  medesima  quadrica.  Ci  pro^ 
poniamo  ora  di  stabilire  l'esistenza  di  congruenze  IF  colle  due  falde  focali  applicabili 
sopra  quadriche  diverse.  Cominceremo  dal  dimostrare  che  in  tale  relazione  stanno  le 
deformate  del  paraboloide  rotondo  reale  colle  superficie,  già  determinate  da  Weingarten, 
d'elemento  lineare 

ds'  =  du'  +  {2u-^2v  +  e^")  dv\ 

e  che  Darboux  ha  caratterizzate  *)  come  applicabili  sul  paraboloide  immaginario 

tangente  al  circolo  immaginario  all'infinito.  Per  abbreviare  chiameremo  questa  quadrica 
il  paraboloide  di  Weingarten. 

Ponendo  il  parametro  p  del  paraboloide  rotondo  =  i,  ne  scriveremo  le  equazioni 


•)  Vedi  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  géniràU  des  surfaces,  t.  IV,  pag.  334. 

Rmti,  Cirt.  MmUm,  PûUrtM,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  7  giugno  1906. 
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sotto  la  forma 


x  =  «,        y  =  ^,         ^  =  --1- 


ed  avremo  pel  suo  elemento  lineare: 

(19)  ds'  =  (a'  +  i)dx'  +  2x^dxd^  +  ({i*  +  i)d^\ 

Analogamente,  se  pel  paraboloide  (18)  di  Weingarten  poniamo 

ß*  —  a* 
^1  =    '    2     '^  ^'  ~  *^«  =  *.  -  P.  J         ^  +  *>i  =  2«, , 

il  suo  elemento  lineare  ds^  prenderà  la  forma 

(20)  ds',  =  «  +  2)d<  -  2(a,p,  +  i)d«.  Jti.  +  r,d^:. 

Noi  consideriamo  le  superficie  S,  reali,  che  per  valori  reali  dei  parametri  a^ ,  [i^ , 
soggetti  alla  dis^uaglianza 

2ß!-2a,{i,  -i>o, 

hanno  l'elemento  lineare  (20)  ;  a  queste  superficie  intendiamo  riferirci  quando  parliamo 
delle  deformate  del  paraboloide  di  Weingarten. 

Bisogna  ora  ricordare  che  la  determinazione  di  ogni   deformata  S  del  paraboloide 
rotondo  si  ottiene  nel  modo  seguente  *).  Essendo  co  (w,  v)  una  soluzione  della  equazione 

si  consideri  il  seguente  sistema  differenziale  per  le  quattro  funzioni  incognite  a,  fi,  \  p. 
di  u,  i;: 

ôa  -V       oß  ^       d'k  ^      d(o  diL  d<ù  ^ 

"s— = — senw.À,     ^r— =cosü>.A,     ^r— =:senoi.a — cosco.p — ^^-P^,      ^— = — -s— -^^ 
.  ÖW  du  du  dv^^      du  dv 

^    ^     ^  doc  d^  di      5(0  àìJ^  ,  ,,  ,  ÖC0  ^ 

^r— zzzcosw.L/.,      ^^— =sena>.a,      .^— =:— -.  a,      ---i=icosoj.a4-senü>.ü-f-  ^--  A  ; 
dv  ^        àv  ^      dv      àu   ^^     àv  '  '  du 

questo  sistema  lineare  è  completamente  integrabile  e  possiede  l'integrale  quadratico 

(A^  —  X'  —  a'  —  fi'  =  cost. 

Se  prendiamo  una  quaderna  (a,  p,  \  (jl)  di  soluzioni  del  sistema  (^)  tale  che  ne 
risulti 
(^)  ,^*  _  X*  —  a*  —  ß^  =  I , 

avremo  definita  intrinsecamente  una  deformata  S  del  paraboloide  rotondo,  sulla  quale 
le  linee  (w,  v)  tracciano  un  sistema  isotermo-coniugato  coi  seguenti  valori  pei  coefficienti 
della  seconda  forma  quadratica  fondamentale  : 

D  =  D"=   ,        ^^      -,        D'  =  o. 


•)  Vedi  la  mia  prima  memoria:  Sulla  deformazione  dei  paraboloidi  [Amiali   di   Matematica,   s.  Ili, 

t.  IX  (1904),  pp.  247-309]- 
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In  modo  analogo,  riferendoci  ai  risultati  generali  stabiliti  al  §  5  della  memoria  sopra 
citata,  determiniamo  intrinsecamente  ogni  superficie  S,  d'elemento  lineare  (20)  nel  modo 
seguente.  Se  6(u,  v)  è  una  soluzione  dell'equazione  di  Liouville 

abbiamo  il  sistema  completo  di  equazioni  differenziali  per  le  quattro  funzioni  incognite 
«•>  f*,>  \y  H-.  ài  u,  v: 


da 


^  =  cosh  e.  X„       ^  =  senh  0.  X„ 


(5) 


3-^  =  (ß,  —  a,)senh6  —  ß  cosh 6  --  ^-fx,     -O  =  _-— X  . 
du        ^  *         ''^  '  ov^       au  av  * 

-=r— ì^  =  senh  6.  fx  .        ^  =  cosh  0.  tx, , 

av  '         az^  * 

|^  =  |i.^,       |i^=(ß._«.)coshô-ß.senhe-|iv 


Questo  sistema  possiede  l'integrale  quadratico 

2ßJ-2a,ß, ->:-(xJ  =  cost. 
e  se  prendiamo  una  tale  quaderna  (a^,  {i^,  \j  p.,)  di  soluzioni  che  si  abbia 

ne  risulta  definita  intrinsecamente  una  delle  nostre  superficie  S,,  sulla  quale  le  linee  u,  v 
tracciano  un  sistema  isotermo-coniugato  coi  valori 

per  i  coefficienti  della  seconda  forma  quadratica  fondamentale. 

Le  trasformazioni  intrinseche  per  le  superficie  5,,  5',. 

Ora  poniamo  in  relazione  le  due  equazioni  a  derivate  parziali  (21)  e  (22)  e  i  corri- 
spondenti sistemi  (^),  (ß)  colle  formole  seguenti.  Indicando  con  a  una  costante  arbi- 
traria, consideriamo  il  sistema  simultaneo  di  equazioni  del  1°  ordine 

\  3-  +  5-  =  ^     sen  (w  —  a), 

\  du    ^   dv  ^  ^ 

^^^^  )  de    .   dco        _e        r  ^ 

f   3 h  3-  =  ^     cos  (co  —  a), 

\  av    ^    du  ^  ^ 

dalle  quali   eliminando  6  segue  per  (o  l'equazione  (21),  ed  eliminando  co  segue  invece 
per  6  Tequazione  (22)  di  Liouville.  Ne  risulta  che  se  per  co  poniamo  nelle  (23)  una 
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aduaone  ddk  (21),  esse  dtveouno  compatibili  per  la  funzione  ino^nita  0,  e  la  solu- 
zione generale  9  delle  (23)1  che  contiene  okre  9  una  nuova  costante  arbitraria,  viene  a 
soddisfare  la  (22).  Similmente,  ponendo  nelle  (23)  per  6  una  soluzione  delta  (22)»  «b* 
biamo  un  sistema  completamente  int^abile  per  a»  che  viene  a  soddisfare  alla  (21). 

Ciò  posto,  siano  a»,  6  due  tali  soluzioni,  rispettivamente  delle  (21),  (22),  l^ate  fra 
loro  dalle  (23),  e  prendiamo  una  quaderna  qualsiasi  (a,  ß,  \  |a)  di  soluzioni  del  si- 
stema {A),  Dimostriamo  che  le  seguenti  formole  di  sostituzione  lineare 

/  a,  =  cos  9.  a  -f-  sen  9.  ß  -f~  ^^  ^-  ^  —  ^enh  6.  pi, 

v^  j  '^i  =  sen  «.a  —  coscd.ß  —  e"^sen(«  —  0(5^-+"  (*)> 

\  pL^  =  —  coswgt  —  sen«p«+-«~^cos(tì~  a)(\  -f-  [*) 

fumo  passare  ad  una  corrispondente  quaderna  del  sistema  (jB).  Questo  si  prova  deri- 
vando effettivamente  le  (Q  ed  osservando  le  (^A)  e  le  (23);  si  vede  allora  che  le  (5) 
risultano  idendoamentç  verificate. 

Ora  le  (C),  risolute  rapporto  ad  a,  ß,  X,  (t,  danno  il  sistema  equivalente: 

/a  =  cos9.(a,  —  ß,)  +  sen«.X,  —  cosa>.(A^, 
Jp  =  sen(x.(«,  —  ß,)  ^  cos«a,  —  sena>.|A^, 
^^  -'ÌX  =  sephft,«,  +  (coshO  —  ;isenh6)ß_  —  ^-•[sen(ft»  —  <r).\  —  cos(ai  —  <x).fij, 
(pL  =  cosh&.a, -{-(senhO—  2cosh6)ß^  -f"^"*[^°(**  —  O-^i  —  cos(«  — <T).piJ. 

Da  queste  formole  segue  facilmente  l'identità 

«•  +  P*  +  V  - ,.' =  x:  +  ,.j  -  2?;  + 2«,p., 

onde  risulta  ulteriormente  che  se  la  quaderna  (a,  ß,  \  (i)  soddisfa  Tequazione  in  ter- 
mini finiti  (^),  la  quaderna  derivata  (qt^,  ß^,  \^  (i.^)  soddisferà  alla  sua  volta  la  (Ä*). 
Se  partiamo  dunque  da  una  data  deformata  S  del  paraboloide  rotondo  e,  prese  le 
corrispondenti  funzioni  w,  «,  ß,  X,  f*  di  u,  v,  scaliamo  una  qualunque  soluzione  6  delle 
(23),  indi  mediante  le  (C)  calcoliamo  a^,  ß^,  X^,  (jl^,  avremo  definita  intrinsecamente  una 
deformata  S,  del  paraboloide  di  Weingarten.  Di  due  tali  deformate  S,  S,  del  parabo- 
loide rotondo  e  del  paraboloide  di  Weingarten,  rispettivamente  diremo  che  sono  trasfor- 
mate Tuna  dell'altra  per  mezzo  di  una  B^. 

Le  congruenze  i^  colle  due  falde  focali  5,  5, . 

Colle  formole  precedenti  noi  abbiamo  soltanto  definita  intrinsecamente  la  relazione 
fra  le  due  superficie  5,  5,  trasformate  per  una  B^ .  Ora  vogliamo  dimostrare  che  le  su- 
perficie 5,  5,  di  una  tale  coppia  possono  ogni  volta  collocarsi  nello  spazio  in  guisa  che 
k  eongkuigtnti  i  kxra  punti  corriq)OQdenti  (x,  y^  1}^  (x,,  >,,  tQ  (corrispondenti  ai  me- 
émm  inlori  di  %  t)  toochiao  nel  primo  punto  U  5,  nel  secondo  la   5,.  Seguiremo 
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per  ciò  la  via  stessa  indicata  al  §  12  della  Memoria  (5),  e  supponendo  di  avere  già 
fissata  la  S  nello  spazio  conosceremo  x,  y^  ;(  in  funzione  di  w,  z;  e  cercheremo  se  si  pos- 
sono prendere  per  x,,  y^j  :(,  espressioni  del  tipo 

,    ,dx    ,       dx 


du 


dv 


colle  analoghe  per  y^^  :(j,  dove  /,  m  siano  convenienti  funzioni  di  w,  v.  Mediante  con- 
sideraaoni  simili  a  quelle  svolte  nella  Memoria  (J5)  (§  14),  troviamo 


cioè 
(24) 


2  -  ^'         m-^^ 


Indicando  con  X,  7,  Z  i  coseni  di  direzione  della  normale  alla  5,  dalla  derivazione 
delle  (24)  otteniamo: 


(2J) 


au  du   '        dv    '    |/a» -^  ß» -j- I 

dv  dv    '        dv       |/a'  -f  fJ'  -f-  I 


dove  i  coefficienti  Z,  Af,  P,  Q  hanno  i  valori  s^uenti: 


(«0 


/    ,        X   /ß  cos  6)  —  a  sen  tu  _,  \ 

(X    /p  COSO)  —  ascnw       ,     _e        ,  A 

(cu -a)). 


^        fx,  /ßsenw -4- acosco  a 

ß  =  f[    ,^^Z^.     t^-  *-"  cos 


Con  calcoli  del  tutto  simili  a  quelli  eseguiti  ai  §§  15,  16  della  Memoria  (5),  si 
dimostra  ora  che  la  superficie  luogo  del  punto  (x, y  y^,  :Q  definita  dalle  (24)  ha  pre- 
cisamente le  equazioni  intrinseche  della  nostra  superficie  S, .  Osserviamo  poi  che  dalle 
(a6)  seguono  le  identità: 


x^ 


le  quali  traggono  seco  le  altre 


iLP—h 
\  1*.  f* 


X,  du        fi,  dv         X  dtt        p.  dv' 
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Per  ciò  le  (24)  possono  scriversi  anche 

e  ne  risulta  che  le  nostre  formole  assegnano  appunto  alle  due  superficie  S,  S^  una  tale 
posizione  relativa  nello  spazio  che  le  rende  le  due  falde  focali  della  congruenza  H^  ge- 
nerata dalle  congiungenti  i  loro  punti  corrispondenti. 

Ciò  posto,  se  supponiamo  dapprima  data  la  deformata  S  del  paraboloide  rotondo, 
saranno  determinate  le  funzioni  a>,  a,  ß,  X,  pi  di  w,  z;  e  integrando  le  equazioni  (23), 
lineari  in  e^ ,  determineremo  la  funzione  0  con  due  costanti  arbitrarie.  Le  formole  (24) 
daranno  quindi  00^  trasformate  S,  applicabili  sul  paraboloide  di  Weingarten,  che  in 
effetto  si  riconosce  facilmente  essere  tutte  distinte,  onde  concludiamo: 

a)  Ogni  deformata  S  del  paraboloide  reale  rotondo  appartiene,  come  prima  falda 
della  superficie  focale,  ad  00*  congruente  fV,  le  cui  seconde  falde  S^  sono  applicabili  sul 
paraboloide  immaginario  di  Weingarten. 

Se  invece  supponiamo  data  una  S, ,  le  sue  trasformate  S  formano  solo  una  sem- 
plice infinità,  perchè  se  a>  e  a  si  accrescono  di  una  medesima  costante,  la  S  non  cangia; 
dunque : 

fi)  Ogni  deformata  (reale)  S^  del  paraboloide  di  Weingarten  appartiene,  come  pri- 
ma falda  focale,  ad  00'  congruenza  W,  le  cui  seconde  falde  focali  sono  applicabili  sul 
paraboloide  rotondo. 

§7- 
Le  quadriche  di  rotazione  e  le  quadriche  di  Darboux. 

I  risultati  a  cui  siamo  pervenuti  per  le  deformate  del  paraboloide  rotondo  possono 
estendersi  alle  altre  quadriche  di  rotazione  attorno  all'asse  focale  (quadriche  di  Guichard), 
come  ora  ci  proponiamo  di  dimostrare. 

A  tale  scopo  seguiremo  qui  una  via,  più  breve,  che  utilizza  le  relazioni  stabilite 
dai  teoremi  di  Guichard  fra  le  deformate  delle  quadriche  di  rotazione  e  le  superficie 
di  curvatura  media  (o  di  curvatura  totale)  costante.  Nel  caso  particolare  che  questa  cur- 
vatura media  sia  nulla  otterremo  cosi  nuovamente  i  teoremi  del  §  precedente  pel  para- 
boloide rotondo. 

Porremo  a  base  dei  calcoli  seguenti  i  risultati  stabiliti  nel  Cap.  X  delle  Lexioni 
(voi.  II,  §§  303  e  seg"),  che  converrà  brevemente  ricordare  *).  Partiamo  da  una  su- 
perficie 2  di  curvatura  totale  costante  K  che  riferiamo  alle  sue  linee  di  curvatura  (u,  v)^ 
e  sia 

ds'  =  Edu'^  Gdv' 


*)  Per  maggiori  sviluppi  vedi  la  mia  memoria:  Sulla  deformazione  delle  congruente,  etc.  [Annali  di 
Matematica,  s.  Ili,  t.  VI  (1901),  pp.  117-164J. 
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il  quadrato  del  suo  elemento  lineare.  Al  §  310  delle  Legioni  (voi.  Il,  pag.  244)  vi  ab- 
biamo coordinato  un  sistema  di  equazioni  simultanee  alle  derivate  parziali,  al  quale  pos- 
siamo dare  la  forma  lineare  (omogenea)  seguente: 

d-k       .           .„^^             VE  I    dVÊ 

^-=  (y —  ijKyE.ff  —  y'—.w -;=--^ — .a, 

dy.  _    I    dfÈ  ^      Ö9_^  dw  _\'Ë 

du-^G    dv  •^'     du-^'''^'      du  -  r,  '^^ 

dove  y  indica  una  costante  arbitraria,  diversa  però  da  i,  e  X,  fx,  (p,  tt;  sono  quattro 
funzioni  incognite  di  u,  v.  Questo  sistema  (D)  è  illimitatamente  integrabile  e  possiede 
l'integrale  quadratico 

(jD*)  X*  +  fx*  +  (i  —  y)^t'  +  T«^'  =  ^    (costante). 

Se  (X,  fA,  (p,  tu)  è  una  qualunque  quaderna  di  soluzioni  del  sistema  (D),  sappiamo 
(^Lexjioniy  voi.  H,  §§  305,  306)  che  la  superficie  S  inviluppo  dei  piani  normali  alle 
linee  9  =  cost,  sopra  £  ha  l'elemento  lineare  fisso  : 

^  ^^  (y — iyiC(f^ 

A  causa  della  omogeneità  delle  (D)  possiamo  moltiplicare  la  costante  e  per  un  fat- 
tore positivo  qualsiasi;  l'elemento  lineare  (27)  dipende  quindi  solo  dal  segno  di  e. 
Questo  elemento  lineare  appartiene  alla  quadrica  (immaginaria)  di  equazione 

(.8)  y  +  ,.  =  _^+,(,_,-ö.-^-_l^, 

che  è  una  delle  quadriche  a  centro  considerate  da  Darboux,  tangenti  al  circolo  imma- 
ginario all'infinito:  questa  diremo  una  quadrica  Q  di  Darboux. 
Conviene  poi  ricordare  le  formole 

(29)  ^=  ^  -  (ipr^a^.  + 1-^.  +  Y«'^,) 

colle  analoghe  per  y^  :(,  le  quali  danno  le  coordinate  (x,  y,  :()  del  punto  di  S  corri- 
spondente al  punto  (x,  y,  :()  di  X.  Inoltre,  se  si  indicano  con  X,  F,  Z  i  coseni  di 
direzione  della  normale  a  5  si  ha,  a  meno  di  un  fattore  di  proporzionalità, 

(30)  x  =  (xx.->x„     ?=(.r,-xr„     z^i>.z,-\z,. 

Prendasi  ora  una  quaderna  speciale  (A,  M,  4>,  W^  di  soluzioni  del  sistema  (D), 
per  la  quale  la  costante  e  nella  (D*)  risulti  nuUa,  cioè  sia: 

A*  ^  Af'  +  (i  —  y)K4>'  +  Y  jp  =  o. 


'I , 


■I , 


I .-. 


n 


^      ••^*r»      >: 


/   . 


■     /  ■ 


,  'I.  'r     r       ,    r      //,/.,/  ,M»  „..,,..,,.  ,\,.  »I  H..i,o  »..„prrr,,,.  ,||;,  ^  p,,,^  p^r  b   normale 
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Per  proseguire  nel  modo  più  semplice  la  nostra  discussione,  giova  ora  la  seguente 
rappresentazione  geometrica.  I  valori  iniziali  (\ ,  fx^ ,  9^ ,  «/ J  individuando  le  quaderne 
Çkj  (I,  9,  tu)  e  quindi  la  superficie  5,  se  interpretiamo  \,  (a^,  ç^,  w^  come  coordinate 
omogenee  di  un  punto  P  nello  spazio,  potremo  riguardare  questo  punto  P  come  im- 
magine della  superficie  5. 

La  condizione  (£*)  esprime  evidentemente  che  i  due  punti  (X^,  (i.^,  9^,  t(/^), 
(A^,  Af^,  <P^,  W^^),  del  nostro  spazio  rappresentativo,  sono  coniugati  rispetto  alla  qua- 
drica 
(34)  A"_|_Af +  (i-t)ä'*'  +  y^'  =  o; 

ed  è  da  notarsi  in  particolare  che  ogni  punto  (A^,  Af^,  4>^,  fVJ  situato  su  questa 
quadrica  è  l'immagine  di  una  superficie  S^ .  Così  :  nella  nostra  rappresentazione  i  punti 
{\,  K-oJ  9o>  ^o)  ^^^^  spazio  rappresentano  individualmente  le  00^  superficie  5  appli- 
cabili sulla  quadrica  Q  di  Darboux,  mentre  i  punti  (A^,  Af^,  4>^,  fV^^  situati  sulla 
quadrica  (34)  rappresentano  le  00*  superficie  S^  applicabili  sulla  quadrica  di  rotazione 

di   GUICHARD. 

Tornando  ora  alla  rappresentazione  geometrica  della  condizione  (£*),  vediamo  che, 
se  (A^,  Af^,  4>^,  IV J  è  un  punto  qualunque  della  quadrica  (34),  il  punto  (\,  1x^,9^,  tvj 
può  avere  una  posizione  arbitraria  nel  piano  tangente  in  (A^ ,  Af^ ,  4>^ ,  fV^)  alla  detta 
quadrica;  dunque  si  ha  il  teorema: 

a')  Ogni  deformata  S^  di  una  quadrica  di  rota:^ione  di  Guichard  appartiene,  come 
prima  falda  focale^  ad  00'  congruente  W^  le  cui  seconde  falde  focali  sono  applicabili  sopra 
una  medesima  quadrica  Q  di  Darboux. 

Prendiamo  ora  invece  ad  arbitrio  una  superficie  S  applicabile  sopra  una  quadrica  Q 
di  Darboux  che  sia  rappresentata  da  un  punto  P  esterno  alla  quadrica  (34).  U  piano 
polare  di  P  sega  questa  quadrica  in  una  conica  reale^  di  cui  ciascun  punto  è  immagine 
di  una  superficie  5^  che  insieme  con  5  forma  le  due  falde  focali  di  una  congruenza 
W.  Abbiamo  quindi  l'altro  teorema: 

i^O  Ogni  superficie  ?  applicabile  sulla  quadrica  Q  di  Darboux  appartiene,  come 
prima  falda  focale,  ad  00'  cangruen^e  Wj  le  cui  seconde  falde  focali  sono  applicabili  sulla 
quadrica  di  rotas^yme  di  Guichard. 

Come  si  vede,  questi  due  teoremi  «'),  ß')  sono  per  le  quadriche  a  centro  i  mede- 
simi come  i  teoremi  a),  ß)  già  dimostrati  al  §  6  per  i  paraboloidi. 

Suddistinzione  dei  vari  tipL 

Andiamo  ora  a  suddistinguere  nei  risultati  precedenti  i  varii  casi  che  possono  pre- 
sentarsi a  seconda  del  segno  della  curvatura  UT  e  di  quello  della  costante  e. 

1°  Caso:  K  positiva.  —  Poniamo  per  semplicità  K=^i.  Dovendo  la  nostra  qua- 

Rmi.  Cire,  Mûttm.  PaUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  7  giugno  1906.  v». 
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drìca  rappresentativa  (34)  essere  reale,  le  costanti  Yi  i  —  Y  h^uuio  segno  contrario, 
cioè  OY<0QY>i.  In  ogni  caso  la  quadrica  (34)  è  a  punti  ellittici  ed  ogni 
punto  (1^,  |i.^,  9^,  tt/J  estemo  alla  ""quadrica  rende  positiva  l'espressione  ^0  +  K 
-|-  (i  —  t)^^  -|-  yu;*;  coA  la  costante  e  è  necessariamente  positiva  e  si  può  fare  =  u 
La  quadrica  di  rotazione  su  cui  sono  applicabili  le  superficie  5,  ha  in  ogni  caso  il 
semi-asse  principale  (focale)  =  i  ed  è  un  ellissoide  se  y  <  o,  un  iperboloide  (a  due 
falde)  se  Y  ^  I.  Indicando  con  b  la  lunghezza  del  semi-asse  secondario  abbiamo 

y  =  I IT  P^  Vellissaidej         y  =  i  -f-  -^j-  ^  V iperboloide. 

Sostituendo  questi  valori  di  y  nella  (27)  e  facendovi  inoltre  JT  =  i,  e  =  i,  si  ha 
il  JV  comune  a  tutte  le  attuali  superficie  5  applicabili  sulla  quadrica  Q  di  Darboux 
di  equazione 

(55)  y*-\-t±V:C  =  iy-i<f±h'- 

Consideriamo  ora  per  es.,  per  fissare  le  idee,  il  caso  dell'ellissoide,  e  siano  5^,  S^ 
due  diverse  deformate  dell'ellissoide,  provenienti  daUa  medesima  superficie  2  di  curvatura 
Jr=  4*  !•  Nella  rappresentazione  del  $  precedente  5^,  S^  hanno  per  inmiagini  due 
punti  ddla  quadrica  (54),  e  tutti  i  punti  ddla  retta  polare  della  corda  per  quei  due 
punti  sono  immagini  di  una  superficie  3,  applicabile  sulla  quadrica  Q  di  Darboux  di 
equazione  (55),  che  è  una  trasformata  contigua  tanto  di  5^  quanto  di  S^.  Abbiamo 
dunque  il  s^uente  notevole  teorema: 

y)  Due  deformate  S^,  S^  dell'ellissoide  (iperboloide)  di  Guichard,  provenienti  da  una 
medesima  superficie  1  a  curvatura  K  =  -\-  1  *),  ammettono  00'  trasformate  comuni  3 
applicabili  l'una  sull'altra  e  sulla  quadrica  Q  di  Darboux. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  l'altro  teorema: 

y)  Tre  tali  deformate  5^,  S^,  S'^  dell'ellissoide  (iperboloide)  ammettono  una  trasfor- 
mata comune  S  applicabile  sulla  quadrica  Q  di  Darboux. 

2®  Caso:  K  negativa.  —  Qui  poniamo  UT  =:  —  i.  L'equazione  della  quadrica  (34) 
diventa 
(34*)  A'  +  Ar  +  (Y-i)*'  +  YÏP  =  o 

ed  è  necessariamente  [per  la  realità  della  quadrica  (34*)]  y  <C  i*  Distinguiamo  ora  tre 
casi: 

a)  y  positiva  «  i).  La  quadrica  (34*)  è  ancora  a  punti  ellittici,  la  costante  e  può 
avere  unicamente  il  segno  positivo  e  le  superficie  S  sono  applicabili  sopra  un'unica  qua- 
drica Q  di  Darboux.  Quanto  alle  5^,  sono  le  deformate  del  sinusoide  iperbolico. 

i)  y  negativa.  In  tal  caso  la  (34*)  è  a  punti  iperbolici  e  tutti  i  punti  dello  spazio 


*)  Qò  equivale  a  dire  che  nel  rotolamento  della  quadrica  di  rotazione  sull'una  o  sull'altra  delle 
superfìcie  applicabili  5^  ,  5^  uno  dei  due  fuochi  descrive  la  medesima  superfìcie  a  curvatura  media  co- 
stante. 
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rappresentativo  sono  perciò  esterni  alla  quadrica.  La  costante  e  può  essere  positiva,  ne- 
gativa o  nulla,  e  la  quadrica  Q  di  Darboux  affetta  tre  forme  differenti.  Nell'ultimo  caso 
(e  =  o)  la  5  è  applicabile  sul  catenoide  accorciato,  e  su  questa  superficie  di  rotazione 
sono  pure  applicabili  tutte  le  superficie  5^. 

e)  y  =  o.  Allora  tanto  le  superficie  S^  come  le  S  sono  applicabili  sulla  logaritmica 
di  rotazione  e  le  nostre  congruenze  fV  hanno  le  due  falde  applicabili  su  questa  super- 
ficie. Più  in  generale  si  potrebbe  dimostrare  l'esistenza  di  congruenze  fV  colle  due  falde 
focali  applicabili  sopra  una  medesima  superficie  di  rotazione  complementare  di  una  pseu- 
dosferica. Le  superficie  pseudosferiche  complementari  delle  due  falde  di  una  tale  con- 
gruenza fV  sono  allora  trasformate  di  Bäcklund  l'una  dell'altra. 

§  IO. 
Caso  del  paraboloide  rotondo  e  del  paraboloide  di  Weingarten. 

Vogliamo  ancora  dimostrare  come  il  metodo  tenuto  nei  §§  precedenti  per  le  de- 
formate delle  quadriche  rotonde  a  centro  può  applicarsi  anche  al  caso  del  paraboloide, 
per  ritrovare  così  nuovamente  i  teoremi  a,  ß  del  §  6. 

Per  ciò,  in  luogo  di  una  superficie  di  curvatura  costante,  prendiamo  ora  una  su- 
perficie £  d*area  minima,  che  sia  definita  dalle  formole 

ds'  =  e'\du'-i-dv'l    r^  =  -e'\    r^  =  e'\ 
i  parametri  «,  v  essendo  quelli  delle  linee  di  curvatura. 

Consideriamo  il  seguente  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  (cfr.  Legioni,  voi.  II, 
pag.  335): 

\du     ^  y      I  T      ^^n    ^^      dv      au  ^    au  ' 

\dv      du^     av      ^        ^       ^  ^     au  ^   av  ^     dv  ^ 

dove  m  è  una  costante  e  X,  [x,  ç,  w  sono  quattro  funzioni  incognite  di  1*,  v. 

Questo  sistema  (F)  è  illimitatamente  integrabile  e  possiede  l'integrale  quadratico 
(F*)  X'  -f-  (A*  -f-  «/'  —  2 m<p «/  =  e        (e  costante). 

Ora  se  (X,  (a,  <p,  w)  è  una  quaderna  qualsiasi  di  soluzioni  del  sistema  (F),  la  su- 
perficie S  inviluppo  dei  piani  normali  alle  linee  9  =  cost,  sulla  superficie  minima  2  ha 
l'elemento  lineare  (^LeT^ioni,  voi.  U,  pag.  235): 

-T-a m^w^d(f^  -}■  2mw(w  —  m(f)d(fdiu  +  (e  -f-  m^(f^)diu^ 

m  w^  ' 

che  appartiene  al  paraboloide  di  Weingarten.  Per  l'attuale  superficie  S  le  formole  cor- 
rispondenti alle  (29),  (30)  del  §  7  sono  le  seguenti: 

,   X  =  X  -  —  [XX,  -}-  ,jtX,  +  («/  -  fn<f)X\ 
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Se  oonsiderìamo  poi  una  quaderna  speciale  di  soluzioni  (A,  My  %  W^  per  la  quale 
la  costante  e  nella  (F*)  sia  nulla: 

A'  +  Af  +  ^  —  am*»^  =  o, 

la  corrispondente  superficie  5  è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione,  e  la  sua  com- 
plementare 5^,  definiu  dalle  formok 


07) 

risulta  applicabile  sul  paraboloide  reale  rotondo 

X*  4"^*  =  ^^^ 
di  parametro  m. 

Ora  se  d  proponiamo,  pel  caso  attuale,  la  medesima  questione   come  al  principio 

dd  $  8,  troviamo  che  è  necessario  e  basu  pel  nostro  scopo  che  si  verifichi  la  condi- 


dopo  di  che  le  due  superficie  ?,  5^  saranno  le  due  falde  della  congruenza  ìF  formata 
dalle  congiungenti  i  loro  punti  corrispondenti. 

Dopo  ciò  ricorrendo,  come  al  $  8,  alla  rappresentazione  geometrica  rispetto  alla 
quadrìca 

A*  +  Af -f- »^.— 2^41»^  =  o, 

troviamo  che  valgono  ancora  i  teoremi  «'),  ß')  di  quel  paragrafo,  ove  attualmente  la 
quadrica  rotonda  diventa  il  paraboloide  e  quella  di  Darboux  il  paraboloide  di  Wein- 
garten. Si  ritrovano  cosi  nuovamente  i  risultati  del  §  6,  espressi  dai  teoremi  a)  e  fi). 
Osserviamo  poi  che  considerazioni  del  tutto  simili  a  quelle  svolte  nel  §  precedente 
dimostrano  che  i  teoremi  y)  e  S)  valgono  ancora  nel  caso  attuale. 

S". 

Congruenze  fF  con  £Eüde  focali  applicabili  su  quadriche  di  Darboux. 

Le  deformate  delle  quadriche  (a  centro)  di  Darboux,  provenienti  da  superficie  pseu- 
dòsferiche,  oltre  ad  appartenere  come  prime  falde  focali  a  congruenze  IV  le  cui  seconde 
falde  sono  deformate  di  superficie  di  rotazione  (§  9),  appartengono  ancora  ciascuna 
a  00'  congruenze  fV  con  seconde  falde  applicabili  sulla  quadrica  stessa  di  Darboux. 
Questo  abbiamo  già  dimostrato^  al  §  25  della  Memoria  (5)  pel  caso  in  cui  y  sia  posi- 
tiva <  I  ;  ora  faremo  vedere  che  la  stessa  dimostrazione  si  applica  al  caso  generale. 

Supponendo  la  superficie  £  al  $  7  di  curvatura  K  =  —  i,  potremo  porre: 

|/£  =  cosO,        /G  =  sene,        r  =  — tgO,        r,  =  çote 
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e  le  forinole  (D),  §  7,  diventano: 

3- =  (i  —  y)cosÖ.<p  —  Ysen9,tt;-f-.;--u.,      -1-  =  —  ^r-X, 


(A) 


TT-ì-  =  COS  Ö.  A,      ::r—  =  sen  Ö.  X , 
du  du  ' 

dX       de         ôfiL       .  NA,  A  dö. 

T-  =  3-1^»      T^  =  (ï  —  Yjsenö.o  -j- Ycose.(A  —  ^-X, 

d<p  Û  ^^  A 

^  =  sene.,.,      ^  =  -cos9.,.. 


Indichiamo,  come  al  §  7,  con  5  la  superficie  applicabile  sulla  quadrica  di  Dar- 
Boux,  dedotta  mediante  la  quaderna  (X,  (a,  ç,  tu)  dalla  superficie  pseudosferica  2  colle 
formole  (29),  §  7. 

Ora  consideriamo  una  trasformata  pseudosferica  2^  di  1  per  mezzo  di  una  trasfor- 
mazione B^  di  Bäcklund,  riferendoci  alle  formole  già  riportate  al  §  3  della  Memoria  (5). 
Dalla  quaderna  (X,  (jl,  ç,  tv)  di  soluzioni  del  sistema  (DJ  relativo  alla  superficie  2,  noi 
passiamo  ad  una  quaderna  corrispondente  (X^ ,  (^^ ,  ç^ ,  lu^)  pel  sistema  (Z),)  costruito 
per  la  2,  colle  seguenti  formole  di  sostituzione  lineare: 

/  Xj  =:  Al  -}-  -Sfx  +  (i  —  y)  cos  (7  cos  e.  (p  —  Y  cos  (j  sen  e.  «/, 
,  g^  1   (1,  =  ex -f- ^(^  +  (i  — y)  cos  a  cos  e.  (p -f- Y  cos  d  cos  e.«;, 

j   9j  =  cos  a  cos  e^ .  X  -j-  cosa  sen  ö^ .  (a  -}"  ?j 
\  tt/j  =  cosasenÖj.X  —  cos  a  cos  6^ .  (jl  —  senati. 

Ed  ora,  come  prima  S  da  2,  deduciamo  dalla  2^ ,  per  mezzo  della  quaderna  (X^ ,  (a^  , 
?.>  ^,)j  uoa  nuova  deformata  5,  della  quadrica  di  Darboux  colle  formole  corrispondenti 
alle  (29): 

Come  al  §  25  della  Memoria  (£)  si  vedrà  che  sussistono  le  due  relazioni  : 

I(,.X.  -T«J(J-  J.)  =  o,        I((*.X1'»-  X.Xi")(x  -  X.)  =  o, 

le  quali  esprimono  che  la  congruenza  generata  dalle  congiungenti   i  punti  corrispon- 
denti di  5,  5,  ammette  (5,  5,)  per  falde  della  superficie  focale  ed  è  una  congruenza  fV. 
Di  qui  risulta  la  proprietà  che  volevamo  stabilire  :  Ogni  deformata  di  una  quadrica 
Q  di  Darboux,  proveniente  da  una  superficie  pseudosferica,  appartiene  come  prima  falda 
focale  ad  00*  congrutn^e  W,  le  cui  seconde  falde  sono  applicabili  sulla  quadrica  stessa. 
La  classe  già  considerata  nella  Memoria  (5)  corrisponde  ai  valori: 

C=-i,         Y  =  y,  ^-Y  =  Y 

e  le  superficie  corrispondenti  sono  coniugate  in  deformazione  delle  deformate  improprie 
del  paraboloide  iperbolico  [cfr.  (£),  §  24]. 
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Qui  vogliamo  ancora  osservarne  una  seconda  classe,  corrispondente  ai  valori: 

che  hanno  per  coniugate  in  deformazione  le  superficie  d'elemento  lineare 

(39)  às^  =  {p  —  0L')daL'  —  loL^doid^  +  iq  —  ^ld^\ 

Queste  non  sono  altro  che  le  superficie  applicabili  sul  paraboloide  a  parametri  pu- 
ramente immaginari! 

x'    ,     v'  /  I  I  \ 

delle  cui  trasformazioni  abbiamo  trattato  ai  §§  i,  3.  Paragonando  le  congruenze  fVj 
colle  due  falde  focali  applicabili  su  questo  paraboloide,  con  quelle  le  cui  falde  focali 
sono  le  deformate  della  quadrica  Q  coniugata  in  deformazione,  troviamo  un  risultato 
pienamente  conforme  al  teorema  finale  del  §  25  della  Memoria  (5). 

§  12. 
Congruenze  ^  le  cui  falde  focali  sono  quadriche  projettive. 

Terminerò  coU'addurre  un  esempio  singolarmente  semplice  di  congruenze  fV  le 
cui  due  falde  focali  sono  applicabili  sopra  quadriche,  anzi  sono  effettivamente  superficie 
del  2°  ordine.  Risolviamo  per  ciò  la  seguente  questione  elementare  :  Trasformare  projet- 
tivamente  una  data  quadrica  Q  in  un'altra  Q  per  modo  che  le  congiungenti  i  punti  cor- 
rispondenti tocchino  le  due  quadriche.  La  congruenza  formata  da  queste  congiungenti  avrà 
allora  per  falde  focali  le  due  quadriche  Q,  Q  e  sarà  una  congruenza  W^  perchè  la 
projettività  conserva  i  sistemi  coniugati. 

La  risoluzione  analitica  del  nostro  problema  è  semplicissima.  Riferiamo  la  quadrica 
Q  ad  un  tetraedro  autoconiugato  scrivendone  l'equazione  sotto  la  forma  canonica 

<  +  <  +  ^\  +  ^\  =  o 
e  siano 

(40)  yi  =  Z^.A'^*  ('  =  '»  ^'  5, 4) 

le  formule  della  richiesta  collineazione.  Dovremo  esprimere  :  1°  che  ogni  piano  tangente 
a  Q  in  un  suo  punto  (x .)  passa  pel  punto  corrispondente  (y .)  ;  2°  la  condizione  duale 
che  ogni  punto  (a.)  di  Q  giace  sul  piano  corrispondente  al  piano  tangente  in  (x.).  La 
prima  condizione  porta  che  per  ogni  punto  (x.)  di  Q  si  abbia 

e  quindi: 

^.*  +  ^*.  =  o    per    i#*;        ö„  =  ö„  =  ^33  =  ^^,. 
La  seconda  condizione  esige  poi  ulteriormente  che  il  valor  comune  dei  coefficienti 
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a^^y  a^2,  a    ,  a     sia  zero.  Ne  risulta  che:  la  più  generale  omografia  richiesta  è  quella 
che  ha  un  modulo  di  sostituzione  emisimmetrico. 

Intanto  abbiamo  il  risultato:  Ogni  quadrica  Q  appartiene,  come  prima  falda  focale, 
ad  00^  congruente  W  la  cui  seconda  falda  i  una  quadrica  projettiva  a  Q. 

Si  può  fare  la  semplice  osservazione  (suggeritami  dal  collega  prof.  Niccoletti) 
che  le  00^  projettività  cosi  trovate  si  compongono,  ciascuna,  della  polarità  rispetto  alla 
quadrica  (2  e  di  un  sistema  nullo  arbitrario.  Anzi  la  considerazione  geometrica  diretta 
dimostra  subito  che  le  omografie  cosi  composte,  e  queste  soltanto,  risolvono  il  nostro 
problema. 

In  fine  osserveremo  che,  per  le  note  relazioni  fra  i  sistemi  nulli  (i  complessi  lineari) 
ed  i  movimenti  infinitesimi  dello  spazio,  possiamo  formulare  il  risultato  ottenuto  nel 
modo  seguente; 

Si  consideri  la  quadrica  data  Q  in  relazione  con  un  movimento  infinitesimo  arbi- 
trario ;  le  congruente  rettilinee  cercate  si  ottengono  tirando  in  ogni  punto  M  di  Q  quella 
tangente  che  h  perpendicolare  alla  direzione  secondo  cui  si  sposta  M  nel  detto  movimento 
infinitesimo. 

Se  scrìviamo  l'equazione  della  quadrica  Q  (supposta  a  centro)  riferita  agli  assi 
principali  : 

Ax'  +  5/  +  C:ç'  =  I 

e  prendiamo  l'espressione  più  generale  di  un  movimento  infinitesimo  nella  notazione 
di  Lie: 

Xf=(yy-H'\'à)p  +  {xi-yx  +  b)q+(Px^ay  +  c)r 

con  a,  b,  e,  oc,  ß,  y  costanti  arbitrarie,  troviamo  di  qui  immediatamente  per  le  formole 
della  collineazione  cercata: 

_   I  Y/  — ßt'  +  ^  _   I  x^'  —  ^x'-^-b  _   I  ßx^  —  o,y-\^c 

^~  Aax''[-by''{-cz!'    ^~  5  ax' +  i/ -j- K"    ^~  C  tfx' +  i/ +  c:c'' 


Pisa,  23  aprile  1906. 


Luigi  Bianchi. 
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SULLA  EQUIVALENZA 

DI  DUE  SISTEMI  DI  FORME  DIFFERENZIALI  MULTILINEARI, 

E  SU  QUELLA  DI  DUE  FORME  DIFFERENZIALI 

COMPLETE  DI  2°  ORDINE. 

Nota  di  Ernesto   Pascal  (Milano). 


Adunanza  del  aa  aprile  1906. 


Del  problema  dell'equivalenza  di  due  forme  differenziali  quadratiche  si  occupò 
Christoffel  *),  che  rilevò,  fra  le  altre  cose,  l'importanza  che  ha  per  tal  problema 
quel  simbolo  a  quattro  indici  che  era  stato  già  considerato  da  Riemann  per  il  problema 
della  curvatura  degli  spazii. 

Lo  scopo  di  questa  Nota  è  di  mostrare  come  possa  estendersi  la  considerazione 
di  Christoffel  al  caso  più  generale  dell'equivalenza  di  due  forme  differenziali  bilineari, 
e  al  caso  in  cui  vi  sieno,  oltre  queste,  anche  altre  coppie  di  forme  multilineari. 

Di  tale  problema  è  caso  particolare,  come  si  riconosce  facilmente,  quello  della 
equivalenza  di  due  forme  complete  di  2®  ordine;  e  perciò  nell'ultima  parte  della  Nota, 
tratto  anche  di  questo  problema,  specialmente  nell'intento  di  fare,  per  una  forma  dif- 
ferenziale di  2°  ordine,  una  considerazione  che  ricordi  quella  della  curvatura  costante 
Riemanniana  per  una  forma  differenziale  quadratica. 

Sono  naturalmente  condotto  dalla  mia  ricerca  a  costruire  i  simboli  a  tre  e  a 
quattro  indici  come  quelli  di  Christoffel  e  di  Riemann,  ma  relativi  ad  una  forma 
bilineare,  cioè,  in  sostanza,  per  un  sistema  asimmetrico  di  coefficienti  a  due  indici,  e 
di  introdurre  inoltre  la  derivazione  covariante  rispetto  ad  una  forma  bilineare. 

Tali  generalizzazioni,  specialmente  per  la  loro  facilità,  mi  sembrano  ben  degne  dì 
essere  rilevate  ed  introdotte. 

§  I- 

Sia  data  la  forma  differenziale  bilineare 
(I)  X^±±X,.dx,ìix. 

dove  naturalmente  non  si  suppone  che  X..  sia  eguale  a  X... 


•)   Christoffel,  Ueber  die    Transformation  der   homogenen    Differeniiakusdrûcke   :(weiten    Grades 
[Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LXX  (1869),  pp.  46-70]. 

JUmI.  Gre  MâUm,  PaUrmo,  t.  XXII  (1906).  — Sumpato  TS  giugno  1906.  vs 
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Con  una  trasformazione  di  variabili  questa  forma  diventa  una  forma   Y  coi  coef- 
ficienti : 

Y   -ffx  ^^ 


(2) 


Introduciamo  i  simboli  a  tre  indici  (di  i*  specie) 


(3) 


rrsl  _   I  dX^, 
Ih]-  2    dx,  + 


2    d*. 


2    ^x^ 


(dove  naturalmente  ora  si  intende  che  non  è  permesso  più  lo  scambio  dei  due   indici 
r  ed  .{)  e  si  hanno  allora  facilmente  le  seguenti  identità: 


(4) 


+ 


hs- 


1  dX,,         I   dX,, 

2  dx,     '2    dx,  ' 


m=m-['/]. 


dx, 


rrsl_jrrkl__d_rrs-\_^rhsl 
■Xhj      dxlhj-dxXk}      dxXky 


Esprimendo  inoltre  i  simboli  a  tre  indici  calcolati  nelle  Y  per  quelli  nelle  X,  si 
trova  facilmente  la  relazione  (analoga  ad  una  nota  per  il  caso  ordinario  delle  forme 
quadratiche)  : 

rc^  r^'O     -V[^n    ^^^*4--LvrY    4-Yl^-Ì!^^. 

donde,  risolvendo  rispetto  alle  derivate  seconde,  e  indicando  perciò  con  A^^^  i  comple- 
menti algebrici  degli  elementi  del  determinante  formato  con 

(determinante  che  supporremo  diverso  da  zero)  divisi  per  il  determinante  stesso,  si  ha  : 


(6) 


dyrdy, 


~^ìk\rdy,       ^fìllxdyrdy.' 


se  si  pone,  come  si  usa  ordinariamente, 

Questa  formola  ha  lo  stesso  aspetto  di  quella  ben  conosciuta  di  Christoffel,  ma 
non  si  dimentichi  che  i  simboli  che  qui  figurano  hanno  però  un  significato  alquanto 
più  generale.  Cosi  per  es.  le  due  espressioni  del  secondo  membro,  eguagliate  fra  loro, 
danno  nel  caso  ordinario  un'identità,  e  nel  nostro  caso  daranno  invece  luogo  ad  una 
relazione  che  bisognerà  soddisfare  insieme  alle  altre. 
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Ponendo 


Pu  -  dy, 


le  equazioni  differenziali  per  le  funzioni  x,  p  di  y  y  che  trasformano  X  in  F,  sono,  come 
nel  caso  ordinario: 

Dì  questo  sistema  dobbiamo  ora  cercare  le  condizioni  di  integrabilità.  Queste  sono 
espresse  dalle  seguenti  relazioni 

(o\  ^  _  ^  ali«  _  iit, 

^^  ày,  ~  dy.  '  dy.  -  dy.- 

Le  prime  conducono  alla  relazione  che  si  ottiene  eguagliando  fra  loro  i  due  se- 
condi membri  della  formola  (6),  e  le  altre  conducono  ad  un  simbolo  a  quattro  indici 
analogo  a  quello  di  Riemann. 

Le  prime  conducono  a 

<'°^    ?[ivi-ìvi>.=?i[r/i-ì';i>.. 

le  quali,   nel  caso  considerato  da  Christoffel,  restano  identiche,  e  quindi  non  si  pre- 
sentano. 

Moltiplicando  la  (io)  per 

^bìPbt 

sommando  rispetto  agli  indici  h  t  ly  osservando  che 

Z  I  ^»P..Pn  =  -^(Y,,  +  Y„)  =  a'„  per  (2) 

si  ha: 

(")  (rsy  Oy  =  ZZ  Z07,  ^)xPirPisPbn 

i     i     h 

relazione  che  potrebbe  anche  dedursi  direttamente  dalla  (5). 

Resta  cosi  inttodotto  il  simbolo  nuovo  a  tre  indici  (r  s,  t)  che  è  zero  per  il  caso 
delle  forme  differenziali  quadratiche,  e  che  soddisfa  evidentemente  alla  relazione 

(12)  (r5,  0  =  -  Or,  0- 


e  ponendo 
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Le  altre  relazioni  (9)  conducono  all'introduzione  di  simboli  a  quattro  indici  che 
sono  gli  elementi  di  un  sistema  covariante,  come  i  simboli  di  Riemann,  ma  che  da 
questi  differiscono  per  il  solito  fatto  che  certi  indici  non  sono  più  fra  loro  permutabili 
come  nel  caso  ordinario. 

Potrebbe  dubitarsi  che  mentre  nel  caso  ordinario,  sviluppando  le  seconde  delle  (9), 
certi  termini  si  distruggano  per  la  possibilità  di  scambiare  fra  loro  i  due  primi   indici 

dei  simboli  j  1  ( ,  per  il  caso  nostro  invece  non  possano  farsi  più  le  riduzioni  analoghe; 

ma  eseguendo  il  calcolo  si  riconosce  subito  che  ciò  non  è,  e  che  i  termini  di  2®  grado 
nelle  p  si  distruggono  egualmente,  restando  nello  sviluppo  solo  i  termini  lineari  e  cu- 
bici nelle  p.  Di  qui,  con  un  procedimento  come  quello  tenuto  di  sopra  per  trasformare 
la  (io),  si  ottengono,  come  nel  caso  ordinario,  le  formole  *) 

(13)  drs,  tu)y  =  XI.  Z  Z07,  ^^\PirPi.PuPu 

i       f        h        k 

essendo  (rSy  <tt)y  una  delle  due  espressioni: 

<->    ai[v]-è[?]+i(rrì[v]-r/i[r]) 

ovvero 

Per  distinguerle  indicheremo  la  prima  con  (r5,  ^u)  e  la  seconda  con  [r5,  tu]; 
ma  è  facile  vedere  che  la  totalità  delle  seconde  è  la  medesima  della  totalità  delle  prime, 
e  propriamente  che 

(16)  [rs,  tu]=.Qu,  rsy 

Basta  perciò  considerare  solo  le  (14),  trascurando  le  (15). 

I  simboli  (r5,  tu')  soddisfanno,  come  quelli  di  Riemann,  alla  proprietà  di  mutar 
segno  collo  scambio  fra  loro  dei  due  primi  o  dei  due  secondi  indici,  ma  non  soddi- 
sfanno più  alla  proprietà  di  restare  inalterati  scambiando  la  prima  coppia  di  indici  colla 
seconda;  il  numero  di  essi  è  pertanto  doppio  di  quello  dei  simboli  di  Riemann. 

Per  la  integrabilità  del  sistema  differenziale  (8)  sono  dunque  necessarie  e  suffi- 
cienti le  relazioni  (11)  e  (13);  queste  devono  cioè  rappresentare,  come  le  (2),  inte- 
grali delle  (8). 

S  2- 

Quali  sono  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perche  un  sistema  di  relazioni 
del  tipo 

(17)  "^r.^.r^  =  ^iû...imPur,...pin,rm, 


•)  Per  i  calcoli  relativi,  che  è  inutile  ripetere  qui,  rimandiamo  a  quanto  è  contenuto  in  Bianchi, 
Geometria  differ cn:^iak,  2*  ediz.,  Pisa,  t.  I  (1902),  pp.  71-73. 
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in  cui  le  ìj  e  le  Ç  sieno  funzioni  rispettivamente  delle  j  e  delle  x,  non  simmetriche 
nei  loro  indici,  rappresenti  un  sistema  di  integrali  delle  (8)  ? 

Queste  condizioni  sono  evidentemente  espresse  da  ciò  che,  fatte  le  derivate  del 
primo  e  secondo  membro  di  (17),  eliminate  le  derivate  delle  x  e  delle  p  mediante  le 
(8),  si  abbiano  o  delle  relazioni  identiche,  o  delle  conseguenze  di  (17),  ovvero  in  ogni 
modo  dei  nuovi  integrali  (8);  sui  quali  si  può  poi  procedere  nella  stessa  maniera  finché 
si  debba  infine  giungere  (non  potendo  aversi  indefinitivamente  integrali  diversi),  a  rela- 
zioni o  identiche  o  conseguenze  delle  precedenti,  mentre  inoltre  tutte  queste  precedenti 
sieno  fra  loro  compatibili.  Se  cosi  continuando  non  si  giunge  a  uno  di  questi  due  casi, 
le  (17)  non  rappresentano  integrali. 

Ora  si  sa  *)  che,  eseguendo  per  (17)  le  indicate  operazioni,  si  hanno  le  formole  cor- 
rispondenti alla  trasformazione  delle  cosiddette  derivate  covarianti  delle  v)  e  ^;  la  sola 
diversità  che  si  presenta  nel  caso  nostro  è  questa:  che  tali  derivate  covarianti  sono 
fatte,  anziché  rispetto  alla  forma  quadratica,  rispetto  alla  forma  bilineare,  cioè  rispetto 
ad  un  sistema  asimmetrico  di  coefficienti  a  due  indici. 

Nel  nostro  caso  abbiamo  pertanto  due  specie  di  derivate  covarianti,  secondoché  per 
le  derivate  delle  p  adoperiamo  sempre  la  prima  o  sempre  la  seconda  delle  due  espres- 
sioni del  secondo  membro  della  formola  (6). 

È  evidente  che  k  derivate  covarianti  di  ciascuna  specie  formano  da  sole  un  sistema 
covariante,  cioè  un  sistema  soddisfacente  a  relazioni  come  le  (17). 

Inoltre  dalle  relazioni  cui  soddisfanno  le  derivate  covarianti  di  una  specie  si  passa 
a  quelle  cui  soddisfanno  le  derivate  covarianti  dell'altra  specie,  tenendo  conto  delle  (11); 
da  ciò  si  deduce  che,  se  sono  soddisfatte  le  (11),  basterà  considerare  le  derivate  cova- 
rianti di  una  sola  delle  due  specie. 

Un'altra  osservazione  è  importante.  É  ben  noto,  e  si  verifica  fadlmente,  che  nel 
caso  ordinario,  la  derivata  covariante  di  uno  dei  coefficienti  della  forma  differenziale 
quadratica  é  identicamente  zero;  di  qui  risulta  poi  che  derivando  una  relazione  (2)  si 
ha  una  identità,  e  quindi,  come  si  sa,  basta  che  le  (2)  sieno  soddisfatte  per  i  valori 
iniziali  delle  variabili  di  una  trasformazione  che  soddisfi  le  (8),  perchè  sieno  sempre 
soddisfatte. 

Ma  per  il  caso  nostro  ciò  non  si  verifica  più  :  le  relazioni  che  si  hanno  da  (2)  colla 
derivazione  covariante  non  sono  più.  identità. 

S3- 

Le  considerazioni  fatte  nei  paragrafi  precedenti  ci  bastano  per  risolvere  il  problema 
generale  che  ci  siamo  proposti  sul  principio  :  trovare  le  condis^ioni  neussarie  e  sufficienti  per 


*)  V.  per  es.  la  Memoria  di  Christoffel,  ovvero  il  primo  paragrafo  della  mia  recente  Nota: 
Sta  reciproco  del  teorema  fondamentale  relativo  atte  derivazioni  covarianti  [Rend.  1st.  Lomb.,  s.  II, 
voi  XXXIX  <190Q,  pp.  414-418]. 
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Vtquivalenxa  simultanea  di  due  sistemi  di  forme  differenziali  multilineari,  fra  ad  ve  m 
sia  una  bilineare. 

Indichiamo  con  D  l'operazione  della  derivazione  covariante  di  una  data  specie,  in 
rapporto  alla  forma  bilineare,  e  con  DF  la  forma  differenziale  multilineare  i  cui  coef- 
ficienti sieno  le  derivate  covarianti  dei  coefiknenti  di  un'altra  forma  difierenziale  muhi- 
lineare  F;  se  F'  è  la  forma  nelle  y  equivalente  alla  F  (che  è  nelle  x),  le  relazioni 

DF  =  DFy      iyF  =  iyp,    ... 

rappresentano  l'assieme  di  tutte  le  relazioni  che  esprimono  la  covarianza  del  sistema 
delle  derivate  covarianti  prime,  seconde,  etc.  dei  coefficienti  di  F. 

Indicando  con  G^  e  G^  le  due  forme  trilineari  e  quadrìlineari  di  cui  i  coeffidenä 
sieno  quelli  che  compaiono  nelle  formole  (ii),  (15)9  per  la  equivalenza  delle  forme 
bilineari  X  t  Y  è  necessario  che  sussistano  le  relazioni  fra  Xy  y^  py  dedotte  dalle 

(    X=Y,  DX  =  DY,  D'X  =  iyY,       ... 

(18)  1g,  =  g;,     dg,  =  jdg;,     iyG^  =  irG\,    ... 

(g^  =  g\,     dg^  =  dg\,     iyG,  =  iyG\,    ... 

Se  queste  successioni  si  intendono  prolungate  finche  si  incontrano  relazioni  le 
quali  sieno  o  identiche  o  conseguenze  delle  precedenti,  mentre  tutte  queste  precedenti 
rappresentino  relazioni  fra  loro  compatibili,  allora,  per  quanto  abbiamo  detto  nel  §  pre- 
cedente, le  equazioni  differenziali  (8)  sono  int^abüi,  e  le  relazioni  risultanti  da 

X=  Y 

ne  sono  degli  integrali,  doè  le  due  forme  date  sono  equivalenti. 

Se  poi  oltre  le  due  forme  bilineari,  sono  date  tante  coppie  di  altre  forme  multi- 
lineari  Ç,  v);  Ì^'\  v)**';  . . .  allora  alle  relazioni  (18)  bisognerà  ancora  aggiungere  le  altre 


('5)  l  $<«>  =  >)<'>,        Di'''  =  Dn^^        D'I^'^  =  D'yi<^ 

e  sul  sistema  delle  (18),  (19)  ripetere  quanto  si  è  detto  di  sopra. 

Possiamo  dunque  conchiudere:  Per  la  equivalen:^a  dei  due  sistemi  di  forme  diffe- 
renziali multilineari 

Xy         ^,         Ç       ,      .   .   . 

Yy      1Q,      1Q  '  ,    .  •  . 

i  necessario  e  sufficiente  che,  proseguendo  le  successioni  (18),  (19),  si  giunga  a  delle  re- 
lazioni che  sieno  0  identiche  0  conseguente  del  complesso  di  tutte  le  precedenti,  e  che  inol- 
tre tutte  queste  precedenti  rappresentino  un  assieme  di  relazioni  in  jc,  /),  y^  fra  loro  com- 
patibili, e  riducibili  perciò  ad  un  numero  v[^n  («  -j-  i)]  di  relazioni  indipendenti. 

Ciò  verificandosi,  se  mediante  queste  v  relazioni  eliminiamo  dal  sistema  (8)  altret- 
tante variabili  scelte  fra  le  x  e  /),  otteniamo  un  sistema  di  n(n  -j-  i)  _  v  equazioni 
ai   diflferenziali   totali,   completamenU  integrabile,   e  dò   perchè  restano    soddi^atte  le 
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G  =  G'  y    G  ==  G^   che   sono  le  condizioni   sufEcienti  per  la  integrabilità  del  siste- 
ma (8)  *).  Resteranno  cosi  arbitrarie  solo  n(n  -}-  i)  —  ^  costanti. 

Per  il  caso  di  una  sola  forma  differenziale  quadratica,  le  equazioni  della  seconda 
linea  in  (i8)  sono  identiche,  le  equazioni  DX  =  DY^  etc.  sono  anche  identiche,  e 
resta  quindi  il  risultato  di  Christoffel. 

§4. 

Del  problema  precedente  è  caso  particolare  quello  della  equivalenza  di  due  forme 
differenziali  complete  di  2°  ordine. 
La  forma  differenziale 

soddisfa  all'identità 

in  cui  X^'\  X^'**^  sono  due  covarianti  della  forma  stessa  e  propriamente 

essendo 

^'^^- dxj+ dx,      ^^'r 

È  evidente,  tenuto  conto  della  natura  covariantiva  delle  (2),  che  per  la  equivalenza 
di  due  forme  X^^\  Y^^\  una  scritta  nelle  x  e  l'altra  nelle  y,  h  necessario  ed  è  sufficiente 
che  sieno  equivalenti  le  due  altre  forme  differenziali  quadratiche  X^**^^  e  Y^'*'\  e  che 
inoltre  si  possano  determinare  le  costanti  della  trasformazione  che  muta  X^'''^  in  1^''*^ 
in  modo  che  X^'^  diventi  Y^'^;  in  tal  modo  il  problema  dell'equivalenza  di  due  forme 
differenziali  complete  di  2°  ordine  è  ridotto  a  quella  dell'equivalenza  simultanea  di  due 
forme  differenziali  quadratiche  e  di  due  forme  di  i®  ordine  e  grado. 

Abbiamo  perciò  : 

Per  la  equivalen:^a  delle  due  forme  differen:^ali  complete  di  2°  ordine  X^^^  e  T"^^  è 
necessario  e  sufficiente  che  costruendo  le  successioni  **): 

X(v)=  y<M)          ^4=  G',  DG^  =  DG'  D'G^  =  D'G',  ... 

'  ~4'  4  4  4  4' 

X"»=y<",        DX'"  =  DF<'),        £PX'"  =  D'r",  ... 


•)  Vedi  per  es.  la  mia  Nota  :  Sopra  i  sistemi  parzialmente  integràbili  di  equa'^ioni  ai  differenziali  to- 
tali di  1°  ordine  [Rend.  Ist  Lomb.,  s.  II,  vol.  XXXV  (1902),  pp.  244-252]. 

•^  Naturalmente  G^  è  ora  la  forma  quadrilineare  i  cui  coefficienti  sono  i  simboli  di  Riemann 
relativi  alla  forma  differenziale  quadratica  X^^»^K 
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esistano  dut  numeri  interi  py  q  tali  che  le  relas;ioni 

iyG^  =  iyG\ 

sitno  0  identiche  o  cons^uen^e  delle  precedenti,  mentre  tutte  le  precedenti  sieno  fra  loro 
compatìbili,  e  riducibili  a  v  relas;ioni  indipendenti. 

n  numero  delle  costanti  arbitrarie  della  trasformas;ione  che  muta  X^'^  in  Y^^^  h  al- 
lora n(n  +  i)  —  V. 

Consideriamo  ora  il  caso  particolare  in  cui  sia9  =  ie^  =  o;  propriamente 
supporremo  che  sia  per  la  forma  X^'^  che  per  la  Y^^^  si  abbiano  identicamente  le  re- 
lazioni: 

in  cui  e'  sia  una  costante;  supporremo   inoltre  che  X^'^  e  F^*^  sieno  due  differenziali 

e  quindi  che  sia  -=r—^  =  ir— ^  -v-*  =  -^  f,   e  che   indicando   con    DX*'*  e 
^  dx^       dx.'  dy.        dyj' 

DY^^^  le  forme   differenziaU    quadratiche  i  cui  coefficienti  sieno  le  derivate  covarianti 

di  quelli  di  X*'*  e  1^*^  rispettivamente,  si  abbia 

(  DX<'»  =  <;"X^'''> 

(^^)  }    J)Y^i)  ^^  çn  jr(i,i) 

essendo  e"  una  costante.  È  bene  osservare  a  questo  proposito  che  le  relazioni  (21) 
sono  possibili  solo  quando  X^*^  e  F'^  sono  difFerenziali  esatti,  perchè  in  altro  caso  le 
derivate  covarianti  dei  coefficienti  di  X^*^  e  F^*^  non  sono  simmetriche  rispetto  ai  loro 
due  indici,  essendo  tali  derivate  eguali  a 

I  in  cui  )  ,M  è  il  simbolo  di  2*  specie  di  Christoffel  relativo  alla  forma  differenziale 
quadratica  X^*'*^,  ed  è  quindi  simmetrico  in  i,  /j. 

Quando  sono  soddisfatte  le  (20),  (21),  le  due  forme  di  2®  ordine  sono  equivalenti, 
in  forza  del  teorema  precedente  ;  indicando  allora,  per  un'analogia  facile  a  vedersi,  colla 
denominazione  di  /*  e  2*  curvatura  costante  i  valori  delle  costanti  c\  c'\  possiamo  dire, 
come  una  estensione  di  un  risultato  ben  noto,  che  le  dm  forme  di  2°  ordine  sono  equi- 
valenti se  i  loro  covarianti  X^*^  e  Y^^^  sono  differenziali  esatti,  ed  esse  hanno  inoltre  le 
loro  prime  e  seconde  curvature  rispettivamente  eguali  e  costanti. 

È  bene  osservare  che  dal  modo  stesso  con  cui  abbiamo  posto  e  risoluto  il  pro- 
blema, come  deve  presupporsi  (analogamente  a  quanto  si  fa  anche  nella  ricerca  di  Chri- 
stoffel)  che  i  discriminanti  delle  due  forme  differenziali  quadratiche  X^*'*^  e  I^*'**  non 
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sieno  mai  zero,  cosi  deve  naturalmente  anche  presupporsi  che  i  due  covarianti  X^^\  7^*^ 
non  sieno  zero,  ovvero  che  lo  sieno  contemporaneamente  ambedue.  In  tale  ultimo 
caso  la  forma  di  2°  ordine  diventa  una  ordinaria  forma  differenziale  quadratica,  e  la 
seconda  curvatura  diventa  zero,  come  si  riconosce  dalle  (21). 

Le  forme  differenziali  quadratiche  a  curvatura  costante  sono  cosi  da  considerarsi 
come  delle  forme  differenziali  complete  di  2°  ordine  di  cui  la  prima  curvatura  sia  co- 
stante e  la  seconda  sia  zero.  U  teorema  della  equivalenza  di  due  di  esse  colla  stessa 
curvatura  risulta  cosi  come  caso  particolare  del  teorema  precedente. 

AGlano,  aprìlc  1906. 

E.  Pascal. 


AGGIUNTA. 


Nella  precedente  Nota  è  detto,  alla  fine  del  §  i,  che  il  numero  dei  simboli  di 
RiEMANN  per  le  forme  differenziali  bilineari  è  doppio  di  quello  dei  simboli  di  Riemann 
ordinari  (per  le  forme  differenziali  quadratiche)  ;  e  dovea  invece  dire  solamente  «  è 
maggiore  ».  Mi  affretto  pertanto  a  rettificare  questa  asserzione,  aggiungendo  il  calcolo 
preciso  del  numero  di  quei  simboli  nel  caso  da  me  considerato. 

Si  osserva  che  la  somma 

(ri,  ^tt)  +  (r^,  /^i)  +  (ru,  ^0, 
che  è  zero  per  il  caso  ordinario,  non  lo  è  più  nel  caso  nostro;  non  esiste  quindi  più 
relazione  identica  fra  i  vari  simboli  formati  cogli  stessi  quattro  indici  r,  i,  ^,  u  fra  loro 
diversi. 

Allora  il  numero   dei   simboli   distinti   del   tipo  (rSj  rs)  è  -^ -;   quello  dei 

simboli  del  tipo  (ri,  rt)  è   n(n  —  i)(w  —  2),  e  infine  quello   dei  simboli  a  quattro 

.   j.  .         .  j.        .    .     n(n  —  i)(w  —  2)(n  —  3)  ,     .  .   ,      w'(n  —  lY 

mdici  tutti  diversi,  è  — ^^ — — ^^^:  onde  in  tutto  si  ha  — ^^ ^. 

4  4 

Per  n  =  2  si  ha  i  ;  per  w  =  3  si  ha  9;  per  «  =  4  si  ha  36,  etc.  sempre  maggiore 
(salvo  naturalmente  per  «  =  2)  del  numero   dei   corrispondenti   simboli    Riemanniani 

ordinari,    che  è,  come  è  noto,   — ^ ^. 

'  '  12 

È  bene  poi  anche  notare  che  al  principio   del  §  4  laddove  dice   natura  covarian- 

Uva  delle  (2),  deve  leggersi:  natura  covariantiva  delle  K^^\  X^*'*'. 

Milano,  22  giugno   1906. 

E.  Pascal. 


Rmti,  Ckt,  MûUm.  Féltrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Stampato  il  25  giugno  1906.  v*t 
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SOPRA  CERTI  INVILUPPI  DI  SFERE. 
Nota  di  Umberto  Sbrana  (Bra). 


Adunanza  del  %i  aprile  1906. 


I.  Consideriamo  l'inviluppo  di  un  sistema  oo'  di  sfere,  aventi  i  centri  distribuiti 
sulla  superficie  S,  costituito  dalle  due  falde  S, ,  S, .  Sieno  P, ,  P^  i  punti  nei  quali 
S, ,  Sj  sono  rispettivamente  toccate  da  una  stessa  sfera;  diremo  P^,  P^  punti  corrispon- 
denti sulle  due  falde. 

Sieno  r, ,  fj  i  raggi  principali  di  curvatura  di  S,  in  P^ ,  r\ ,  r[  quelli  di  5,  in 
Pj.  Ci  proponiamo  di  ricercare  quegli  inviluppi,  pei  quali  avviene  che,  per  tutte  le 
coppie  di  punti  corrispondenti,  si  ha: 

(0  ^ -}-'',  =  <  +  '•;, 

comunque  deformando  la  superficie  S. 

Per  fare  questa  ricerca,  cominciamo  dal  richiamare  alcune  considerazioni  generali. 
Se  uniamo  i  centri  delle  sfere  coi  rispettivi  punti  di  contatto  con  S, ,  si  ottengono 
00*  rette,  le  quali  costituiscono  una  congruenza  normale.  Prendiamo  sopra  S  per  linee 
coordinate  u  quelle  normali  ai  raggi  della  detta  congruenza,  per  linee  v  le  loro  traiet- 
torie ortogonali.  Sieno  corrispondentemente  : 

ds'  =  Edu'  +  Gdv\        Ddu'  -f  iD'dudv  -f  D" dv' 

le  due  forme  differenziali,  fondamentali  di  S. 

Indichiamo  con  <y(w,  v)  l'angolo  formato  dal  raggio  della  congruenza,  uscente  dal 
punto  (w,  v)  di  S,  con  la  linea  v  passante  per  il  punto  stesso;  con  r(w,  v)  il  raggio 
della  sfera  di  centro  (w,  v).  L'angolo  cr  deve  soddisfare  alla  relazione  *)  : 

a(f/gcos.)^^ 

^  '  ov 

Ciò  posto,  la  somma  r^  -{"  ^2  ^^^  ^^gg^  principali  di  curvatura  di  S^  nel  punto 
Pj ,  in  cui  S,  è  incontrata  dal  raggio  della  congruenza,  uscente   dal  punto  P  ^  (w,  v) 


*)  Per  questa  e  per  le  altre  formule    relative    agli    inviluppi    di  sfere,  che  vengono  richiamate, 
vedere  :  Bianchi,  Le:çioni  di  Geometria  differ en-^idU,  vol.  II,  pag.  93  e  seg. 
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di  S,  è  data  da  : 


ove  è: 


jj cos  g  dyG  j^   .    /cos  g  dyE    ,   seng  dg\  -^, seng  dg  ^, 


^E     Ott    dtt    '     |/G     dv    dv  * 

N=  ^D  + sen*  g-^D"  +  yG-;: sengcosg-4^5 

|/£       '  |/G  Ott  dtt  ' 

avendo  indicato  con  K  la  curvatura  totale  di  S  in  P;  e  per  la  somma  analoga  r\  +  r\ 
relativa  ad  S^,  nel  punto  P^  corrispondente  a  P^,  si  ha: 

avendo  Af, ,  N^  due  espressioni,  che  si  deducono  da  quelle  di  M  ed  N  rispettivamente, 
cangiandovi  g  in  —  g. 

La  condizione  (i)  si  riduce  dunque  alla  seguente: 

Es^uendo  i  calcoli  si  trova  che,  con  semplici   riduzioni,  quest'ultima   assume  la 
forma: 

(3)  «i)  +  ßZ)"+YZ>'  =  o, 

ove  a,  ß,  y  non  contengono  i),  D\  D'\ 

Dovendo  la  (3)  essere  soddisfatta,  comunque  deformando  S,  si  dovrà  avere  : 

a=o,         fi  =  o,        Y  =  o. 

Queste  tre  condizioni,  escluso  il  caso  ovvio  di  g  =  o,  nel  quale  le  due  falde 
Sj,  Sj  coincidono  con  una  delle  evolventi  di  S,  si  riducono  a  queste: 

r^rr  d  log  l^f  d  g  SeU  g  COS*  g /df^G\' 

GÄ^seng ;^ — ^r— cosg =; ^1-^^ — I   =0, 

dv      dv  E         \  du  J  ' 

/N  a     rMr       SeU  g  COS  g  ^/=.  dl/fd  g        ì d  <^V 

(4)  sen'gfÄ^ y, M?  "^3 I  3- I   =o> 

^^  G  dx;   ÖV        \du/  ' 

/^7.d<y  dt/G\/cosgd|/£   .     ^      dA       ^ 

I  f  G^^  —  sen  g  cos  g-3 —  1 1  — ;=-  -^^ —  -f  ^^^  <^  ^-  I  =  ö, 
V       du  ou/\^E    dv     *  dv/         ' 

alle  quali  bisogna  aggregare  la  (2),  che  può  scriversi  cosi: 

,  .^  cosgdJ^£  dg 

(2)*  — =-  -^^ sen  g  ^-  =  o. 

^  -^  *  |/£    dv  dv 

Nelle  (4)  non  comparisce  il  raggio  T  delle  sfere,  e  dò  era  da  prevedersi,  poiché 
se  Sj ,  Sjj  sono  le  due  falde  di  un  inviluppo,  avente  S  per  superficie  luogo  dei  centri, 
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con  ^(v)  funzione  della  sola  v.  Cangiando  il  parametro  v,  potremo  fare: 

(8)  |/G  =  tang  (t. 
Poiché  si  ha: 

|/G    du'  ' 

cosi,  tenendo  conto  della  (8),  la  seconda  delle  (7)  si  riduce  a  questa: 

<j"  I  +  sen*  ff    , 

ff'  sen  ff  cos  ff     ' 

dalla  quale  int^ando,  e  passando  dai  logaritmi  ai  numeri,  si  trae  l'altra  : 

(9)  e  ff '  sen  ff  =  cos*  ff, 
con  e  costante  arbitraria. 

La  S  deve  dunque  essere  applicabile  sulla  superficie  di  ruotazione,  il  cui  elemento 

lineare  è  dato  da  : 

^5*  =  rfu* -f- tang*  ff  rfv% 

che,  tenendo  conto  della  (9),  può  anche  scriversi: 

(io)  ds'  = T—  dff*  +  tang*  adv'; 

^      ^  COS^ff  ' 

dove  è  opportuno  ricordare,  che  ff  rappresenta  Tangolo  di  inclinazione  dei  raggi  della 
congruenza,  sulle  linee  v,  deformate  dei  meridiani.  L'elemento  lineare  (io)  si  identifica 
con  quello  ordinario  della  superficie  di  ruotazione  attorno  all'asse  7^  avente  per  curva 
meridiana  quella  di  equazione  ;(=  'Kr),  che  è  dato  da: 

ds'  =  [i  +  ^'\ry]  dr'  +  r'dv\, 
ponendo  : 

V.  =  -^,  r  =  *tangff, 

r     I    \nr\-\lary       c*sen*ff 

con  k  costante  arbitraria.  Facendo  in  queste  relazioni  Ä5  =  e,  dall'ultima  di  esse  si 
deduce,  tenendo  conto  della  precedente,  che: 

Vediamo  dunque  che  l'elemento  lineare  di  S  è  dato  anche  da: 

È  facile  vedere  che  questo  appartiene  alle  evolute  delle  superficie  a  curvatura  co- 
stante, positiva,  eguale  ad  — ,-. 

4.  Se  nella  (7)*  prendiamo  il  segno  meno,  si  trova,  integrando,  e  cambiando  il 
parametro  v,  che: 

y  G  =  cot  ff. 


irò  OMlIftTO    SBftAIIA. 


Ora,  tenendo  conto  di  qoest'iikmia,  e  deUa  seconda  delle  (7X  ooflo  stesso  proo- 
dimento  usato  per  il  caso  precedente,  troviamo  che: 

9'  ^  caen'tf, 

con  e  costante  arbitraria.  In  questo  caso  Pdemento  Kneare  di  5  è  dato  da: 

li«* 

rf5*ì=- 7-  +cot*arftr*, 

e*  sen*« 

ossia  è  quello  del  parabdoide  di  mocaaione  attorno  all'asse  ^  la  cui  curva   meridiana 

ha  l'equazione:  x,=^  " — •  P^  l'angolo  di  inclinazione  9  dd  ra^  della  congnnua, 

sulle  Imee  v,  si  ha  la  formola: 

I 

r  =  —  cot  «. 

e 

n  risultato  ottenuto  era  prevedibile  a  causa  del  noto  teorema  di  Guichard,  rda- 
rivo  agli  inviluppi  con  le  due  falde  ad  area  minima,  i  quali  soddisfano  evidentemente 
alla  condizione  fondamentale  (i). 

5.  Supponiamo  ora  che  si  verifichi  la  (é),  la  quale  può  anche  scriversi  cosi  : 

dìog^G  glogtang« 

di«  du        ' 

Da  quest'ultima,  int^rando,  e  cambiando  opportunamente,  ove  occorra,  ti  para- 
metro V,  si  deduce  che  si  può  fare: 

1^  =  tang  «. 

Tenendo  conto  di  questa,  si  vede  che  le  prime  due  delle  (4)  sono  identiche,  ri- 
ducendosi all'unica: 

/    N  ET      ,  dìogV^dc      .         senff/3ff\' 

(11)  Kstn^a ^-^— ^r-cos^ff c^l^r-|   =  O- 

^    ^  dv     dv  E    \du/ 

Vi  è  poi  da  tener  conto  della  (2),  la  quale  ci  dice  che  è: 

|/]?cosff  =  4>(tt), 

essendo  *(«)  una  funzione  della  sola  u.  Sc^liendo  opportunamente  il  parametro  u^ 
potremo  fare  dunque  : 

cosa 
Troviamo  cosi  che  l'elemento  lineare  di  5  è  dato  da: 

(12)  ds^  :=:  — 3 — [-  tang'<Tdv\ 
^    ^  cos  <y   '        ^ 

Avremo  quindi: 

Äf  —  —  cos'ir  d/     I     d<t\    ,   ^/_i_^\1 

sen<r  [^du  \cos«  du/'    dv  \cos<i  dv/J 

e  la  condizione  (11)  si  ridurrà  con  semplice  calcolo  all'equazione  alle  derivate  parziali 
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dd  secondo  ordine  per  a  : 

(I  iT  ^(tang  ^1^)  +  ^  (tang  ^|^)  =  o. 

È  chiaro  che  ad  ogni  integrale  della  (ii)*  corrisponde  una  congruenza  normale 
della  specie  voluta,  i  cui  raggi  partono  dai  punti  di  una  superficie  S,  di  elemento  li- 
neare (12),  con  una  inclinazione,  sulle  linee  v^  eguale  a  <t.  Se  si  pone  T  =  log , 

e  si  prende  nella  (11)*  t  per  nuova  funzione  incognita,  si  trova  per  essa  l'equazione 
di  Laplace: 

Âd  ogni  integrale  di  questa  corrisponde  dunque  una  congruenza  normale  della 
specie  voluta. 

Se  vogliamo  che  S  sia  applicabile  su  una  superficie  di  ruotazione,  e  che  le  linee 
V  sieno  le  deformate  dei  meridiani,  dovremo  supporre  <y  funzione  della  sola  w,  e  al- 
lora la  (11)*  diverrà: 

^"  sen  (T  cos  ff  -f-  ^'*  =  ^y 

dalla  quale  si  trae,  integrando: 

ca*  z=  cot<j, 

con  e  costante  arbitraria.  L'elemento  lineare  di  S,  sarà  dato  dalla  (12),  la  quale,  a 
causa  della  precedente,  può  scriversi  cosi: 

,  ,       c*sen*ff  ,  j    ,  a     .  2 

05*  = T— dff'  +  tang*ff  dv^; 

COS^ff  '  ^ 

e  questa  coincide  con  la  (10).  Troviamo  dunque  di  nuovo  la  soluzione  del  n^j.  Pos- 
siamo quindi  asserire,  che,  se  alla  condizione  fondamentale  imposta  si  aggiunge  quella, 
che  S  sia  applicabile  su  una  superficie  di  ruotazione,  e  che  le  linee  v  sieno  le  deformate 
dei  meridiani,  si  ottengono  come  soluzioni  unicamente  le  congruenze  dei  n'  3  e  4 
per  le  quali  S  è:  o  l'evoluta  di  una  superficie  a  curvatura  costante  positiva,  o  una 
superficie  applicabile  sul  paraboloide  di  ruotazione. 

•  Bra,  aprile  1906. 

Umberto   Sbrana. 
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SU  UN  TEOREMA  DI  KRONECKER  DELLA  TEORIA  DEI  DETERMINANTI 
Nota  di  Onorato  Nioooletti  (Pisa). 


AdoatBM  del  13  maggio  1906. 


Nelle  Memorie:  «  Bemerkungen  ^ur  Determinantentheorie»  e  «Über  einige  Anwenr 
düngen  der  Modulsysteme  auf  elementare  algebraische  Fragen»  *),  il  Krokecker  ha  dato 
due  dimostrazioni  distinte  del  teorema  (che  si  suole  dire  di  Kronecker): 

a  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  matrice  di  m  righe  ed  n  colonne 
«  abbia  la  caratteristica  r,  è  che  sian  nulli  tutti  i  minori  di  ordine  r-\-i  ottenuti  orlando 
«  un  determinato  minore  di  ordine  r,  diverso  da  zero,  della  matrice  ». 

La  seconda  delle  dimostrazioni  ricordate  è  dedotta  dalla  teoria  dei  sbtemi  di  mo- 
duli di  funzioni  razionali  intere  in  {hù  variabili,  e,  secondo  Kronecker,  di  il  vero  signi- 
ficato del  teorema  in  questione  **). 

Comunico,  nelle  pagine  seguenti,  un'altra  dimostrazione  dello  stesso  teorema,  ancora 
dedotta  dalla  teoria  dei  moduli  delle  funzioni  razionali  intere,  affatto  diversa  da  quella 
di  Kronecker  e  forse  più  semplice;  mentre  infatti  b  dimostrazione  del  Kronecker  è 
fondata  in  modo  essenziale  sul  teorema  della  composizione  delle  matrici,  quella  che 
s^ue  si  fonda  invece  soltanto  sulle  prime  proprietà  dei  determinanti,  fino  allo  sviluppo 
di  un  determinante  secondo  gli  elementi  di  una  sua  linea.  Il  metodo  tenuto  nella  di- 
mostrazione conduce  insieme  ad  alcune  osservazioni,  che  mi  sembrano  degne  di  nota. 

I.  Si  abbia  una  matrice  di  m  righe  ed  n  colonne 


(0  (^)  =  kJ  = 


a       a 


^m^ 


/»=  I,  2,  ...  «  \ 

\*=  I,  2,  ...  m/' 


i  cui  elementi  ü.^  pensiamo  come  altrettante  variabili  indipendenti. 

Una  matrice  {Ä)  di  m  righe  ed  n  colonne  si  dirà  derivata  dalla  (^A\  quando  si 
ottenga  da  questa  con  un  numero  finito  delle  seguenti  operazioni  elementari: 

i)  scambiando  tra  loro  due  linee  parallele; 


*)  Kronbckbr'ì  Wirke,  Bd.  I,  S.  238-239,  und  Bd.  Ill,  S.  168-170. 
•*)  Ibidem,  Bd.  Ill,  S.  170. 
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2)  moltiplicando  gli  elementi  di  una  linea  per  una  quantità  />,  che  appartenga  al 
campo  d'integrità  determinato  dalle  variabili  a.^  (sia  cioè  una  funzione  razionale  intera, 
a  coefficienti  interi,  di  queste  variabili); 

3)  aggiungendo  agli  elementi  di  una  linea  i  corrispondenti  di  una  linea  parallela  *). 
Consideriamo  il  modulo  formato  da  tutti  i  minori  di  ordine  k  della  matrice  (-4),  che 

indicheremo  brevemente  col  simbolo  (^^*'). 

Sia  (^,.)  (Î  =  I,  2,  3)  una  matrice  derivata  dalla  (^A)  colla  operazione  elementare 
i;  si  avrà  subito  (indicando  col  simbolo  «^  l'equivalenza  di  due  moduli)  : 

(^i'0~(^*0>  (^1*0  =  0  [mod  (^<*0],  />(^^*0  =  o  [inod(4*0],  (^3*0^(^*0; 

e  se,  più  generalmente,  dalla  matrice  (^A)  si  passa  alla  (-4'),  moltiplicando  la  riga  1  per 
pj ,  la  colonna  s  per  q^  (con  pi ,  q^  appartenenti  al  campo  d'integrità  delle  variabili  a-^) 
e  con  un  numero  qualunque  (finito)  delle  operazioni  elementari  i)  e  3),  si  avrà  an- 
che, per  qualunque  k: 

(^'<'0  =  o  [mod  (A'%        P  Q  (^^*0  =  o  [^oà  (A'^'% 

P  =  P,P,  ...  p^y      Q  =  q^qn  •••  ?•• 


(2) 

con 

(2') 


2.  Poniamo  ora: 


(3)  ^:\  = 


♦li 


A. 


•♦fi 


per     /*  =  ''+^-'«\ 


ed  osserviamo  subito,  con  Kronecker,  che  il  modulo  dei  minori  ^|j\  che  evidente- 
mente contiene  il  modulo  formato  da  tutti  i  minori  di  ordine  r  -f- 1  della  matrice  (i), 
ha  il  rango  p  =  (m  —  r)(n  —  r),  in  quanto  ciascuno  dei  minori  A^^  contiene  un  ele- 
mento, a.j,  che  non  figura  negli  altri. 

Moltiplichiamo  poi  nella  matrice  (i)  la  riga  i  (per  ì  =  r-f-  i,  ...  ni)  per  Al\  ed 
aggiungiamovi  le  prime  r  righe  moltiplicate  ordinatamente  per  i  complementi  algebrici 
di  a^^j  a^^y  ...  a^^  in  A[^  (che  dipendono  solo  dall'indice  ì);  otteniamo  una  matrice 
(^')  derivata  dalla  (^A)  : 


(4) 


(^0  = 


a  a 

If       Ijf-t*! 


.  a. 


^r^    • 

•    •    ^m 

0       . 

•    •    ^      -^/^,,r-vi  ^/-hi,f-ha    • 

0       . 
•    •    • 

0       >^<''>              y^*"» 

Air) 

éir) 


J{r) 


Jir) 


Ogni  minore  di  ordine  r  -j-  i  della  matrice  ÇA)  contiene  almeno  una  riga,  che  non 


•)  Cfr.  E.  Pascal,  Determinanti,  p.  254. 

Rmi,  Circ»  Maiêm.  PmUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  ai  giugno  1906. 
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è  delle  prime  r  :  appartiene  quindi  ai  modulo  dei  minori  Ä^J^.  D'altra  parte,  ogni  minore 
di  ordine  r-f- 1  della  matrice  (^,  moltiplicato  per  \^l\Y^\  appartiene  al  modub  dd 
minori  di  ordine  r  -f-  i  della  {Ä\  e,  pel  teorema  di  Laplace,  ogni  minore  di  ordine 
r  -{- 1  (con  ^  ^  i)  della  {A)  appartiene  al  modulo  dei  minori  di  ordine  r  -{-  i  deUa 
matrice  stessa.  Ne  segue  che  si  ha  identicamente  la  congruenza 

(5)  MmPC^'^'O^O    [mod^;»],      (/^i;  .•  =  r+i,  ...  m;  ife  =  r  +  i.  ....); 

si  ha  cioè  il  risultato  stesso  ottenuto  da  Kronecker  nella  seconda  delle  dimostrazioni 
ricordate,  e  che  contiene  in  sé  il  teorema  enunciato  in  principio. 

Ne  deduciamo  anche,  con  Kronecker,  che  per  ^=i  il  modulo  (^''"^'*)  di  tutu  i 
minori  di  ordine  r  +  i  della  matrice  {A)  contiene,  oltre  il  modulo  di  rango  o  formato 
dai  minori  Ä^^^  anche  il  modulo  di  rango  più  elevato  che  si  ottiene  aggiungendo  ai 
minori  A'^  il  determinante  A^. 

È  chiaro  poi  che,  invece  di  operar  sulle  righe,  avremmo  potuto,  in  guisa  affatto 
analoga,  operare  sulle  colonne  della  matrice  (^A)  ;  come  anche  è  evidente,  per  la  (2),  che, 
se  uno  dei  due  numeri  m  —  r,  n  —  r  è  minore  di  r+i,  insieme  colla  (5)  si  ha  l'altra 
congruenza  (supposto,  ad  es.,  mZ.n)\ 

(50  K^r^(-^^'"')  =  0  [mod^;;],      (/^i,  .-r+L.-.m;  *  =  r+i,...n). 

3.  La  trasformazione  della  matrice  (^A)  nella  (^')  conduce  ancora  ad  una  osserva- 
zione notevole. 

Consideriamo  per  questo  le  matrici  associate  di  rango  s  (abgeleitete,  secondo  Kro- 
nkcker)  *)  delle  matrici  (A)  ed  (A),  formate  cioè  coi  minori  di  ordine  s  delle  due 
matrici,  disposti  in  ordine  conveniente,  ed  indichiamole  brevemente  coi  simboli  [A'^\ 
[A'^]'  Come  la  (A)  dalla  (A\  cosi  anche  la  matrice  [A^'^]  può  pensarsi  come  derivata 
daUa  [A^'^]  con  una  trasformazione  perfettamente  determinata  [composta  di  un  numero 
finito  delle  trasformazioni  elementari  2)  e  3)],  nella  quale  i  moltiplicatori  delle  singole 
righe  sono  tutti  uguali  ad  una  potenza  conveniente  del  determinante  A['l^  non  maggiore 

di  \A;i\\ 

Sia  ora  dapprima  5  >  r.  Per  il  teorema  di  Laplace,  è  chiaro  che  ogni  elemento 
della  matrice  [A^'^]  appartiene  al  modulo  dei  minori  di  ordine  r-f-i  della  matrice  [A]; 
cioè  rispetto  a  questo  modulo  la  matrice  [A^'^]  ha,  per  5  ]>  r,  caratteristica  nulla. 
Sia  invece  5  ^  r  ed  insieme  colla  [A'^]  consideriamo  la  matrice  [A^'^], 
In  questa  le  prime  (  ^  J  righe  sono  formate  coi  minori  di  ordine  s  della  matrice 
delle  prime  r  righe  di  (A)  o  di  (A)  [ed  in  questa  matrice  parziale  le  prime  (  '  ) 
colonne  contengono  tutti  e  soli  i  minori  di  ordine  s  del  determinante  A'I]  ;  qualunque 


*)  NiccoLETTi,  Sulle  matrici  associate  ad  una  matrice  data  [Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze 
di  Torino,  voi.  XXXVII  (1901-1902),  pp.  655-659J;  ed  anche:  Kronecker-Hensel,  Forlesungen  über 
die  Theorie  der  Determinanten  (Leipzig,  Teubner,   1903),  I.  Band,  S.    319. 
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altro  minore  di  ordine  s  della  (^')  contiene  almeno  una  riga  che  non  è  delle  prime  r 
ed  appartiene  quindi  al  modulo  dei  minori  A^^^.  Consideriamo  allora  nella  matrice  [A'^'^] 

il  minore  delle  prime  k)  righe  e  colonne,  che  indicheremo  col  simbolo  A(r^:  qua- 
lunque minore  di  ordine  (  ^  )  ~h  ^  ^^Ua  [^'^'^],  ottenuto  orlando  il  determinante  A(j^ 
con  una  riga  ed  una  colonna,  apparterrà  al  modulo  dei  minori  A^^jj.  Ma,  d'altra  parte, 

per  la  (5),  qualunque  minore  di  ordine  (  0  +  ^  ^^^^  [-^'^'^l  moltiplicato  per  Af;i  , 
appartiene  al  modulo  dei  minori  di  ordine  (  M  -j-  i  ora  ricordati,  e  quindi  anche  qua- 
lunque minore  di  ordine  (  ^  )  +  '  della  [A'^%  moltiplicato  per  Ät'J^  appartiene  al 
modulo  dei  minori  ^.j\ 

Ricordiamo  che,  per  la  (2),  qualunque  minore  di  ordine  (  j  )  +  '  della  [A^'^] , 
moltiplicato  per  una  conveniente  potenza  di  A\^Ij  appartiene  al  modulo  dei  minori  di 
ordine  (j)  +  ^  della  [A'^%  ed  osserviamo  insieme  che  il  prodotto  del  determinante 
Afr\  per  l'analogo   di   ugual  ordine  A^  ,  \  (formato  coi  minori   di  ordine  r  —  5   di 

A^l  in  ordine  conveniente)  è  uguale  ad  [A^']]^''^  *);  ne  segue  infine  che:  qualunque  mi- 
nore di  ordine  (M  -f-^  (^^i)  ^^^'^  matrice  [A'^\  moltiplicato  per  una  conveniente  po- 
tenza \A^l\\^*  del  determinante  Al\^  appartiene  al  modulo  dei  minori  Ä[^ . 

4.  D  risultato  precedente  può  completarsi  al  modo  seguente.  Consideriamo  nella 
matrice  [^^'^]  il  modulo  formato  dai  suoi  minori  di  ordine  (^V  Ve  ne  saranno 
alcuni,  i  quali  proverranno  da  un  determinato  minore  di  ordine  r  della  matrice  {A) 
fcome  ad  es.  :  il  minore  delle  prime  /  M  righe  e  colonne  dal  determinante  Alì\,  Ab- 
biamo già  osservato  al  n°  3  che  il  prodotto  di  un  tale  minore,  pel  determinante  di  ugual 
ordine,  i  cui  elementi  sono  i  minori  di  ordine  r  —  s  dello  stesso  determinante,  da  cui 

il  minore  è  derivato,  è  uguale  alla  potenza  i^A  del  minore  primitivo;  o  in  altre  pa- 
role :  qualunque  minore  di  r  della  matrice  (-^,  elevato  alla  potenza  (]\  appartiene  al 
modulo  dei  minori  di  ordine  {jA  della  matriu  associata  [^A  ^]. 

Si  supponga  ora,  in  particolare,  di  dare  alle  a.j  tali  valori  che  la  matrice  (^)  abbia 
la  caratteristica  r  e  sia  insieme  Äl\  7^  o  ;  dal  teorema  dimostrato  al  n°  3  segue  allora 

che  la  matrice  associata  [-^^'^]  ha  una  caratteristica  non  maggiore  di  (  ^  )  .  Se  inversa- 
mente le  fl-n  hanno  tali  valori  che  la  matrice  [^^'^]  abbia  una  caratteristica  minore  di 
(  M ,  per  il  teorema  superiore  la  matrice  primitiva  A  ha  una  caratteristica  minore  di  r; 


*)  C6r.  Kronecker-Hensel,  loco  citato,  pag.  330. 
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dunque:  detta  r  la  caratteristica  della  matria  (A)j  la  matrice  associata  [^'^]  ha  la  carat- 
teristica (^). 

Otteniamo  corf  un  teorema,  già  da  me  dimostrato  per  altra  via  *),  ma  che  ora 
figura  come  contenuto  nelle  relazioni  identiche  notevoli  che  i  teoremi  dei  n'  3  e  4  pon- 
gono tra  i  minori  della  matrice  (A)  e  quelli  dell'assodata  [A^'^]- 

Pisa,  li  18  aprile  1906. 

Onorato  Niccoletti. 


*)  Cfr.  Niccoletti,  Nota  citata. 
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SUL  MOTO  D'UN  LIQUIDO  INDEFINITO  CON  UN  FILETTO  VORTICOSO 

DI  FORMA  QUALUNQUE. 

Memoria  di  Luigi  Sante  Da  Bios  (Padova). 


Adunania  del  27  maggio  1906. 


§  I.  — Introduzione. 

Si  abbia  un  liquido  perfetto  ed  incomprimibile,  esteso  indefinitamente  da  tutte  le 
parti.  Durante  il  movimento,  che  prenderemo  a  considerare,  in  esso  non  agiscano  che 
forze  derivanti  da  un  potenziale;  d'altro  canto  supponiamo  che  vi  esista  già  una  certa 
distribuzione  di  vortici,  formatasi  per  Fazione  di  forze  non  conservative. 

Indicando  con: 

ty  il  tempo; 

*5  y 9  ^  1^  coordinate  d'un  generico  punto  P  nel  liquido; 

tt,  V,  Wy  le  componenti  della  velocità  tf^  in  P; 
e  con  /),  Çy  r  le  componenti  d'un  generico  vortice  per  le  quali  sappiamo  essere: 

du^       dv 

^^-dy        di' 
,  ^  j  du        diu 

dv        du 
dx        dy 

le  equazioni  del  moto  si  possono  presentare  sotto  la  forma: 

du  ,  .       df 

dove  abbiamo  designato  con  /,  la  funzione  : 

U—ll-'^JV\ 

essendo  :  U  il  potenziale  (unitario)  delle  forze  attive,  II  la  pressione  divisa  per  il  valore 
costante  della  densità  del  liquido. 
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Varrà  poi  l'equazione  di  continuità: 
^  V  du    .   dv    .   dw 

Supponiamo  di  porci  nelle  solite  condizioni,  in  cui  si  tratta  di  determinare  il  mo- 
vimento, essendo  assegnato  lo  stato  di  moto  iniziale  e  il  campo  di  forza.  Dacché  per 
ipotesi  la  massa  liquida  è  indefinitamente  estesa,  non  è  da  tener  conto  di  alcuna  con- 
dizione ai  limiti.  È  lecito  perciò  riguardare  la  II  e  con  essa  la  /,  come  un  elemento 
ausiliario  a  priori  affatto  indeterminato  (e  che  si  potrà  poi  valutare  in  base  ai  dati  dd 
problema).  Si  è  cosi  naturalmente  condotti  ad  eliminare  l'ausiliaria  /  tra  le  (2),  dò  che 
dà  luogo  alle  equazioni: 

dp    ,   dp      .dp      .dp  du  ^    .    du      ,    du 

f  \  1  ^i    Ì    ^9      Ì   ^9       i   ^9  dv      .    dv      .    dv  ^ 

^4)  i  a7  +  a^^  +  d^«'  +  ô|"=  a7^+ dy+ d^^' 

dr    ,    dr        ,   dr       ,    dr  dw      ,   dw^    ,    dw 

perfettamente  sostituibili  alle  (2),  in  quanto  il  loro  sussistere  è  condizione  necessaria  e 
suflSciente  per  l'esistenza  d'una  funzione  /,  che  verifichi  le  (2)  stesse. 

Ricordiamo  ancora  che,  nell'ipotesi  assunta  d^un  liquido  incomprimibile,  indefinita- 
mente esteso,  animato  da  movimento  ovunque  regolare,  la  distribuzione  dei  vortici  ad 
un  dato  istante  determina  univocamente  quella  delle  velocità,  relative  al  medesimo  istan- 
te *).  Lo  stato  di  moto  del  fluido  può  dunque  ritenersi  caratterizzato  dal  campo  vet- 
toriale (/),  y,  r).  D'altra  parte,  noto  questo  campo  in  un  dato  istante  t^  [con  che  per 
l'osservazione  fatta  sono  da  ritenersi  conosciute  tutte  le  sei  funzioni  p  (x,  y^  :^  t^),  . . . , 
^(^j  y-i  ^  Oì  •  •  •])  1^  (4)5  fattovi  t  =:  t^j  definiscono,  in  ogni  punto  x,  y,  ;^  le    deri- 

^^^^  of'  df'  di'  ^  "^"^"^^  ^^  ^^"^^^  "^^^  ^^''^*'^*'  Y'^à^^^'  ^  +  "äf '^^'  ^"^dT'^V 
nell'istante  t^-\'  dt,  immediatamente  consecutivo  a  /^ .  A  partire  da  quello,  si  ripetono 
analoghe  considerazioni;  e  così,  intuitivamente,  si  è  tratti  a  concludere  che  la  distribu- 
zione iniziale  dei  vortici  determina  univocamente,  in  virtù  dell'equazioni  idrodinamiche, 
lo  stato  del  campo  (/),  y,  r)  e  quindi  quello  del  moto  del  fluido,  per  qualsiasi   /.    Va 

notato  in  particolare  che,  se  le  ^^,  ^,  -^  calcolate  in  base   alle   (4)  si  annullano, 

il  moto  risulta  permanente  e  reciprocamente. 

Ciò  premesso,  imaginiamo,  nel  liquido  indefinito,  la  presenza  d'un  solo  tubo  vor- 
ticoso di  sezione  trasversale  cosi  piccola  da  poterlo  assimilare  ad  una  linea  Z,  che  sarà 
chiusa  od  estesa  indefinitamente.  11  teorema  di  Helmholtz  ci  apprende  che  le  particelle 
materiali,  di  cui  L  è  costituita  nell'istante  iniziale,  formano  una  linea  vorticosa  in  ogni 
altro  istante,  persistendo  nella  parte  rimanente  del  liquido  il  movimento  irrotazionale. 


*)  Veggasi  per  es.  Appell,  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  UI,  pag.  413  e  segg. 
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Tutto  è  dunque  ricondotto  a  ricercare  la  legge  con  cui  si  sposta  e  si  deforma  la  linea 
vorticosa.  Tale  sarà  appunto  l'oggetto  del  nostro  studio. 

Troveremo  che  h  velocità  limite  d'un  generico  elemento  ruotante  Q  è  normale  al 
piano  osculatore  della  linea  vorticosa  in  j2  ^  proporzionale  alla  curvatura.  Passeremo 
quindi  a  stabilire  le  equazioni  generali  che  presiedono  alla  variazione  nella  forma  intrin- 
seca della  linea  stessa,  risolvendo  cosi  vinualmente  il  problema  del  movimento  cui  va 
soggetto  il  vortice  lineare.  In  base  a  quelle,  determineremo  poi  alcuni  tipi  di  vortici  che 
si  spostano  rigidamente  attraverso  la  massa  fluida. 

§  2.  —  Espressioni  delle  componenti  u^  x;,  tv. 

In  un  liquido  indefinito,  si  abbia,  come  dicemmo,  una  sola  linea  vorticosa  L,  tale 
che  il  vortice  sia,  in  tutti  i  punti  della  stessa,  sempre  d'uguale  grandezza  w  *).  Fissiamo 
un  punto  generico  0  di  L  ed  assumiamo  come  sistema  di  riferimento  la  terna  x,  y^  ;( 
<:ostituita  dalla  tangente,  normale  principale  e  binormale  in  0  alla  curva.  Le  direzioni 
positive  degli  assi  x,  y^  ;(  sieno  rispettivamente  :  quella  del  vortice  co,  quella  rivolta  verso 
la  concavità  di  L,  quella  che,  associata  alle  due  precedenti,  rende  la  terna  destrorsa. 
Indichiamo  con  Ç,  »,  ^  le  coordinate  dei  punti  ß  di  L,  e  con  x,  y^  ;(  quelle  d'un  punto 
generico  P  non  situato  su  L,  cosi  da  avere: 


Le  E,  Y),  ^  saranno  a  ritenersi  funzioni  dell'arco  5  di  L,  che  supporremo  contato,  a  par- 
tire da  0,  positivamente  nel  senso  delle  x  crescenti. 

Le  componenti  della  velocità  in  un  generico  punto  P(x,  y^  ;()  saranno  **): 

u  =  —    f dsj 


<^^^.(c-o^-«-'é,^ 


«;  =  —-/    -, ds. 


I  coseni  direttori  della  tangente  in  un  punto  generico  della  curva  L,  essendo  ri- 
spettivamente : 

di^  dji_  ß_ 

ds'         ds'         ds' 


*)  Più  precisamente,  se  si  riguarda  la  linea  L  come  limite  di  un  tubetto  vorticoso  infinitamente 
sottile,  (1)  non  è  altro  che  la  J^mi-intensità  del  tubo,  cioè  il  limite  del  prodotto  della  sezione  retta  per 
la  intensità  del  vortice  molecolare. 

^  Appell,  L  c,  pag.  63  e  421. 
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e  quelli 

della  normale  principale: 

1 

d'I 

I    d'-ti 

I 

d'K 

e 

:    ds" 

e    ds" 

e 

ds" 

dove  e 

indica  la 

curvatura 

in  quel 

punto,  avremo 

per 

l'origine 

0  evidentemente: 

(6) 

di 

ds 
I    d'i 
e   ds' 

=  I, 
=  o, 

dr, 

ds=''^ 
i  d'-n 
e  ds'  ~  *' 

ds 

1  d'K 
e  ds' 

=  o, 
=  o. 

Allora,  applicando  alle  funzioni  ^(j),  71(5),  ^(5)  lo  sviluppo  del  Taylor  arrestato 
al  terzo  termine  e  tenendo  conto  delle  (6),  potremo  scrivere: 

(7)  U(s)  =  c^-\.s'^, 

dove  9,  ò,  ;^  designano  funzioni  di  s,  che  dipendono   dalla  natura   della   linea  L,  nu 
di  cui  a  noi  basta  ritenere  che  sono  finite  e  continue  nell'intorno  di  j  =  o. 

§  3.  —  Deduzione  di  alcune  disuguaglianze. 

Abbiamo  : 

Detto  £  il  raggio  vettore  del  punto  P(x,  y^  0  ^^  *5  !^?  Y  ^  coseni   direttori  di  £, 
sarà  : 

(8)  ]y=^^. 

cosicché,  sostituendo  nella  precedente  espressione  questi  valori  di  x^  y^  :ii  e  i  valori  (7) 
di  5,  Y),  ^y  otterremo: 

Posto  :  i 

I 

(9)  ì^  =  s(^2<f  +  f^s^  +  ^  +  csi^^s^V'^s^r)-2z^^^  +  H  +  yy^       j 

(io)  a*  =  5'  +  e'  —  2ZXS  —  ce(i5*  =  (i  —  cz^)s^  —  2ea5  +  e'; 

avremo  ancora: 

r'  =  A'  +  i'i. 


Studiamo  ora  il  comportamento  delle  tre  quantità  :  — ,  — ,  — ^ —  al  decre- 
scere di  s  ed  E. 
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Rappresentiamo  in  un  piano  le  due  variabili  (indipendenti)  |^|  ed  e.  Trattandosi 
di  valori  essenzialmente  positivi,  il  campo  di  variabilità  da  considerare  si  riduce  al  primo 
quadrante.  Introduciamo  anche  le  coordinate  polari  p  e  2r  ed  avremo  : 

^1  =  p  cos  îr, 


00 

'     8  =  psenä; 

î  quali  valori,  sostituiti  nell'espressione  (io)  di  1%  porgono: 

(io')  a*  =  p^[i  ip  a  sen  2  à  —  ecß  cos*  2y], 

dovendosi  in  iip  a  sen  2  5r  adottare  il  segno  superiore  o  l'inferiore,  secondochè  s  è  posi- 
tivo o  n^ativo. 

Ciò  premesso,  conveniamo  di  far  variare  P  in  modo  che  esso,  pur  avvicinandosi 
ad  0,  rimanga  costantemente  esterno  ad  una  superficie  conica  K  avente  per  asse  la 
tangente  in  0  e  un'apertura  comunque  piccola,  ma  finita.  Sono  allora  giustificate  le 
considerazioni  seguenti  : 

a)  Quando  il  raggio  vettore  e  =  OP  si  prenda  inferiore  ad  un  limite  determi- 
nato, il  coeflSciente  di  p*  in  (io')  sarà  evidentemente  positivo  e  tale  da  potersi  deter- 
minare una  costante  h  in  modo  che  esso  sia  sempre  maggiore  di  -j^ .  Allora,  sotto  la 
restrizione  suddetta,  comunque  varino  \s\  ed  e,  avremo  : 

^  ^  P 

b)  Essendo  : 

r*  =  A'  +  5'| 
=  p*[i  ^:  OL  sen  2^  —  sc  cos*  ^  +  p  cos'  är  fi] 

=  p*  [i  qi  a  sen  2  3  -f~  ^^^^  ^  ( —  ^  ß  ^  +  |i  Ol  > 
il  coefficiente  di  p*,  in  quest'ultima  espressione  di  r%  sarà  positivo,   e  si   avrà  chiara- 
mente : 
(12)         I  +  asen  2:^  +  cos^  ;5(-  c^t  +  |5)  >(i  —  a)  -  (||||5|  +  ce). 

Consideriamo  nel  piano  |^|,  e,  la  retta  g  definita  daU'equazione  : 

(13)  ||IM  +  «  =  i^. 

Questa  retta  divide  il  quadrante  rappresentativo  in  due  parti  :  l'una  (triangolare) 
contenente  l'origine,  l'altra  indefinita.  Per  i  punti  di  quest'ultima  parte  (inclusivi  anche 
i  punti  situati  su  ^),  p  non  può  scendere  al  disotto  di  un  certo  limite  p^, ,  dove  p^  rap- 
presenta la  distanza  di  g  dall'origine.  Si  noti  ora  che,  ferma  la  restrizione,  di  cui  sub 
a),  e  quella  preliminare  che  P  sia  esterno  al  cono  K  (mentre,  nelle  vicinanze  di  0,  la 
linea  L,  che  si  suppone  naturalmente  senza  nodi,  rimane  interna)  il  detto  punto  P  può 
avvicinarsi  indefinitamente  alla  linea  L,  solo  tendendo  verso  0.  D'altra  parte,  finché  p 
è  X  Po,  uno  almeno  dei  due  punti  P(jc,  }',  0  ^  ß(^j  ^«j  0  ^^^^  ^  distanza  finita  da  0. 
Ne  viene  che  il  limite  inferiore  di   r  =zP  Q  deve  essere   una   quantità  r^  >  o.   Sarà 

Ktmi,  Cir€.  Uattm.  FaUrmto,  tomo  XXII  (1906).  —  Stampato  il  ai  giugno  1906.  v^ 
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Di  qua,  tenendo  conto  della  (14)  e  della 
che  ne  è  cons^;uenza  immediata,  si  ricava  la  disuguaglianza: 


ossu: 
(15) 


I 

I 

I           I 
fJ          A' 

P  '  P  "2p"  p'  ' 


^f- 


«  3*' 


avendo  indicato  con  F  una  nuova  costante  (il  prodotto  dì  ^-^  per  il  limite  superiore 
dei  valori  di  1(^1,  che,  come  abbiamo  osservato,  è  una  quantità  finita). 


§  4. — Considerazioni  sul  calcolo  di  u,  t;,  f(; 
per  un  punto  vicinissimo  alla  linea  vorticosa. 

Scaliamo  sopra  la  linea  L  due  punti  ß»?  ßa  ^^  bande  opposte  rispetto  ad  0, 
e  tali  che  le  lunghezze  d^li  archi  siano  entrambe  uguali  ad  /  (con  che  /  è  da  ritenersi 
una  costante  positiva).  Sia  poi  \  ciò  che  rimane  della  linea  L,  quando  le  si  tolga  il 
tratto  Q,OQ,. 

Le  espressioni  (5)  di  w,  v,  w  si  possono  anzitutto  scindere  in  due  parti: 

rappresentando  i  primi  addendi  il  contributo  proveniente  dall'arco  ß,  0  ß^ ,  i  secondi 
quello  proveniente  da  A,  contributo  che  resta  finito,  anche  quando  si  faccia  avvicinare 
indefinitamente  P  ad  0. 

Ricordiamo  adesso  che  dalle  (7)  ed  (8)  si  ha: 

l  —  x=  s  —td  +^'?> 

y,  -y=      -^^'\'C—'\-s'i(, 


ds 


=  sr 
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talché,  in  base  alfe  (ii),  è  lödto  scrivere: 

dove  *j ,  *, ,  ^^  restano  finite  anche  al  convergere  di  e  a  zero. 

In  tt,,  Vj,  «;,  le  funzioni  sotto  il  segno  sono,  a  norma  delk  (5): 


Usufruendo  la  prima  delle  disuguaglianze  (14),  —  < — ,  e  la  (15),   — j  —  TTpC""  > 
si  riconosce  immediatamente  che  le  dette  funzioni  sotto  il  s^^no  differìscono  da  : 


tycs 

-il 


e tOLCS  +  cB 

2  '        ^ 


1^ 


per  quantità,  che  restano  finite   anche  quando  P  (conservandosi  beninteso   esterno  al 
cono  K)  si  avvicina  indefinitamente  ad  0. 
Se  dunque  si  pone: 


(16)  \^  =  -''^f_,i^'^'^ 


=L 


'|C5'  — eac5  +  eß 
Il ^^> 


si  potrà  pur  asserire  che  si  mantengono  finite  le  differenze  «, A^    v^ 5, 

w^ C;  lo  stesso  avvenendo,  come  è  stato  osservato,  per  w^,  v,,  «;,,  si  potrà  in- 
fine attribuire  alle  (5')  la  forma: 
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27C  '         ^ 

2%  '        ' 

27C  '  ^ 

con  C7,  F,  JT  finite  anche  al  convergere  di  P  verso  0, 

Jn  Ay  By  C  figurano  invece,  come  vedremo,  dei  termini,  il  cui  valore  tende  a 
crescere  indefinitamente.  Per  P  abbastanza  vicino  ad  0,  questi  termini  assintotici  pre- 
ponderano sugli  altri,  e  bastano  da  soli  a  mettere  in  rilievo  i  caratteri  sensibili  del 
moto:  in  questo  senso  è  lecito  trascurare  [7,  F,  fT  e  tutto  ciò  che,  nelle  espressioni 
di  Ay  By  C,  resta  finito  al  convergere  di  e  a  zero. 

§  5.  —  Calcolo  della  componente  u. 

Nella  prima  delle  (16)  mettiamo  in  evidenza  il  punto  critico  5  =  0,  scrivendo: 

Se  si  cambia  ^  in  —  s  nel  secondo  integrale,  e  si  designa  con  : 

ciò  che  diviene  A'  quando  si  cambi  s  in  —  5,  o  ciò  ch'è  lo  stesso  a  in  —  a,  l'espres- 
sione di  A  diviene: 

Osserviamo  anzitutto  che  il  trinomio  di  secondo  grado  in  s: 
A'  =  5'(l  —  ^eß)  —  2ea5  +  e' 
ha  per    discriminante  e^jD,  designandosi  per  brevità  con  D  la  quantità  (essenzialmente 
positiva  per  e  abbastanza  piccolo  e  P  esterno  al  cono  UT,  di  cui  al  n°  3): 

I  — a'  — ceß. 
Le  radici  a,  b  del  trinomio  A*  sono  dunque  a  ritenersi  complesse  coniugate. 
Occupiamoci  del  primo  addendo  della  funzione  sotto  il  segno  integrale  nell'espres- 
sione di  Ay  ed  imaginiamolo  sotto  la  forma: 

tycs 


Decomponendo  la  frazione     ' ,     in  frazioni  semplici,  saremo  condotti  a  calcolare 
i^rinteerali  : 

/"__i£_      r'—ii— 
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Applicando  le  note  formole  d'interazione,  il  primo  di  questi,  ad  esempio,  preseoo, 
dopo  facili  semplificazioni,  l'espressione: 


dove  Af  è  mia  costante  complessa,  espressione  cui  compete  valore  finito  anche  per  s  =:a 
Ad  analogo  risultato  (di  valore  complesso  coniugato,  e  quindi  finito)   noi  a^riv^ 
remo  calcolando  Tint^ale: 


f. 


'      ds 

tycs 


Nello  stesso  modo  si  comporta  l'altro  addendo  -^ 

Ad  A  spetta  dunque  un  valore  finito,  e  nel  senso  convenuto,  sari  a  porsi: 

u  =  o. 

$6.  —  Calcolo  della  compooente  v. 

Procedendo  come  precedentemente,  avremo: 

Tenendo  presente  che  t*D  rappresenta  il  discriminante  co^  dì  1^  come  di  A'*,  si  ri- 
cava da  note  formole  di  calcolo  int^ale: 

Ora  per  5  =  o, 

A  =:  6  =  A', 

per  cui  la  parte,  relativa  al  limite  inferiore  si  annulla.  Resta  quella  relativa  ad  j  =  /. 
Per  questo  valore  di  5,  né  A,  né  A'  s'annullano,  riducendosi  entrambe  ad  /  per  e=o. 
Ne  viene  che,  entro  parentesi,  ciò  che  non  si  annulla  con  e  (anzi,  più  propriamente, 
ciò  che  non  contiene  e  a  fattore)  si  riduce  a  2.  Rimane  dunque,  a  meno  di  quantità 
che  restano  finite  al  convergere  di  e  a  zero, 

Ma  è  ancora  lecito  sosttttrire  a  D  il  suo  valore  per  e  =  o,  cioè:  i  —  «*  (perchè  la 

diflfcrenza  -^  —     _    ,  contiene  s  a  fattore  e  non  reca  quindi  alTespressione   di  B 

che  un  contributo  finito). 

n  valore  assintotico  di  B  assume  cori  la  forma  semplicissima: 


,(i_a*)' 
cui  corrisponde,  in  base  alla  (j')-' 

«w(l  —a») 
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§  7.  —  Calcolo  della  componente  w. 

Per  valutare  Tintegrale: 

decomponiamo  anzitutto  il  rapporto: 

-jcs^  —  soLCS  -}-  ^^ 

in  frazioni  semplici. 

Allora,  la  funzione  integranda  si  presenta  come  somma  di  tre  addendi: 

2(1 -^eß)  Li-'l:eß~^'J^^  [^  ~  2(1  -  ce{ì)J  ' 


^integrale  corrispondente  al  secondo  addendo  si  comporta  come  VAj  di  cui  al 
n®  5,  ed  ha  quindi  valore  assintotico  nullo. 

D  terzo  addendo  dà  luogo  ad  un  integrale,  che  differisce  da  B  solo  per  il  fatto, 

e  £ 

che  vi  compare  come  fattore  :  § j^ ^  al  posto  di  y-  Facendo  questa  sostitu- 
zione nell^espressione  assintodca  trovata  per  5,  e  omettendo  la  parte  finita  7 ^y  ^^ , 

abbiamo  per  C  un  primo  termine  assintotico: 

2(1-«')- 

Un  secondo  proviene  dall'integrale: 

2(i-C6ß)LT  =  2(i-ceß)i,  ("Ä"""!^)^'^ 
ed  è: 

—  c\gz, 

come  si  verifica  immediatamente  es^ucndo  l'integrazione  indicata. 
Risulta  dunque: 

C   =    -7 2N    —    ^  Ig  8, 

e  per  conseguenza: 

=  7 Tn Iß  6« 

ew(i  —  a^)       27c^ 


tv 


§  8.  —  Discussione  sui  risultati  precedenti.  Immediate  conseguenze. 

Nei  liquidi  reali  non  si  può  naturalmente  parlare  di  vortici  lineari  in   senso  geo- 
metrico; ma  di  tubetti  vorticosi  di  piccola  sezione;  per  esempio  di  superficie  canali  gt,' 
di  piccob  rag^o,  aventi  per  direttrice  una  linea  L  (chiusa  o  indefinita).  Cosi  suppor- 


138  LUIGI    SANTE    DA    R I  O  S. 


remo,  per  fissar  le  idee,  che  nell'istante  iniziale  il  tubetto  sia  efiettivamente  una  saper- 
fide^anale. 

Ê  chiaro  tuttavia  che,  per  i  punti  deUa  massa  fluida,  la  cui  distanza  da  a  sia  assà 
grande  rispetto  al  raggio  della  sezione,  le  cose  vanno  come  se  il  tubetto  a  fosse  sosd- 
tuito  dalla  linea  geometrica  L,  sede  di  un  filamento  vorticoso  d'intensità  uguale  a  qudla 
di  a. 

Designiamo  con  e'  il  raggio  del  tubo  canale  a,  e  supponiamo  s*  molto  pìccolo, 
co^  piccolo  in  particolare  che  possa  ritenersi: 

i^  Esso  e'  trascurabile  di  fronte  ad  e,  e  quindi,  per  punti  a  dlsran?a  e  da  £,  as- 
similabile il  tubo  a  all'unica  linea  vorticosa  L. 

2^  e  trascurabile  a  sua  volta  di  fronte  alle  dimensioni  longitudinali  del  tubetm 
(lunghezza  di  Z.,  raggio  di  curvatura,  ecc.),  tale  insomma  da  potere  con  sufficiente  ap- 
prossimazione limitare  le  espressioni  (5)  di  Uj  v,  w  alla  parte  assintotica. 

Ciò  posto,  consideriamo  un  secondo  mbo-canale  2,  avente  ancora  L  come  direttrice, 
e  raggio  e  (mentre  quello  del  mbo  vorticoso  <t  è  e').  Per  punti,  la  cui  distanza  da  I 
è  grande  rispetto  ad  e,  anche  questo  nuovo  tubo  1  è  assimilabile  ad  una  linea,  che  si 
confonde  sempre  con  L. 

Supponiamo  adesso  di  passare  dall'istante  t  ad  un  altro  istante  t\  Le  particdk 
materiali,  che,  nell'istante  /,  costituiscono  rispettivamente  <7,  2,  costituiranno  nell'istante 
f  due  nuovi  tubi  <s\  2',  e  sempre  (almeno  se  ^  è  abbastanza  prosdmo  a  ^),  per  un 
osservatore  a  distanza  grande  rapporto  ad  e,  £'  e  a  fortiori  <s'  saranno  sosdtuibili  con 
un'unica  linea. 

In  quest'ordine  di  approssimazione,   il   divario   dalla  primitiva  L,   si  può    valutare 
come  segue. 

Dicasi  (^^,  s^y  s^)  il  vettore,  che  rappresenta  lo  spostamento  subito  nell'intervallo 
(/,  /')  da  un  generico  punto  P  di  2.  Sia  Ü  la  circonferenza,  sezione  retta  di  2,  pas- 
sante per  P. 

Le  particelle,  che  nell'istante  t  formano  la  circonferenza  Ü,  nell'istante  t'  forme- 
ranno una  linea  Ü'  di  2'.  D  baricentro  0'  di  questa  linea  si  troverà  spostato  dal  ba- 
ricentro 0  dì  ü  (che  è  poi  il  suo  centro)  d'un  vettore,  le  cui  componenti,  per  la  de- 
finizione stessa  di  baricentro,  sono: 

Jf  s  dü  Is  dü  Is  dü 

iTzt     '  27ce     '  27ce 

Come  unica  linea  sostituibile  a  V  si  può  per  es.  assumere  il  luogo  dei  baricentri 
0\  e  cosi  si  vede  come,  coU'approssimazione  convenuta,  sia  lecito  risguardare  i  prece- 
denti rapporti  come  espressioni  dello  spostamento,  che  subisce  nell'intervallo  (t,  /')  un 
punto  generico  della  linea  geometrica  L. 

Basta  adesso  supporre  t'  infinitamente  vicino  a  /,  e  quindi  s^zm  udt^  s  =  vdu 
s,=iwdty  e  usufruire  dei  valori  assintotici  trovati  nei  n*  precedenti,  per  concludere 
che,  per  un  osservatore  a  distanza  conveniente  da  un  generico  tubetto  vorticoso,  questo 


sut.  MOTO  DUN  LiaUIDO  INDEPnnTO  CON  UN  FILETTO  VORTICOSO  DI  FORMA  QUALUNQUE.     1 29 

può  essere  assimilato  ad  una  linea  geometrica  L,  i  cui  punti  siano  dotati  di  velocità: 

«  =  o, 
(17)  {   f  =  o. 

le  tre  componenti  riferendosi  alla  direzione  della  tangente,  della  normale  principale  e 
della  binormale.  Come  si  vede,  la  velocità  è  proporzionale  alla  curvatura  e  può  annul- 
larsi solo  per  e  =  o.  Per  e  piccolissimo,  w  riesce  sempre  positiva.  Questa  circostanza 
(ricordando  che  le  nostre  formule  si  riferiscono  ad  una  terna  x,  y^  :(  destrorsa)  per- 
mette di  precisare  il  senso,  secondo  cui  la  linea  L  tende  a  spostarsi.  Lo  spostamento 
avviene  in  quel  senso,  rispetto  a  cui  il  verso  di  circolazione,  stabilito  sopra  L  dal  vor- 
tice, appare  destrorso  (cioè  conforme  a  quello  delle  sfere  dell'orologio). 

Le  (17)  suggeriscono  inoltre  le  osservazioni  seguenti: 

1°  Non  esiste  nessun'altra  linea  vorticosa  all'infuori  della  linea  retta,  la  quale  possa 
rimanere  immobile;  perciò  solo  in  questo  caso  avremo  moto  permanente. 

2°  Dato  un  filetto  vorticoso  circolare,  esso  si  sposterà  in  un  piano  parallelo  a  sé 
stesso  e  senza  deformarsi  o  variare  di  raggio. 

Il  secondo  di  questi  risultati  e  la  parte  positiva  del  primo  erano  già  noti,  e  del 
resto  evidenti  per  ragione  di  simmetria.  Di  nuovo,  abbiamo  riconosciuta  l'impossibilità 
di  movimenti  permanenti  dovuti  alla  presenza  di  vortici  non  rettilinei. 

§  9.  —  Equazioni  intrinsiche  generali  del  movimento  della  linea  vorticosa^ 

Consideriamo  ancora  la  configurazione  di  L  in  un  generico  istante  /,  e  notiamo 
che  ad  ogni  posizione  di  0  su  L  corrisponde  univocamente  un  triedro  principale  x, 
^,  ;(.  Consideriamo  in  pari  tempo  una  terna  di  riferimento  fissa  $,  yj,  ^,  e  siano,  come 
dalla  solita  tabella  : 


X 

y 

t 

Ç 

«. 

«, 

«j 

» 

h 

p. 

^, 

r. 

Ï. 

Y, 

Ï3 

a^,  ßv,  Y^  (v  =  I,  2,  3)  i  coseni  direttori  d'una  terna  rispetto  l'altra.  Essi  saranno  a 
ritenersi  funzioni  di  quel  parametro,  che  fissa  la  posizione  di  0  su  L,  per  cs.  dell'arco 
5,  contato  a  partire  da  un  origine  arbitraria.  Designando  con  pàs^  qds,  rds  le  com- 
ponenti, secondo  gli  spigoli  del  triedro  mobile  x,  y^  ;(,  della  rotazione  elementare  su- 
bita dal  triedro  stesso,  quando  0  si  sposta  su  L  di  ^^,  avremo  come  è  ben  noto: 

(18)  /)  =  — T,         q  =  o,        r  =  c, 

dove  e  e  T  rappresentano  rispettivamente  la  curvatura  e  la  torsione  della  curva  L  in  0. 
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Vìa  gebetÈktitaV^  se  k  posizione  di  Ò  è  individiKlU  da  un  pâttÊtmiu  giäMricol, 
e  sia: 

la  rdazione  che  b  lega  all'arco  di  curva^  ad  uno  spostamento  di  O  corrìsponderi  um 
rotazione  elementare  (pd\  qdXy  rdX),  e  sarà,  come  si  verìfica  subito  : 

(18')  ^  =  _,^T,        q  =  o,        r  =  ^c. 

I  coseni  direttori  a,,  ß,,  y,,  in  quanto  si  considerano  funzioni  di  X,  avranno 
poi  le  derivate  definite,  in  funzione  delle  />,  9,  r  e  dei  coseni  stesa,  dalle  classiche  fa- 
mole  di  Poisson  : 

a;  =  ot^r  — aj^,        Ä;  =  a,/>  — «,f,    ecc; 

avendo  per  brevità  designato  con  apici  le  derivazioni  rispetto  a  X. 

Imaginiamo  adesso  che  vari  t;  variera  pure  L,  e  tutte  le  precedenti  quantità: 
^v9  ßv9  Yv»  Pi  9j  ^y  ovvero  t,  c,  ^,  si  dovranno  considerare  come  funzioni  delle  due 
variabili  indipendenti  X  e  t. 

Giova  anzitutto  osservare  che  la  l^ge  di  variabilità  di  L,  quale  risulta  daUe  (17) 
del  n^  precedente,  implica: 

Osserviamo  perciò  che,  intendendo  per  ^,  v),  ^  le  coordinate  di  un  punto  generico 
0  di  Z.  rapporto  agli  assi  fissi  1  con  che  ^jt  >  777  ?  "TT  sono  le  componenti   della 


ve- 


locità di  0,  rispetto  a  questi  assi),  le  (17)  equivalgono  alle: 


1  di 

=  f*««,, 

)  dTt 
)  Tt 

=  t^C^,y 

i  dK 

\  dt 

=  I*<:Y,, 

ulogt 

(19) 


avendo  posto  p.  in  luogo  di  — 

D'altra  parte  si  ha  (l'apice  indicando  sempre  derivazione  rispetto  a  X): 

^      ds  3x      '«^ 

Derivando  i  secondi  membri  delle  (19)  e  delle  (20)  rispettivamente  rapporto  a  l 
e  rapporto  a  f,  ed  uguagliando,  avremo: 
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dove  ad  a^,  {4^,  y'^  si  sono  sostituiti  i  loro  valori  fomiti  dalle  forinole  di  Poisson. 
Molt^licsmdo  ordinatamente  per  a,  ß,  y«  e  sommando,  si  ha  la  relgàone  suinunciata  : 

quindi  se  si  prende  inizialmente  X  =  5,  doè  i|;  =  i,  ciò  ^guiterà  a  sussistere  sempre. 
La  nostra  linea  vorticosa  si  comporterà  dunque,  nel  suo  movimento  come  un  filo  fles- 
sibile ed  inestendibile  *). 

Riteniamo  oramai  che  il  parametro  \  coincida  con  s^  ed  occupiamoci  di  formare 
le  equazioni  differenziali  intrinseche,  cui  debbono  soddisfare  le  curvature  e  e  t  di  L, 
considerate  come  funzioni  delle  due  variabili  5  e  /.  Osserviamo  intanto  che,  rimanendo 
definita  in  base  alle  (17)  la  configurazione  di  L  nell'istante  i '\-  àt  va  funzione  della 
configurazione  attuale  (vogliam  dire  di  elementi  intrinseci  spettanti  alla   configurazione 

di  L  nell'istante  generico  /),  devono    potersi  calcolare  le  ^,  tt-,  in  funzione  di  e,  t 

e  loro  derivate  rapporto  ad  5. 

Per  fare  questo  calcolo,  giova  ricorrere  alla  cosidetta  teoria  del  triedro  mobile, 
prendendo  le  mosse  dal  fatto  che  i  coseni  direttori  a^,  {i^,  y^  sono  anch'essi,  come 
accennammo,  funzioni  dei  due  parametri  5  e  /. 

Poniamo  anzitutto  le  (19)  sotto  la  forma  : 

ài 


(19') 


prendendo  uguale  ad  uno  la  quantità  (x  come  è  sempre  lecito,   bastando   all'uopo  sce- 
gliere opportunamente  l'unità  di  tempo. 

Derivando  le  (19')  rapporto  ad  5,  tenendo  conto  delle  formole  di  Poisson  e  delle 
(18),  avremo: 


àt 

=  c«„ 

àt, 
it 

=  cß„ 

dK 
dt 

=  '^Y,; 

*)  Appoggiandosi  sopra  un  recente  layoro  4^1  sig.  Sanmia,  Peforma^ioni  infinitesime  delle  curve  ine- 
sUndibili,  etc.  [questi  Rendiconti,  t.  XXI  (1906),  pp.  229*256],  Tinestendibilità  si  sarebbe  potuta  desu- 
mere senz'altro  dal  fatto  che,  a  norma  delle  (17),  si  annullano  le  due  componenti  u  t  v  (secondo  la 
tangente  e  la  normale  principale). 
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e  da  queste,  derivando  ancora  : 

Introduciamo  adesso,  accanto  alle  pds^  qdsj  rds^  anche  le  rotazioni  elementari 
p^dty  q^dtj  r^dtj  che  vengono  subite  dal  nostro  triedro  x,  )',;(j  quando,  lasciando  fisso 
Sy  si  fa  variare  t  di  dt.  Le  p^y  9,,  r^  avendo  le  note  espressioni: 

ZdoL, 

(il  simbolo  1  designa   somma    di  termini,  che  si  ottengono  da  quello  scritto,  cambiando 
a  in  fi  ed  in  y),  troviamo  subito  mercè  le  formole  precedenti  : 

e" 

(21)  \q,  =  -c', 

r,  =  ex. 

Ma,  fra  le  componenti  p,  q,  r;  p^,  q^,  r,  delle  rotazioni,  relative  separatamente 
a  due  parametri  t  ed  5,  noi  sappiamo  che  valgono  le  relazioni  *): 

-fl-p,  =  qr,-rq,, 

^^t-ì:  =  rp,-pr„ 

dr 

-ft--^>=P'l'  —  lP''' 


*)  Cfr.  ad  CS.  Darboux,  Lt(otn  sur  la  thforit  des  surfaces,  t.  I,  pag.  49. 
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che,  per  le  (i8)  e  (21),  diventano: 

C"  =  C"  — CT»  +  CT% 
-77  =  Ct'  -j-  2c't. 

ai 
Abbiamo  quindi  finalmente  le  equazioni  cercate: 

(    ^  =  CT'  +  2C'T, 

Il  teorema  di  esistenza,  applicato  a  questo  sistema  di  equazioni  a  derivate  parziali, 
permette  di  asserire  con  tutto  rigore  che  le  funzioni  e (5,  /),  t(5,  /)  sono  (sotto  leso- 
lite  condizioni  di  regolarità)  univocamente  definite  dai  valori  iniziali  e  (5,  o),  t(5,  o). 
In  altri  termini,  la  configurazione  intrinseca  della  linea  vorticosa  ad  un  istante  generico 
rimane  determinata  dalla  configurazione  intrinseca  iniziale  pel  tramite  delle  equazioni 
diflferenziali  (22).  Non  intendiamo  qui  discutere  il  problema  generale  della  loro  inte- 
grazione, ma  ci  limiteremo  al  caso  semplice,  in  cui  le  (22)  si  riconducono  ad  equazioni 
differenziali  ordinarie.  Tale  è  il  caso  di  vortici,  che  si  spostano  rigidamente:  la  confi- 
gurazione, essendo  allora  invariabile,  e  e  t  risultano  indipendenti  da  /,  e,  come  funzioni 
di  5,  devono  quindi  soddisfare  le  equazioni: 

ct'  -}-  2c't'  =  o, 


-"■+(--ç)= 


Con  una  prima  integrazione,  possiamo  attribuir  loro  la  forma: 

Ä,  ed  h  designando  due  costanti  arbitrarie. 

§  IO.  — Ricerca  di  vortici  piani  clie  si  spostano  rigidamente. 

Per  T  =  o,  la  prima  delle  (23)  è  senz'altro  soddisfatta  (bastando  attribuire  il  va- 
lore zero  alla  costante  fc,);  la  seconda  può  essere  scritta: 

c"  =  6Äc  — |c5; 

quindi  moltiplicando  per  e*  ed  integrando: 

(24)  Lë^  =  L(,he-iii^j^\h 

{k  costante  arbitraria). 
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Questa  equazione  mostra  che  e  è  funzione  elUttict  di  s,  Esegueiado  Ut  oot«  tosm 
zione*): 

-PC«) 

dove  C  designa  la  nuova  variabile,  P  il  polinomio  di  4®  grado  —  -jc*  +  6ic*+i 
ed  01  una  sua  radice,  avremo  per  C  l'espressione  esplicita  in  funzione  di  5: 

dove  />  indica  la  funzione  di  Weœrstrass,  e  g^y  g^  sono  legati  zàh  ek  dalle  formak; 


^3  = 


-i    o    Ä 

0/70 

/;     o     jfc 


4 


Nota  Tcspressione  di  C,  la  (25)  d  porgerà  poi  quella  di  e. 

Merita  speciale  menzione  il  caso  di  A  =  o,  in  cui  Tint^aziooe  detU  (24)  si  £1 

mediante  trascendenti  elementari.  Se  poniamo  in  essa  6h  =  —5-,  d  si  presenta  Tequa- 

zione  (escludendo  il  caso  ovvio  di  e  costante,  doè  di  vortid  circolarì): 

de 

j  de  e" 

ds  = 


Introducendo  il  raggio  di  curvatura  r  =  — --  ed  integrando,  avremo  : 


=-«igf +|A~)+ 


cost« 


Se  la  costante  si  sceglie  in  modo  che  s  si  annulli  per  r  =  tf  (il  che  non  costituisce 
restrizione,  bastando  scegliere  opportunamente  l'origine  degli  archi),  si  ottiene  come 
espressione  definitiva  dd  raggio  di  curvatura  : 

È  questa  l'equazione  intriuseca  della  catenaria  d'uguale  resistenza  **). 


•)  Cfr.  per  es.  Bianchi,  I^ioni  sulla  teoria  delle  funzioni  di  variabile  complessa  e  delle  funzioni  d- 
litHche,  pp.  331-332. 

**)  Cfr.  Cbsàro,  Le^^ioni  di  Geometria  intrinseca,  pag.  8. 
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§  II.  —  Ricerca  di  vortici  gobbi  clie  si  spostano  rigidamente. 

L'equazioni  fondamentali  (23)  sono  soddisfatte  per  e  e  r  costanti;  ciò  chepossia- 
jj    mo  interpretare  dkendo  che  una  linea  vorticosa  elicoidale  si  sposta  senza  deformarsi. 

In  generale,  ricavando  t  dalla  prima  delle  (23)  e  sostituendo  nella  seconda,  si 
vede  che  la  ricerca  delle  linee  vorticose,  le  quali  si  spostano  rigidamente  dipende  dal- 
rint^razione  dell'equazione: 

2  '       e  (^ 

r 

Moltiplicando  per  cc\  integrando  e  designando  come  sopra  con  ^khi  costante  d'in- 
tegrazione, si  ottiene: 

—  d'  =  —hc'-  I-C  -  -^,  +  —k. 
2  2  8  2C     '     2 

Moltiplicando  ancora  per  8  c^  ed  assumendo  come  funzione  incognita  e*  =  x,  risulta  : 

x"  =  —  x^  +  ^hx'  +  4kx  -^  4h]. 

Dalla  forma  di  quest'ultima  equazione  si  desume  senz'altro  che  x,  e,  per  conse- 
guenza, le  due  curvature  e  e  t,  si  possono  esprimere  come  funzioni  ellittiche  dell'arco  s. 

Padova  14  maggio  1906. 

Luigi  Sante  Da  Rios. 
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SULL'ESTENSIONE  DEL  CONCETTO 
DI  TETRAEDRI  DI  MÖBIUS  AGLI  IPERSPAZD. 

Nota  di  Luigi   Berzolari  (Pavia). 


Adunanza  del  ty  maggio  1906. 


Cornee  norissimo,  diconsi  «  di  Möbius  »  due  tetraedri  cosi  tra  loro  riferiti,  che 
ogni  vertice  di  ciascuno  stia  nel  piano  dei  tre  vertici  non  corrispondenti  dell'altro.  Ana- 
liticamente sono  caratterizzati  dalla  proprietà  che  le  coordinate  dei  vertici  dell'uno,  ri- 
spetto all'altro  preso  come  fondamentale,  formano  un  determinante  emisimmetrico. 

Ora  in  diverse  questioni  relative  ad  uno  spazio  S^  di  n  dimensioni  —  nello  studio 
dei  sistemi  nulli,  in  quello  delle  curve  razionali  normali,  ...  *)  —  si  presentano,  per  n 
dispari,  coppie  di  piramidi  (di  n  -f-  i  venici),  tali  che  se  Tuna  si  assume  come  fonda- 
mentale, le  coordinate  dei  vertici  dell'altra  costituiscono  un  determinante  emisimmetrico. 
Di  conseguenza  esse  risultano  riferite  tra  loro  appunto  in  quel  modo  che  si  QflFre  come 
naturale  estensione  di  quanto  avviene  per  i  tetraedri  di  Möbius,  cioè  cosi  che  i  vertici 
di  ognuna  giacciono  in  uno  stesso  iperpiano  coi  vertici  non  corrispondenti  dell'altra. 
Ma  non  sembrami  inopportuno  far  rilevare  (benché  si  tratti  certamente  di  un'ossena- 
zione  molto  semplice)  che  non  è  questo,  per  n  >  3,  il  modo  più  generale  d'ottenere 
due  piramidi  mutuamente  iscritte  e  circoscritte  secondo  la  legge  testé  dichiarata  **),  e 
che  d'altra  parte  esistono  coppie  di  piramidi  aventi  una  tal  posizione,  pur  quando  h 
dimensione  n  dello  spazio  ambiente  sia  un  numero  pari  (superiore  al  due). 

§1. 

Data  anzitutto  in  5^  (con  n  qualunque,  purché  >  3)  una  piramide  {A)  ^A  A  ...A 
della  quale  sia  a .  la  faccia  opposta  al  vertice  A^ ,  é  facUe  vedere  come  se  ne  possa  co- 


*)  Oltre  ai  lavori  che  si  riferiscono  al  sistema  nullo  individuato  da  una  curva  razionale  normale, 
vedasi  la  mia  Nota  :  Sulle  curve  di  ordine  n  dello  spazio  ad  n  dimensioni  [Rend,  del  R.  Istituto  Lombardo, 
s.  II,  voi.  XXXVI  (1903),  pp.  791-795J.— Siffatte  piramidi  («di  Möbius»),  e  pur  quelle  che  nel  lavoro 
che  citerò  fra  poco  ho  cliiamato  «di  SchlAjli»,  si  presentano  nello  studio  di  una  classe  notevole  di 
curve  razionali,  come  mostrerò  in  una  prossima  occasione. 

**)  Perciò  la  seconda  dimostrazione  che  si  legge  nell'ultima  pagina  del  mio  lavoro  :  Sui  sistemi 
di  n-^-  i  rette  delio  spazio  ad  n  dimensioni,  situate  in  posizione  di  Schläfli  [questi  Rendiconti,  tomo  XX 
(1905),  pp.  229-247  (n°  io)J,  è  da  riferirsi  soltanto  al  detto  caso  particolare. 
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stniire  un'altra  (5)  ^  B^B^  ...  5^^,  cosi  riferita  alla  prima,  che  ogni  Y^rtjcfi  dì  cia- 
scuna appartenga  alla  faccia  dell'altra  determinata  dai  vertici  non  corrispondenti.  I  ver- 
tici 5, ,  5, ,  ...  ,  5^_,  possono  as^uniersi  ad  arbitrio  ri^p.  sulle  facce  cj^ ,  a^ ,  . , .  ^  ol^_^  ; 
dopo  di  che  i  vertici  rimanenti  B^  e  5^^,  sono  risp.  le  intersezioni  dell'5^^  ip  çq| 
ÇL^  taglia  l'iperpiano  B^B^  ...  B^_^4^^,y  e  dell'5^__,  in  cui  a^^^  taglia  l'iperpiaqo 
B^B^  ...  B^_^A^j  con  una  retta  che  si  appoggi  agli  S^_^  determinati  dai  punti 

B  B    .  .  .  B     A  , 

Nell'ipotesi  ammessa  di  w  >  5,  gli  o  -f-  i  spwì  S^_^  qui  nominati  sono  tra  loro 
indipendenti,  nel  senso  che  una  retta,  la  quale  ne  incontri  n^  non  ÌQ(X)ntra  Oâ^fiS^amT 
mente  il  rimanente  :  dò  che  si  riconosce  analiticamente,  per  es.,  prendendo  {A)  come 
fondamentale.  Le  rette  che  li  incontrano  tutti  sono  quindi  00""'  *),  e  ciascuna  individua 
una  delle  cercate  piramidi  (5). 

Perciò  in  S^  (con  n  >•  3)  fe  coppie  di  piramidi  mutuamente  iscritte  e  eirceseritte 
con  la  legge  indicata  fono  in  numero  oo'**~'^^»^*^;  datane  un§^  Yßltra  pub  costruirsi  in 

In  un  ,S,^_,  una  piramide  di  2«  viçrtid,  Iç  coordip^  dei  quali  costitu^sç^o  pr- 
dinaumente  le  orizzontali  di  un  determinante  ^misimmetricp,  è  nel  ten^po  stesso  ißcriua 
e  circoscritta  alla  piramide  fondamental^.  Per  caratterizzare  completamente  la  mutya  pp- 
sizion^  di  due  tali  piramidi,  chç  dirò  «  di  Möbius  »,  ^  P|s$eryi  c^e  quotati  vertici  fi  vpr 
gliano  di  ciascuna^  purché  in  numero  dispari,  e  i  Ipro  non  omohgjn  dell'altra  st^^n^o  in 
un  iperpiano. 

Dico  inversamente  che,  datein  S ^^_^  due  piramidi  tra  loro  riferite  {4)^  A ^4^  —  4^1 
e  (5)  =i=  B^B^  ...  5^^ ,  perchè  esse  siano  di  Möbius  h  sufficiente  che  i  vertici  di  (jf) 
giauiano  sulle  facce  omologhe  di  (ß),  e  che  inoltre  tre  vertici  qualunque  di  (^A)^  dei  quali 
uno  sia  fissoy  stiano  in  un  medesimo  iperpiano  coi  loro  non  corrispondenti  di  (5)  ***). 

Scelta  (5)  come  fondamentale,  siano  a.^y  a.^y  . . . ,  a.,^  le  coordinate  di  A^y  talché 


•)  E  formano  una  varietà  di  «  —  2  dimensioni,  l'ordine  della  quale  può  aversi  dal  lavoro  dello 
ScKyBERT,  Die  n-dìmensionaUn  VproUgimeintrung^n  der  fundament<4en  4vy^kn  unseres  R(ßums  [M^.  Ann., 
voL  XXVI  (1886),  pp.  26.51]. 

•*)  La  costruzione  può  farsi  anche  con  elementi  tutti  reali.  In  5^  per  es.,  se  una  delle  due  pira- 
midi è  scelta  come  fondamentale,  l'altra  può  avere  per  vertici  i  punti  (o,  i,  i,  i,  i),  (i,  o,  ",  —,  "V 

('.n.o.'.^).0.n.-T'«.0.('.ü.3.".o). 

•^  Per  lo  spazio  ordinario  (n  =  2)  cfr.  il  lavoro  di  Caporali  e  Del  Pezzo,  Introduzione  alla 
teoria  dello  spazio  rigato  (p?  8),  nelle  Memorie  di  Gcomekia  (Napoli,  ì8k88)  del  iCaporau  (pag.  270). 

Jt«Ml.  Ckt,  UéUm,  FmUrmot  t.  XXII  (1906).  —  Sump«to  il  23  giugno  1906.  >^ 
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si  avrà  per  ipotesi: 

Se  poi  il  vertice  di  {A)  che  si  pone  in  tutte  le  terne  considerate  è,  per  es^  A^, 
è  lecito  supporre  : 
(0  ^M  +  ^..  =  o  0  =  2.  3.  ...,n^. 

Allora  la  proprietà  ammessa  che  esista  un  iperpiano  passante  per  A^ ,  per  altri  àvL  1 
vertici  qualunque  Af^  e  Aj,  di  (-<^),  e  per  i  2  it  —  3  vertici  di  (B)    non    omologhi  i 
precedenti,  si  traduce  nella  relazione  : 


0 

«.» 

«.» 

«». 

0 

«» 

«». 

«» 

0 

--     =  o, 

dalla  quale,  per  le  (i),  segue  : 

^kk  +  ^kk  =  o  (A,  *  =  a.  }.  ....i^ 

come  si  è  asserito. 

Ne  risulta  che  Tesser  le  due  piramidi  nella  posizione  qui  conâderata   impone  aOe 
medesime 


,   (in  —  i)(2n  —  2)  ,  , 


condizioni  indipendenti  ;  sicché  k  coppie  di  piramidi  di  Mobius  di  un  S,^_j  sono  oo*«'-j"-*; 
mentre,  se  di  esse  una  h  data,  l'altra  varia  in  una  totalità  oo^"-»«"-^'>. 

Si  ricava  pure  dal  teorema  una  semplice  costruzione  di  due  piramidi  di  Mobius. 
Data  per  es.  la  (J5),  di  cui  sia  ^.^j.  la  faccia  opposta  al  vertice  J5. ,  dell'altra  si  f)ossonc 
prendere  ad  arbitrio  due  vertici  A^  e  A^  risp.  in  Ji^  e  Ji^.  Scelgasi  poi  A^  comunque 
nell'S2^_j  in  cui  {i^  taglia  Tiperpiano  A^A^B^B,  ...  B^^;  indi  A^  a  piacere  neir5,,_, 
in  cui  si  tagliano  {i^  e  gl'iperpiani  A^ A^ B,B^B^  ...  B^^ ,  A^A^B^B^  ...  B^^ ;  e  cosi 
via,  finché  A^^  risulter»^  del  tutto  indi\iduato  come  intersezione  di  [i^,,  coi  2  w  —  2  altri 
iperpiani^,^,^,^  . . .  B^^^^,  A^A^B^B^  ...  5_. ,  ...,  ^.A.-^B^  .-.  S^:- 
Data  l'una,  l'altra  delle  due  piramidi  può  dunque  costruirsi  in  un'infinità  di  modi 
espressa  da 

2(2n-2)  +  (2W  —  3)  +  (2«  — 4)+ 1-2+  I  =(«— i)(2«  +  i), 

in  accordo  con  quanto  si  é  trovato  sopra. 

§3. 

Delle  numerose  proprieti,  di  cui  godono  notoriamente  due  tetraedri  di  Mobius. 
soltanto  alcune  si  conservano  quando  si  passi  allo  spazio  S^^  ,  (con  «>  2). 

Cosi  non  e  più  vero,  per  ;;  >>  2,  che  due  piramidi  di  Mobius  siano  autoreciprochc 
rispetto  ad  una  medesima  quadrica  *).  Suppongasi  infatti  che  una   tal  quadrica    esista. 


•)  Per  n  =  2,  cfr.  Caporau  c  Del  Pezzo,  1.  e,  n^  49- 
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sicché,  mantenute  le  notazioni  precedenti,  la  sua  equazione  sarà  della  forma: 

^  Scrivendo  che  l'iperpiano  polare  di  A^  passa  per  A^^  A^j  . . .  ,  A^^,  si  ottengono 

in  —  I  equazioni  lineari  omogenee  nelle  c^ ,  c^j  . . .  ,  c^„ ,  dalle  quali,  per  le  note 
*'  espressioni  dei  complementi  algebrici  degli  elementi  di  un  determinante  emisimmetrico, 
r    si  ricava  per  es.: 

I  ^an-i   ^  flMn(2,    j,    .  .  .   ,    2  fi  —   2,    2  fi) 

^a«  û|,,.-,(2,    5,    .  .  .  ,    2n  —  2,    2«  —  l)' 

dove  si  è  adoperata  la  consueta  notazione  per  gli  pfafEani.  L'iperpiano  polare  di  A^ 
dà  similmente: 

C^,   ^  ^a.anÇl,    j.    4>    '  -  >    ^  n  —  2,    2  fi) 

^a«  ^a,a«-,(lj    j,    4,    .  .  .   ,    2  «  —  2,    2  W  —  l)  ' 

la  quale  espressione  coincide  con  la  precedente  sol  quando  sia  n  =  2. 

Neanche  si  trasporta  all'Sj„_j  (con  n  >  2)  la  proprietà  che  hanno  due  tetraedri 
j  di  M^^Bius,  di  essere  iperboloidici  (in  tre  modi  diversi):  almeno,  se  del  concetto  di 
quattro  rette  iperboloidiche  si  fa  l'estensione  nel  senso  che  forma  l'oggetto  del  secondo 
mio  lavoro  già  citato,  dove  si  tratta  di  r  -f-  i  rette  d'un  S^  situate  ifi  posÌT^ione  di 
ScHLÄFU,  tali  cioè  che  ogni  S^__^,  il  quale  ne  incontri  r,  incontri  pure  la  rimanente. 
Infatti,  per  quanto  là  ho  dimostrato,  si  dovrebbero  allora  poter  ordinare  i  vertici  della 
piramide  (^A)  in  guisa  che  le  loro  coordinate  costituissero  un  determinante  sifnfnetrico  : 
dò  che  invece  facilmente  si  riconosce  non  esser  possibile  per  n  >  2. 

Si  generalizza  al  contrario,  ma  soltanto  agli  S,^,  per  i  quali  fi  sia  fiumero  pari, 
il  teorema  che  con  gli  otto  vertici  di  due  tetraedri  di  Möbius  si  possono  formare  tre 
altre  coppie  di  siffatti  tetraedri:   poiché  si  ha   che  ifi   ufi   5^^__,  gli  8w  vertici  di  due 

piramidi  di  Möbius  si  distribuiscono  in  altre  —  I  ^  1  maniere  nei  vertici  di  due  pi- 
ramidi di  Möbius.  Due  di  tali  nuove  piramidi  si  ottengono  scegliendo  a  costituir  l'una 
2  m  vertici  di  (^A)  e  i  2  m  vertici  non  corrispondenti  di  (ß),  e  a  costituir  l'altra  i  restanti 
vertici  di  {A)  e  (5)  risp.  omologhi  ai  precedenti. 

Sussiste  infine  per  qualsiasi  valore  di  n  la  proprietà,  che  in  un  Sj^_,  due  piramidi 
di  Möbius  determinano  due  complessi  lineari^  l'uno  di  rette  e  l'altro  di  Sj„_,  (^coincidenti 
quando  sia  n  =  2),  rispetto  a  ciascuno  dei  quali  esse  sono  reciproche  l'una  dell'altra. 
Invero,  mantenute  le  precedenti  notazioni,  e  posto  per  brevità 

«.i  =  (—  ^y^\h  2,  . . .  ,  i  —  I,  i  +  I,  . . .  ,  *  —  I,  fe  +  I,  . . .  ,  2n), 
per  le  espressioni  già  richiamate  dei  complementi  algebrici  degli  elementi  d'un  determi- 
nante emisimmetrico,  le  facce  di  (^A)  opposte  ai  vertici  ^, ,  A^^  . . .  ,  A^^  hanno  risp. 
le  equazioni: 

«a,  ^,  +  *a3  ^3  +  '    •    •  +  *a,an^a«  =  ^y 

«a«,,  *«  +  *a«,a  ^a  +  '    '    '  +  *a.,a»-,  ^a«_,  =  O« 


f4Ò  Lti^t    ikKtOtAtL 


Se  qafaldi  ^«^«w^ 

Pik  =  *.7è  —  ^kJi  ft  *  =  I,  2, .     .  H 

le  coerdinate  Ideali  della  retta  congiungente  i  pumi  x,  jr,  e 

«ji  =  ÇêHi  —  ^i^^i  ft  èa=  I,  a.  ...,2ii 

le  còordiiuue  iperplanari  dell'5^^^  còmuDe  agiMpeqMaiii  ^  d,  i  due  complessi  finearidi 
cui  si  tratu  nel  precedente  enunciato  sono  rìsp.  quelli  rappiesenuti  dalle  equazioni: 

Si  può  osservare  che  il  loro  invariante  simultaneo  vale 

».(i,  2,  ...,  2»), 
epperò  non  è  mai  ntillò  (altrimenti  i  punti  A^j  A^y ... ,  A^  sarebbero  in  un  ipeq)iaDo). 

Pavia,  i6  miggto  1906. 

Luigi  Berzolari. 
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GEODÄTISCHE  LINIEN  AUF  POLYEDERFLÄCHEN. 
Von  Paul  Stflokel  (Hannover). 


Adunanx«  del  27  maggio  1906. 

II 

Ordinare  Polyeder. 

Polyeder  heisse  ein  endliches,  zusammenhängendes  Stück  des  Raumes,  das  von 

^    einer  endfichen  Anzahl  von  Polygonen,  den  Seitenflächen,  begrenzt  wird,  Polygon 

aber   werde  ein  endliches,  zusammenhängendes  Stück  einer   Ebene   genannt,  dessen 

Begrenzung  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  geradlinigen  Strecken,  den  Seiten,  gebildet 

wird;  die  Endpunkte  der  Seiten  liefern  die  Ecken  des  Polyeders. 

Geht  man  auf  einer  Seite  von  einer  Ecke  bis  zur  nächsten  auf  der  Seite  liegenden 
Ecke  des  Polyeders,  so  erhält  man  eine  Kante;  eine  Seite  kann  demnach  aus  mehreren 
Kanten  zusanmiengesetzt  sein.  Es  gibt  zwar  Polyeder,  bei  denen  von  einer  Kante  eine 
beliebige  grade  Zahl  von  Seitenflächen  ausgeht,  im  Folgenden  sollen  aber  nur  solche 
Polyeder  betrachtet  werden,  bei  denen  jede  Kante  genau  zwei  Seitenflächen  angehört. 
Zwei  Seitenflächen,  die  eine  Kante  gemeinsam  haben,  heissen  benachbart  in  Bezug 
auf  diese  Kante.  Liegen  zwei  benachbarte  Seitenflächen  in  einer  Ebene,  so  sollen  sie 
durch  Streichung  der  gemeinsamen  Kante  zu  einer  Seitenfläche  vereinigt  werden  ;  alsdann 
schneiden  sich  in  jeder  Ecke  des  Polyeders  mindestens  drei  Seitenflächen.  Zwei  be- 
nachbarte Seitenflächen  können  mehrere  Kanten  gemeinsam  haben,  diese  Kanten  sind 
aber  notwendig  Teile  einer  Geraden,  nämlich  der  Schnittgeraden  der  Ebenen,  in  denen 
die  beiden  Seitenflächen  liegen. 

Ein  Polyeder,  das  den  soeben  ausgesprochenen  Bedingungen  genügt  und  bei  dem 
ausserdem  die  Seitenflächen  einfach  zusammenhängende  Flächen  sind  und  die  Oberfläche, 
die  Polyeder  fläche,  aus  einem  zusammenhängenden  Stücke  besteht,  soll  ein 
ordinäres  Polyeder  heissen. 

S  ^• 
FottaetMfig  von  Elementefi  geodätischer  Linton. 

Vöö  «inem  Punkte  A  innerhalb  der  Seitenfläche  S  eines  ordinären  Polyeders  ziehe 
man  auf  S  ak  Anfangselement  einer   geodätischen  Linie  der  Polye- 
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der  fläche  eine  geradlinige  Strecke  ABj  deren  Verlängerung  die  Grenze  von  S  zoo 
ersten  Male  in  einem  Punkte  der  Kante  k  schneide,  und  zwar  innerhalb  der  von  dea 
beiden  Ecken  b^renzten  Strecke.  Um  das  Element  A  B  über  k  fortzusetzen,  hat  ma 
die  in  bezug  auf  k  benachbarte  Seitenfläche  T  so  lange  um  k  zu  drehen,  bis  7  in  & 
Ebene  von  5  fällt;  es  ist  zweckmässig,  sich  bei  der  Drehung  das  Polyeder  starr  mit 
5  verbunden  zu  denken.  Die  Verlängerung  von  A  B  möge  die  Grenze  von  T  zun 
zweiten  Male  in  einem  Punkte  innerhalb  der  Kante  /  schneiden,  in  der  T  an  die  Seno- 
fläche  U  grenze.  U  kann  nicht  etwa  mit  5  identisch  sein,  denn  die  Kanten  k  undl 
werden  beide  von  einer  dritten  Geraden  geschnitten,  sind  also  nicht  Teile  einer  imi 
derselben  Geraden,  und  mithin  sind  5  und  T  nicht  benachbart  in  Bezug  auf  die  Kante  i. 
Auf  diese  Art  kann  man  fortfahren,  es  sei  denn,  dass  einmal  die  Verlängening 
von  AB  durch  eine  Ecke  hindurchgeht,  was  jedoch  nur  ausnahmsweise  eintritL  Zieh 
man  nämlich  von  allen  Ecken  des  Polyeders  auf  allen  zugehörigen  Seitenflächen  gcrai 
Strecken,  so  erhält  man  durch  Fortsetzung  dieser  Elemente  eine  endliche  Anzahl  voo 
Scharen  geodätischer  Linien,  die  je  durch  eine  Ecke  gehen,  man  kann  aber  die  G^ 
sammtheit  der  geodätischen  Linien  der  Polyederfläche  stetig  auf  die  Punkte  einer  Ebene 
abbilden,  und  dabei  entsprechen  jenen  Scharen  geradlinige  Strecken  in  der  Ebene.  Daher 
sollen  die  Geodätischen,  die  Ecken  enthalten,  als  singulare  Geodätische  bezeichnet 


und  ihnen  die  übrigen  als  reguläre  Geodätische  g^enübergestellt  werden.  Die  Unter- 
suchung der  singulären  Geodätischen  wird  den  G^enstand  der  §§   12  bis    14  bilden. 

§3. 

Ketten  von  Polygonen. 

Man  nehme  irgend  eine  Seitenfläche  S  des  Polyeders  mit  der  Kante  k  und  drehe 
die  ihr  in  Bezug  auf  k  benachbarte  Seitenfläche  T  so  lange  um  ik,  bis  sie  in  die  Ebene 
von  S  fällt;  dabei  hat  man  sich  das  Polyeder  starr  mit  5  verbunden  zu  denken.  Isti 
eine  Kante  von  T,  in  Bezug  auf  die  es  der  von  5  verschiedenen  Seitenfläche  U  be- 
nachbart ist,  so  drehe  man  U  so  lange  um  /,  bis  es  in  die  Ebene  gelangt^  die  bereits 
S  und  T  enthält.  So  fahre  man  fort  und  sorge  dafür,  dass  je  drei  auf  einander  fol- 
gende Seitenflächen  stets  von  einander  verschieden  sind.  Man  erhält  auf  diese  Art  dne 
endliche  oder  unendliche  Folge  von  Polygonen,  die  je  eine  gemeinsame  Kante  haben. 
Eine  solche  Folge  soll  eine  zu  der  betrachteten  Polyederfläche  gehörige  Kette  von 
Polygonen   genannt  werden. 

Versieht  man  die  Seitenflächen  des  Polyeders  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen 
o,  I,  2,  . . .  ,  r  —  I,  so  wird  jede  zugehörige  Kette  durch  eine  endliche  oder  unendliche 
Folge  von  Zalüen  der  Reihe  o,  i,  2,  . . . ,  r  —  i  characterisiert,  die  man  durch  Vorsetzen 
von  «Null  Komma»  in  die  Darstellung  einer  Zahl  des  r-adischen  Zahlensystems  verwan- 
det kann,  die  zwischen  Null  und  Eins  liegt;  dabei  dürfen  aber  auf  eine  Zahl  der 
Reihe  (Ziffer)  nur  diejenigen  Ziffern  folgen,  die  durch  die  benachbarten  Sdtenflächen 
gegeben  werden,  und  je  drei  benachbane  Ziffern  müssen  verschieden  sein. 
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'^  Dass  die  so  erhaltene  Menge  K  die  Mächtigkeit  des  Continuums  hat,  lässt  sich  nach 
"  einer  freundlichen  Mitteilung  meines  CoUegen  Schoenflies  in  Königsberg  i.  Pr.  am 
*  dnfachsten  so  zeigen.  In  jeder  der  Zahlen  kann  jede  der  Ziffern  mindestens  zwei  ver- 
**  schiedene  Werte  haben,  da  eine  Polyederfläche  an  mindestens  drei  Seitenflächen  grenzt, 
*•  man  kann  also  aus  der  Menge  K  die  Teilmenge  herausheben,  bei  der  jeder  Ziffer  nur 
!»  zwei  der  zulässigen  Werte  beigelegt  sind,  diese  Teilmenge  hat  aber  nach  einem  be- 
li kannten  Satze  die  Mächtigkeit  des  Conrinuums.  Auf  der  anderen  Seite  ist  K  eine 
t  Teilmenge  der  Menge  aller  Zahlen,  die  zwischen  Null  und  Eins  liegen,  also  einer 
\i  Menge  von  der  Mächtigkeit  des  Continuums,  folglich  ist  K  nach  dem  Schröder- 
!t  BERNSTEiNschen  Satze  dem  Continuum  äquivalent. 


§4- 
Gerade  Ketten. 

Eine  unendliche  Kette  heisst  gerade,  wenn  es  eine  grade  Linie ^,  die  Achse  der 
Kette,  gibt,  die  von  einem  Punkte  des  Anfangspolygons  5  ausgeht  und  die  Flächen 
der  zu  der  Kette  gehörigen  Polygone  niemals  verlässt  ;  wenn  man  auf  g  wandert  und 
das  Verhalten  von  g  beobachtet,  hat  man  immer  nur  die  Fläche  des  Polygons  zu 
betrachten,  in  dem  man  sich  augenblicklich  befindet,  also  die  übrigen  Polygone  wegzu- 
nehmen, auch  wenn  sie  zum  Teil  in  die  Fläche  des  betrachteten  Polygones  fallen  und 
so  eine  mehrfache  Bedeckung  der  Ebene  stattfindet. 

Aus  der  Erklärung  der  geraden  Kette  folgt,  dass  ihre  Achse  die  gemeinsamen 
Kanten  der  benachbarten  Polygone  schneidet.  Dieses  Schneiden  kann  auch  in  Ecken 
geschehen;  haben  benachbarte  Polygone  mehrere  gemeinsame  Kanten,  so  wird  immer 
nur  eine  davon  geschnitten.  Mit  der  übrigen  Begrenzung  der  Polygone  kann  die  Achse 
Ecken  und  sogar  ganze  Kanten  gemeinsam  haben.  Falls  g  mit  den  Begrenzungen  der 
Polygone  der  Kette,  sei  es  in  den  Nachbarkanten,  sei  es  ausserhalb,  mindestens  eine  Ecke 
gemeinsam  hat,  soll  es  eine  die  Begrenzung  berührende  Gerade  genannt  werden. 

Ausser  der  Achse  g  kann  es  noch  andere  Gerade  h  geben,  die  von  einem  Punkte 
des  Anfangspolygons  S  ausgehen  und  die  Flächen  der  zur  Kette  gehörigen  Polygone 
niemals  verlassen.  Eine  solche  von  g  verschiedene  Gerade  h  geht  nicht  durch  A^  denn 
wenn  g  und  h  einen  noch  so  kleinen  Winkel  bilden,  entfernt  sich  h  immer  mehr  von 
g  und  muss  daher  schliesslich  aus  den  Flächen  der  Polygone  austreten.  Aus  demselben 
Grunde  kann  h  mit  g  keinen  noch  so  kleinen  Winkel  bilden,  muss  also  zu  g  parallel 
sein.  Besitzt  eine  zu  g  parallele  Gerade  h  die  Eigenschaft,  die  Flächen  der  zur  Kette 
gehörigen  Polygone  niemals  zu  verlassen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  zwischen  g  und 
h  gel^enen,  dazu  parallelen  Geraden,  denn  wenn  eine  davon  austräte,  so  würde  in- 
nerhalb eines  der  Polygone  ein  nicht  dazu  gehöriges  Gebiet  liegen,  gegen  die  Voraus- 
setzung, dass  die  Seitenflächen  einfach  zusammenhängend  sind.  Daher  gibt  es  bei  einer 
geraden  Kette  entweder  eine  einzige  Achse  g  der  oder  eine  Schar  solcher  Achsen,  die 
einander  parallel  sind  und  zwischen   zwei  parallelen  Geraden,  den  Grenzgeraden 
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der  Schar,  liegen.  Der  Abstand  der  Gren2geraden  soll  die  Breite  der  Schar  odcraid 
die  Breite  der  Kette  heissen.  Die  Breite  kann  auch  gleich  Null  sein,  wenn  nämlidi  k 
gerade  Kette  nur  eine  Achse  besitzt.  Gerade  Ketten  dieser  Art  sollen  ei  n fache  Kettea, 
gerade  Ketten,  deren  Breite  von  Null  verschieden  ist,  Streifen*Ketten 
werden. 

Es  gibt  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Grenzgeraden.  Fällt  man  vänSa 
von  den  Ecken  der  Polygone  der  Kette  Lote  auf  eine  Grenzgerade,  so  ist  die 
Grenze  der  Lotlängen  gleich  Null,  denn  sonst  könnte  man  die  Greni^erade  nach  bddei 
.Scia-n  parallel  verschieben,  ohne  dass  die  verschobene  Gerade  aus  den  Flächen  der  m 
Kette  gehörigen  Polygone  austräte.  Entweder  gibt  es  nun,  wenn  man  vaa  A  vxié 
àtr  Grenzgeraden  wandert,  eine  besdmmte  Ecke,  für  die  die  Lotlänge  verschwindet,  odff 
die  untere  Grenze  Null  wird  niemals  erreicht  ;  diesen  beiden  Fällen  entsprechend  soün 
berührende  und  asymptotische  Grenzgerade  unterschieden  werden. Esmôp 
noch  bemerkt  werden,  dass  eine  Grenzgerade,  die  einer  Schar  von  Achsen  angehört, 
sehr  wohl  parallel  verschoben  werden  kann,  ohne  dass  die  verschobene  Gerade  aus 
den  Flächen  der  zur  Kette  gehörenden  Polygone  austritt,  dabei  handelt  es  sich  aber  no: 
um  Verschiebungen  nach  einer  Seite  hin,  und  wird  die  Grenzgerade  nach  der  andera 
Seite  hin  verschoben,  so  hört  die  verschobene  Gerade  auf,  Achse  der  Kette  zu  sein. 

S  5. 

Beispiel:  Der  Wflrfel. 

hin  HcLsj)icl  möge  zur  l^rläuterung  dienen.  Bei  einem  Würfel  bestehen  die  Ketten 
aus  Quadraten,  die  mit  je  einer  Seite  aneinanderstossen.  und  man  erhält  alle  genuiça 
Kcta-ii,  wenn  man  eine  Ebene  durch  zwei  Scharen  äquidistanter  Geraden  in  Quadrare 
zerlegt  und  diejenigen  Quadrate  herausnimmt,  die  eine  von  einem  Punkte  A  ausgehende 
Gerade  schneiden. 

Zur  genaueren  Untersuchung  führe  man  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
der  X,  y  ein,  dessen  Anfangspunkt  eine  Ecke  des  Quadrates  ist,  in  dem  A  liegt  un: 
dessen  Achsen  die  durch  die  Ecke  gehenden  beiden  Geraden  der  Scharen  werden.  Die 
Gleichung  der  Geraden  g  sei  in  der  HESSEschen  Normalform  : 

cos  «/ .  X  -}-  sin  «/  .y  —  d  =z  o. 

Von  den  Ecken  der  zur  Kette  gehörigen  Polygonen  mögen  Lote  auf  g  gefällt  werden. 
Die  untere  Grenze  der  Lotlängen  ergibt  sich,  wenn  man  die  untere  Grenze  der  Wene 
bestimmt,  die  die  linearform 

/  =  cosw.x  -]-  sinw.y  —  d 

für  ganzzalilige  a,  y  annimmt.  Hierbei  hat  man  zu  unterscheiden,  oh  tgw  rational 
oder  irrational  ist. 

Ist  tg  w  gleich  dem  Quotienten  der  beiden  ganzen,  teilerfremden  Zahlen  p  und  f 
so  werden  für  ganzzahlige  jc,  y  durch  die  Linearform  cosw .x  -j-  sinw,y  alle  ganzec 
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i  Vielfachen  von  r  =  i  :  ip^  -}-  (^  dargestellt,  und  die  untere  Grenze  von  /  ist  Null,  wenn 
w  à  ein  ganzes  Vielfaches  von  r  ist,  sie  ist  von  Null  verschieden,  wenn  das  nicht  stattfin- 
«  det.  Im  ersten  Fall  ist  g  eine  Grenzgerade,  und  zwar  eine  berührende  Grenzgerade  ;  sie 
s  gehört  zu  einer  Schar  der  Breite  r.  In  dem  zweiten  Fall  ist  g  eine  Gerade  innerhalb 
einer  solcher  Schar  der  Breite  r.  Zu  den  rationalen  Werten  vgn  \%w  sind  auch  die 
Il  Werte  o/i  und  i/o  zu  rechnen,  die  den  Winkeln  o°  und  90°  entsprechen.  Einem  jeden 
li  rationalen  Werte  pfq  von  x%w  ist  so  eine  Kette  der  Breite  r  zugeordnet;  die  Menge 
è  dieser  Ketten  hat  die  Mächtigkeit  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen. 
Si*  Ist   tgit/   irrational,    so    werden   durch    die   Linearform   cosî^.x -j- sin«/.}'  für 

Wi  ganzzahlige  x,  y  Werte  dargestellt,  die  jedem  gegebenen  Werte,  und  zwar  von  beiden 
li  Seiten,  beliebig  nahe  kommen,  und  daher  hat  die  Linearform  cos«;.x-j- sin  ti/._y  —  à 
B  Null  zur  unteren  Grenze.  Die  Gerade  g  ist  also  die  Achse  einer  einfachen  Kette.  Sie 
il  ist  berührend,  wenn  à  sich  in  der  Form  cos  tt/ .  x  -f-  sin  î(/  .  y  darstellen  lässt,  asympto- 
:    tisch,  wenn  das  nicht  eintritt. 

\  Die  Menge  der  so  entstehenden  einfachen  Ketten  hat  die    Mächtigkeit  des  Conti- 

nuums, denn  erstens  kann  \%w  irgend  einen  irrationalen  Wert  haben  und  zweitens 
ist  bei  festem  w  noch  à  beliebig;  es  genügt  übrigens,  dafür  Werte  zwischen  i  und 
1/2  zu  setzen.  Bei  gegebenem  w  erhält  man  eine  Schar  von  paralleler  Geraden,  in 
denen  eine  überalldichte,  abzählbare  Menge  von  berührenden  Grenzgeraden  steckt, 
während  der  Rest  aus  asymptotischen  Grenzgeraden  besteht. 

Bei  dem  Würfel  wird  man  die  einfache  Kette  als  den  «  häufigsten  »  Fall  zu  be- 
zeichnen haben,  die  Streifen-Ketten  als  Ausnahmen.  Ich  vermute,  dass  hd  einem  «  allge- 
meinen Polyeder  »  alle  geraden  Ketten  einfach  sind,  das  heisst,  dass  Streifen-Ketten  nur 
auftreten,  wenn  zwischen  den  Stücken  des  Polyeders  besondere  Beziehungen  stattfinden, 
und  dass  ferner  die  Mächtigkeit  der  Streifen-Ketten  immer  nur  höchstens  gleich  der 
Mächtigkeit  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen  ist. 

§  6. 
Gerade  Ketten  und  geodätische  Linien. 

Zwischen  den  geraden  Ketten  und  den  geodätischen  Linien  der  Polyederflächen 
besteht  ein  enger  Zusammenhang. 

Zu  einer  Streifen-Kette  gehört  eine  Schar  regulärer  Geodätischer,  deren  Bilder  in 
der  Ebene  der  Kette  die  parallelen  Geraden  g  sind;  sie  sollen  parallele  Geodätische 
heissen.  Die  Grenzgeraden  der  Schar  liefern  nur  dann  Bilder  geodätischer  Linien, 
wenn  sie  asymptotisch  sind,  denn  berührende  Grenzgeraden  geben  im  Allgemeinen  nur 
bis  zum  ersten  Berührungspunkte  mit  der  Begrenzung,  also  der  ersten  auf  ihnen  lie- 
genden Ecke,  das  Bild  einer  singulären  Geodätischen  ;  wie  diese  über  die  Ecke  hinaus 
fortzusetzen  ist,  bedarf  einer  besonderen  Untersuchung  (§  12).  Hiermit  ist  zugleich  der 
Fall  der  einfachen  Kette  erledigt. 

Dass  umgekehrt  zu  einer  jeden  regulären  Geodätischen  eine  gerade  Kette  gehört, 

Rmti,  Ort,  Umttm.  Pmltrmê,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  U  a  lugUo  1906.  ^"^ 
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bedarf  keines  ausdrücklichen  Beweises.  Anders  steht  es  mit  den  singulären  Geodâtischai 
denen  eine  gerade  Kette  zugeordnet  sein  kann,  aber  nicht  zugeordnet  zu  sein  brauds. 

Geodätische  Linien,  deren  Bilder  asymptotische  Grenzgerade  sind,  sollen  sdbi 
asymptotische  Geodätische  heissen.  Werden  nämlich  von  den  Ecken  der  zu- 
gehörigen Kette  auf  die  Grenzgerade  Lote  gefällt,  so  ist  die  untere  Grenze  der  Lx- 
längen  gleich  Null,  ohne  dass  jemals  eines  der  Lote  die  Länge  Null  hätte,  es  gilit 
mithin  in  der  Kette  eine  unendliche  Folge  von  Ecken,  bei  der  der  Abstand  von  da 
Grenzgeraden  kleiner  wird  als  jede  g^cbcne,  noch  so  kleine  Grösse.  Da  aber  nur  ànt 
endliche  Anzahl  von  Polyederecken  vorhanden  ist,  muss  mindestens  eine  Ecke  in  jcdq 
Folge  von  Ecken  unendlich  oft  auftreten,  mithin  wird  durch  eine  asymptotische  Grem- 
gerade  eine  Geodätische  dargestellt,  die  ;(m  einer  gewissen  An:^ahl  von  Polyedereàen,  ü 
auch  gleich  eins  sein  kamij  immer  wieder  Tiurückkehrt  und  sich  diesen  Ecken  asymptofisà 
nähert. 

Man  könnte  hieraus  eine  Einteilung  der  asymptotischen  Geodätischen  entnehxnen, 
bei  der  diejenigen  in  eine  Klasse  gehören,  die  dieselben  asymptotischen  Ecken  besitzen, 
und  es  würde  sich  dann  die  Frage  erheben,  ob  alle  logisch  möglichen  Klassen  audi 
wirklich  auftreten,  im  Besonderen,  ob  es  Geodätische  gibt,  die  sich  allen  Ecken  dfis 
Polyeders  asymptotisch  nähern. 

Wenn  sich  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  Kräftefunction  auf 
einer  krummen  Fläche  bewegt,  hat  Herr  J.  H  ad  amaro  bewiesen,  dass  alle  Bahnen, 
auf  denen  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  der  Kräftefunction  liefen,  immer  \\-ieder 
nach  einer  gewissen  anlachenden  Region  der  Fläche  zurückkehren.  Die  asymptotischen 
Geodätischen  einer  Klasse  zeigen  ein  ganz  ähnliches  Verhalten  :  die  anziehende  Rcdi^n 
besteht  für  sie  aus  der  Umgebung  gewisser  Ecken  des  Polyeders. 

Eine  wichtige  Frage  wäre  auch,  wie  sicii  die  von  einem  Punkte  A  der  Polve- 
derfläche  ausstrahlenden  asymptotischen  Geodätischen  auf  die  verschiedenen  Klasücn 
verteilen. 

§7. 

Die  zwei  Zweige  einer  Geodätischen. 

Bis  jetzt  wurde  immer  nur  der  Teil  oder  Zweig  einer  Geodätischen  ins  Auce 
gefasst,  der  sich  von  einem  Punkte  A  einer  Seitenfläche  5  nach  der  einen  Seite  hin 
erstreckt.  Man  hat  aber  die  Geodätische,  um  ihren  ganzen  Verlauf  zu  erhalten,  ebcntalk 
nach  der  anderen  Seite  hin  fortzusetzen.  Hierbei  wiederholen  sich  jedoch  mir  die  Be- 
trachtungen, die  bereits  angestellt  worden  sind,  und  es  würde  nur  noch  die  Frage  zu 
beantworten  sein,  ob  bei  der  Zusammenfassung  der  beiden  Zweige  die  logisch  mögli- 
chen Verbindungen  des  Verhaltens  auf  je  einer  der  beiden  Seiten  auch  wirklich  auf- 
treten oder  ob  der  Verlauf  nach  der  einen  Seite  den  Verlauf  nach  der  anderen  Seite  in 
gewisser  Weise  beeinflusst;  es  ist  mir  jedoch  nicht  gelungen,  hierüber  Ergebnisse  zu 
erlangen. 
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Es  gibt  einen  Fall,  wo  es  nicht  erforderlich  ist,  zwei  Zweige  einer  Geodätischen 
zu  unterscheiden,  wenn  diese  nämlich  in  der  Weise  nach  dem  Anfangspunkte  A  zu- 
rückkehrt, dass  die  Fortsetzung  über  A  hinaus  mit  dem  Anfangselemente  AB  zusam- 
menfällt, wenn  man  es  also  mit  einer  geschlossenen  Geodätischen  zu  tun 
hat.  Dieser  Fall  soll  in  den  nächsten  Paragraphen  ausführlich  behandelt  werden. 

§8. 
Geschlossene  geodätische  Linien. 

Eint  Geodätische  heisse  geschlossen,  wenn  man  von  dem  Anfangspunkte  A  ausgehend 
nach  dem  Durchlaufen  einer  endlichen  Bogenlänge  in  der  Weise  nach  A  :(urückkehrtj 
dass  die  Fortset:^ung  über  A  hinaus  mit  dem  Anfangselemente  AB  ^zusammenfällt.  Es 
genügt  also  nicht,  dass  die  Geodätische  nach  A  zurückkehrt,  denn  wenn  ihre  Fortsetzung 
über  A  hinaus  mit  dem  Anfangselemente  AB  einen  (von  Null  verschiedenen)  Winkel 
bildet,  kann  man  nur  schliessen,  dass  sie  in  A  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Wenn  im  Folgenden  von  den  Polygonen  einer  geraden  Kette  gesprochen  wird,  so  hat 
man  zu  beachten,  dass  dabei  Polygone  als  verschieden  anzusehen  sind,  die  verschiedenen 
Seitenflächen  des  Polyeders  entsprechen.  Unter  diesen  Seitenflächen  können  sich  auch 
sehr  wohl  congruente  Polygone  befinden,  ja  es  können  alle  Seitenflächen  congruent  sein. 

In  einer  geraden  Kette,  die  zu  einer  geschlossenen  Geodätischen  gehört,  muss,  in 
dem  soeben  angegebenen  Sinne,  die  Seitenfläche  S  beständig  wiederkehren,  und  wenn 
man  die  ihr  entsprechenden  congruenten  Polygone  S,  S',  S",  S'",  . . .  zur  Deckung 
bringt,  müssen  die  Stücke  der  darstellenden  Geraden  g^  die  in  diese  Polygone  fallen, 
ebenfalls  zur  Deckung  gelangen.  Da  es  sich  hier  am  Betrachtungen  in  der  Ebene  han- 
delt, hat  man  zwischen  eigentlicher  Congruen^^  und  Symmetrie  zu  unterscheiden,  je  nach- 
dem die  Deckung  durch  eine  Parallelverschiebung  an  g  entlang  oder  durch  eine  sol- 
che Verschiebung  und  darauf  folgende  Spiegelung  an  g  bewirkt  wird.  Sind  S  und  S' 
eigentlich  congruent,  so  gilt  dasselbe  von  den  Polygonen  S",  S"\  . . .  ,  und  man 
erhält  die  gerade  Kette,  indem  man  eine  Folge  von  endlich  vielen  Polygonen  beständig 
wiederholt.  Dasselbe  gilt  auch  in  dem  Falle  der  Symmetrie  von  S  und  S',  nur  beginnen 
hier  die  sich  wiederholenden  Folgen  der  Reihe  nach  mit  S,  S",  5"",  . . .  ,  und  eine 
jede  von  ihnen  besteht  aus  zw^ei  Hälften,  die  in  Bezug  auf  g  symmetrisch  sind;  die 
Geodätische  schliesst  sich  schon  in  S'. 

Periodische  gerade  Ketten. 

Eine  gerade  Kette  heisst  periodisch,  wenn  sie  durch  die  beständige  Wiederholung 
einer  Folge  von  endlich  vielen  Polygonen  entsteht.  Wird  diese  Folge  mit  S,  T,  [7,  ...,  Z 
bezeichnet,  so  kommen  also  nach  Z  in  der    Kette  Polygone    5',  T',  17',  . . .  ,  Z', 
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die  beziehungsweise  mit  Sj  T^  U^  ..,,  Z  congruent  sind  ;  u.  s.  w.  Das  Stuck  einer  Achse 
g  der  Kette,  das  in  5  T  [7  ...  Z  liegt,  werde  mit  ^  P  bezeichnet,  die  ihm  in  S'  T  U'  ...Z 
vermöge  der  Congruenz  entsprechende  geradlinige  Strecke  mit  A'P*.  Dann  lässt  sia 
zeigen,  dass  JP  und  A' P*  Stücke  einer  und  derselben  Geraden,  also  einer  Achse  ia 
Kette,  sein  müssen.  Würde  nämlich  die  Verlängerung  von  AP  das  Stück  A'P'  nidi 
enthalten,  so  wären  AP  und  A*P*  entweder  parallel  oder  sie  bildeten  mit  einander 
einen  (von  Null  verschiedenen)  Winkel.  In  dem  ersten  Fall  würden  die  Strecken,  & 
vermöge  der  Congruenz  aus  AP  hervorgehen,  sich  bei  der  Wiederholung  der  Folge 
von  der  Verlängerung  der  Achse  immer  mehr  entfernen,  während  doch  die  Lange 
der  Lote  von  den  Ecken  der  Polygone  auf  die  Achse  eine  endliche  obere  Grenze  ha, 
in  dem  zweiten  würden  alle  diese  Strecken  Tangenten  an  einen  Kreis  sein,  deren  B^ 
rührungsradien  mit  einander  gleiche  Winkel  bilden,  und  man  w^ürde,  wenn  man  arf 
der  Achse  wandert,  schliesslich  in  die  Nähe  von  A  zurückgelangen.  Beide  AnnahnKo 
führen  demnach  auf  einen  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung,  dass  die  Kette  gerade 
sein  soll.  Hieraus  folgt,  dass  die  Folgen  einer  periodischen  Kette  zur  Deckung  gelangen, 
wenn  man  sie  einer  Parallelverschiebung  entlang  einer  Achse  der  Kette  unterwirft 

Die  Grenzgeraden  einer  periodischen  Streifen-Kette  sind  berührende  Gerade;  denn  faut 
man  von  den  Ecken  der  Polygone  die  Lote  auf  eine  Achse  der  Kette,  so  erhält  man 
nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Lotlängen,  und  bei  den  Grenzgeraden  muss 
darunter  die  Länge  Null  sein.  Aus  demselben  Grunde  ist  die  Achse  einer  einfachen  p^ 
riodischen  Kette  eine  berührende  Gerade,  und  ihr  entspricht  also  eine  singulare  geodä- 
tische Linie.  Hieraus  folgt,  dass  eine  reguläre  geodätische  Linie  nur  dann  geschlossen 
sein  kann,  wenn  sie  einer  Schar  paralleler  Geodätischer  angehört.  Ist  aber  eine  Geodäti- 
sche einer  Parallelschar  geschlossen,  so  sind  es  alle;  nur  das  Verhalten  der  singulären 
Geodätischen,  die  den  beiden  Grenzgeraden  der  Schar  entsprechen,  bedarf  einer  be- 
sonderen Untersuchung. 

Bezeichnet  man  als  Länge  einer  geschlossenen  Geodätischen  die  Bo- 
genlänge von  dem  Anfangspunkte  A  bis  zu  der  ersten  Wiederkehr  nach  A,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  alle  Geodätischen  der  Schar  dieselbe  Bogenlänge  besit:(en,  höchstens  eint 
ausgenommen,  der  die  halbe  Bogcfilänge  '^ukommi.  Dieser  Ausnahmefall  tritt  ein,  wenn 
auf  5  zuerst  das  an  g  gespiegelte  S'  folgt;  da  eine  solche  Spiegelung  nur  in  Bezug 
auf  eine  Gerade  der  Schar  möglich  ist,  gibt  es  höchstens  eine  solche  Geodätische,  die 
Symmetrale  genannt  werden  könnte. 

§  10. 
Machtigkeits-Betrachtungen. 

Die  Menge  der  :^u  einem  Polyeder  gehörigen  periodischen  geraden  Ketten  bat  höch- 
stens die  Mächtigkeit  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen,  denn  versieht  man  die  Seiten- 
flächen mit  den  Zahlen  o,  i,  2,  ...  ,  r  —  i,  so  entspricht  jeder  periodischen  Kette  eine 
Zahlenfolge,  die  durch  Vorsetzen  von  «  Null  Komma  »    in   einen   periodischen   echten 
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:  Bruch  des  r-adischen  Systems  verwandelt  wird,  sodass  jede  periodische  gerade  Kette 
durch  eine  rationale  Zahl  characterisiert  wird.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  sich  die  Menge 
der  geschlossenen  Geodätischen  einer  Polyederfläche,  wenn  es   deren   überhaupt  gibt, 

i   stetig  auf  eine  abzählbare  Anzahl  von  Strecken  abbilden  lässt,  während  gleichzeitig  die 

!    Menge  aller  Geodätischen  stetig  auf  die  Punkte  einer  Ebene  abgebildet  wird. 

Betrachtet  man  die  Gesammtheit  der  Geodätischen,  die  von  einem  Punkte  A  aus- 

;  gehen,  so  kann  eine  jede  höchstens  einer  Parallelschar  angehören,  daher  bilden  die  von 
A  ausgehenden  geschlossenen  Geodätischen  eine  durch  die  natürlichen  Zahlen  abzählbare 
Menge.  Ihre  Anfangselemente  A  B  können  allerdings  überalldicht  in  der  Menge  der  von 
ji  ausstrahlenden  Elemente  A  B  liegen  ;  das  ereignet  sich  zum  Beispiel  beim  Würfel  für 
jeden  Punkt  A  innerhalb  einer  der  Seitenflächen.  Man  hat  hier  eine  gewisse  Analogie 
mit  dem  Verhalten  der  geschlossenen  geodätischen  Linien  auf  gewissen  Flächen,  deren 
Linienelement  den  LiouviLLEschen  Typus  hat;  vergi,  meine  Abhandlung  in  dem  130. 
Bande  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  (1905). 

§11. 

Beispiele  geschlossener  Geodätischer. 

Mein  College  K.  Rodenberg  in  Hannover  hatte  die  Freundlichkeit,  mich  darauf 
hinzuweisen,  dass  bei  den  regulären  Polyederflächen  geschlossene  Geodätische  vorkommen. 

Um  bei  dem  Würfel  eine  geschlossene  Geodätische  zu  erhalten,  braucht  man*  nur 
in  der  in  Quadrate  geteilten  Ebene  (§  5)  durch  zwei  Punkte  P  und  ö>  deren  Abscis- 
sen  und  Ordinaten  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  eine  Gerade  g  zu  legen;  denn 
versieht  man  die  Seitenflächen  des  Würfels  mit  den  Zahlen  o,  i,  2,  3,  4,  5  und 
trägt  auf  g  von  P  aus  beständig  die  Strecke  PQ  ab,  so  ist  den  Endpunkten  dieser 
Strecken  durch  die  Seitenflächen,  auf  denen  sie  liegen,  eine  unendliche  Folge  von  Zahlen 
der  Reihe  o,  i,  2,  3,  4,  5  zugeordnet,  und  es  muss  sich  spätestens  bei  dem  siebenten 
Schritt  die  zu  P  gehörige  Zahl  wiederholen,  also  die  Geodätische  schliessen. 

Da  tg  «;  für  die  Gerade  g  einen  rationalen  Wert  p/q  hat,  gehört  die  geschlossene 
Geodätische  einer  Parallelschar  der  Breite  r  =  i/^j)*  -j-  q^  an.  Hat  umgekehrt  tg  w 
einen  rationalen  Wert  p/q^  so  findet  man  eine  Gerade  g  mit  diesem  Werte  von  «;, 
wenn  man  zwei  Punkte  P  und  Q  verbindet,  deren  Abscissen  sich  um  y,  deren  Ordi- 
naten sich  um  p  unterscheiden,  mithin  liefern  bei  dem  Würfel  alle  Parallelscharen  ge- 
schlossene Geodätische.  Die  gemeinsame  Länge  der  Geodätischen  einer  solchen  Schar  steht 
in  rationalem  Verhältnis  zu  |//?'  -j-  q^\  allgemein  gesprochen  sind  also  die  geschlossenen 
Geodätischen  um  so  länger,  je  schmaler  die  zugehörige  Streifen-Kette  ist,  und,  wenn 
die  Breite  der  Kette  verschwindet,  wächst  die  Länge  der  Geodätischen  ins  Unendliche. 

Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  diejenigen  regulären  Polyeder  flächen,  die  sich 
aus  gleichseitigen  Dreiecken  T^usammensetT^en  ;  man  hat  bei  ihnen  eine  Ebene  in  ein  Sy- 
stem congruenter  gleichseitiger  Dreiecke  zu  teilen.  Ganz  anders  aber  verhält  sich  das 
reguläre  Pentagon-Dodekaeder,  denn  es  gibt  keine  lückenlose  Ueberdeckung  der  Ebene 
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mit  regulären  Fünfecken  ;  es  scheint,  als  ob  hier  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Schara 
geschlossener  geodätischer  IJnien  vorhanden  sei. 

Singtiiare  geodätische  Linien. 

Wenn  eine  Geodätische  an  eine  Ecke  E  von  S  gelangt,  kann  sie  nur  auf  éas 
der  beiden  Seitenflächen  T^  und  T^  weitergehen,  die  der  Seitenfläche  S  in  Bezug  anf 
die  beiden  von  E  ausgehenden  Kanten  benachbart  sind.  Werden  T,  und  T,  um  diese 
Kanten  /r,  und  k^  gedreht,  bis  sie  in  die  Ebene  von  S  fallen,  so  erhält  man  drei  Po- 
lygone r, ,  S,  T^  die  in  E  zusammenstosscn,  und  wenn  von  Ehd  T^  ausser  der  Kamt 
k^  die  Kante  /^,  bei  T^  ausser  k^  noch  /^  abgeht,  ergeben  sich  für  die  Lage  von  l 
und  /^  drei  Möglichkeiten:  i)  Zwischen  /,  und  /^  bleibt  ein  freier  Raum,  das  heisit 
ein  Winkelrauni,  den  in  der  Nähe  von  E  keins  der  drei  Polygone  bedeckt,  2)  i, 
und  /j  fallen  in  eine  Gerade,  3)  die  Flächen  T,  und  T^  überdecken  einander  teilweise, 
sodass  in  der  Nähe  von  E  der  Winkelraum  zwischen  /^  und  /^  doppelt  bedeckt  wird. 

Wenn  bei  dem  ersten  Fall  die  Verlängerung  des  Elementes  A  E  über  E  hinaus  in 
den  freien  Raum  geht,  ist  die  Fortsdiiing  der  singulären  Geodätischen  über  E  hinatu 
tmmöglich,  wenn  aber  die  Verlängerung  von  j4E  in  das  Innere  von  T,  oder  T^  ein- 
tritt, ist  die  Fortsetzung  über  E  hinaus  gesichert,  und  E  ist  nur  eine  scheinbare 
Singularität.  Eine  besondere  Untersuchung  erfordern  die  Grenzfälle,  dass  /^  Ver- 
längerung von  k^  oder  /^  Verlängerung  von  k.  ist,  worauf  nocli  zurückzukommen  sein 
wird.  Ganz  ähnlich  steht  es  bei  dem  zweiten  hall,  bei  dem  nur  der  freie  Raum  w^- 
füllt.  Dagegen  ist  bei  dem  dritten  Fall  für  Elemente  J  E,  die  in  den  doppelt  bedeckten 
Winkclraum  eintreten,  eine  doppelte  Möirlichkcit  iler  Fortset:^u)ig  vorhanden,  mithin  spaltet 
sich  die  Geodätische  in  :^^uci  Teile. 

In  allen  drei  Füllen  kann  es  eintreten,  Jass  man  als  Element  einer  Geodätischen 
eine  Kante  des  Polyeders  erhält.  Man  darf  diese  mit  demselben  Rechte  den  beiden  Sei- 
tenflächen S,  und  S^  zurechnen,  auf  denen  sie  lieizt,  und  hat  von  diesen  Seitenflächen 
ausgehend  die  Fortsetzung  vorzunehmen.  Dabei  werden  wieder  die  drei  soeben  erör- 
terten Möglichkeiten  eintreten,  sodass  man  unter  Umständen  vier  gleichberechtigte  Fort- 
setzungen erhält. 

§   13- 
Grenzübet^änge. 

Wenn  die  Fortsetzung  einer  singulären  Geodätischen  auf  die  angegebene  Art  nicht 
gelingt,  kann  man  versuchen,  durch  einen  Grenzübergang  eine  Fortsetzung  zu  erhalten, 
indem  man  nämlich  eine  reguläre  Geodätische  betrachtet,  deren  Anfongselement  pa- 
rallel zu  ^£  verläuft,  und  den  Abstand  der  beiden  Elemente  stetig  gegen  Null  abnehmen 
lässt. 
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Bei  dem  Tetraeder  zeigt  die  Durchführung  dieses  Verfahrens,  dass  die  benachbarte 
Geodätische  um  E  herumgehend  nach  der  Ausgangsfläche  S  zurückkehrt,  und  bei  dem 
Grenzübergange  erhält  man  einen  Linienzug,  der  in  gerader  Linie  von  A  nach  E  geht 
und  von  dort  in  gerader  Linie  wieder  nach  E  zurückkehrt;  so  kommt  man  nicht  über 
E  hinaus,  hat  aber  doch  eine  befriedigende  Aufklärung  über  die  Natur  des  singulären 
Punktes  E  erlangt. 

Nicht  so  günstig  steht  es,  wenn  man  die  Diagonale  einer  Seitenfläche  eines  Wür- 
fels als  Element  A  E  wählt,  denn  jetzt  ergibt  sich,  je  nach  der  Seite,  auf  der  die  be- 
nachbarte parallele  Geodätische  liegt,  eine  andere  Grenze,  nämlich  eine  der  beiden  Dia- 
gonalen der  zu  5  benachbarten  Seitenflächen.  Es  ist  klar,  dass  keine  dieser  beiden 
Fortsetzungen  eine  kürzeste  Linie  der  Würfelfläche  liefert,  beide  sind  also  zu  verwerfen. 

§  14- 
Fortsetzung  Geodätischer  über  singulare  Punkte. 

Dass  der  Verlauf  einer  Geodätischen  durch  ein  Element,  das  heisst  den  Punkt  A 
und  die  Tangente  AB  in  ihm,  nicht  eindeutig  bestimmt  ist,  scheint  in  Widerspruch 
zu  stehen  mit  einem  Satze,  den  Herr  G.  Darboux  auf  5.  407  des  zweiten  Bandes 
seiner  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  ausgesprochen  hat  :  Une  ligne  géodésique  est 
pleinement  déterminée  par  la  condition  de  passer  en  un  point  de  la  surface  et  d'y  admettre 
une  tangente  donnée.  Dass  dieser  Satz  nur  unter  einer  Beschränkung  gilt,  die  dem  Zu- 
sammenhange, in  dem  er  auftritt,  zu  entnehmen  ist,  zeigt  das  folgende  einfache  Bei- 
spiel. Wenn  die  erzeugende  Curve  einer  Rotationsfläche  die  Rotationsachse  in  einem 
Punkte  A  berührt,  so  sind  alle  Meridiane  der  Fläche  Geodätische,  die  durch  A  gehen 
und  in  A  die  Rotationsachse  zur  Tangente  haben.  Man  erkennt  aber,  dass  die  Fläche 
in  A  keine  Tangentialebene  besitzt,  und  der  Zusatz,  der  dem  Theoreme  von  Herrn  Dar- 
boux hinzuzufügen  ist,  besteht  darin,  dass  sich  die  Flache  in  A  regulär  verhalten  muss  ; 
die  Eindeutigkeit  der  Fortset:(ung  bleibt  solange  erhalten,  als  die  Geodätische  keinen  singu- 
lären Punkt  der  Fläche  trifft.  Dass  bei  den  Geodätischen,  die  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  genügen,  durch  einen  singulären  Punkt  mehrere,  ja  unendlich  viele 
Geodätische  gehen  können,  die  alle  dieselbe  Tangente  haben,  ist  eben  so  wenig  wun- 
derbar, als  dass  durch  einen  Knoten  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  unzählig 
viele  Integralcurven  hindurchgehen. 

Die  Untersuchung  der  Singularitäten  der  Differentialgleichung  der 
geodätischen   Linien   soll  den  Gegenstand  einer  zweiten  Mitteilung  bilden. 

Hannover,  den  21.  Mai  1906. 

Paul  Stäckel. 
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SUI  PRINCIPn  DELLA  MECCANICA. 
Nou  di  C.  Bural i-Forti  (Torino). 


Adunania  del  27  màggio  190e. 


Ix'  idee  primitive  che  compariscono  nella  Meccanica  sono  molte  :  alle  prindpaE  e 
tempo,  massa,  for^a,  composi:^ione  di  for^e^  equilibrio,  attra:^iomj  se  ne  uniscono  aicit 
non  facilmcna'  analizzabili,  e  che,  come  le  prime,  sono  strettamente  coltrate  con  ià. 
ft|>crttnenuli  del  mondo  fisico.  Le  leggi  cui  obbediscono  queste  idee  primitive  saoot 
»presse  dai  postulati  staHà  e  di  moto,  tra  i  quali  hanno  speciale  importanza  i  prinà^ 
dei  lavori  virtuali  delle  pressioni  vincolari  e  di  D'Alembert  *).  Idee  primitive,  postuk 
e  prìncipi,  insieme  a  fondamentali  nozioni  di  geometria  **\  formano  il  modello  per  ù 
Meccanica. 

Omruire  un  modello  più  semplice  dell'attuale,  cioè  meno  complesso  sia  riguardo 
,allc  idee  primitive  che  ai  postulati,  ma  con  lo  stesso  coìnpo  di  applicazioni,  mi  part 
cofia  ijnportantc  tanto  sotto  l'aspetto  scientifico  che  sotto  quello  didattico  ***).  È  appuitó 
qiicfito  lo  scopo  che  mi  propongo  raggiungere  ****)  in  quesu  breve  Nota. 

•;  \m  prjtcnza  e  generalità  di  questi  principi  li  mette,  naturalmente,  a  base  di  ogni  importir- 
trJtt.i/iorie  dì  Meccanica  razionale. 

Per  Li  genesi  dei  principi  e  procedimenti  che  avrò  occasione  di  citare  in  questa  Nota,  riman:: 
il  lettore  alla  Meccanica  raxionalr  del  Prof.  R.  Marcolongo  (Manuali  Hoepli,  1905),  che,  ricchissLi:- 
di  importami  notizie  storiche,  dà,  sotto  forma  chiara,  semplice  e  precisa,  completa  conoscenza  àt^ 
varie  idee  «.he  compariscono  in  meccanica,  del  loro  graduale  sviluppo  e  delle  loro  applicazioni. 

**)  La  forma  semplice  che  daremo  in  questo  lavoro  jlÌ  modello  per  la  meccanica,  non  esige  aumcr.: 
di  nozioni  geometriche  ;  anzi  rende  inutili  tutte  quelle  che,  più  che  agli  enti  geometrici  in  sé,  si  riu 
riscono  ai  numeri  che  rappresentano  punti,  direzioni,  rette,  ecc. 

**•;  ().  Vailati,  //  Pragmatismo  e  la  Lofrica  matematica. 

•***j  Caìw  metodi  senjplicissimi  e  pressoché  elementari. 

Le  questioni  relative  alla  cinemalicay  alla  ricerca  dei  centri  di  pravità,  dei  momenti  d'inerzia,  . 
appartengono  tutte  alla  f^eometria  metrico  proiettiva  :  hanno  notevoli  applicazioni  nella  meccanica,  r: 
non  avendo  hisogno  del  concetto  di  forza,  sono  indipendenti  da  qualsiasi  modello  meccanico.  Viene  c" 
me  conseguenza  che,  dato  ai  corsi  di  geometria  uno  sviluppo  riguardante  più  da  vicino  le  applicator 
pratiche,  la  nìeccanica  propriamente  detta  può  dare  più  ampio  sviluppo  olle  questioni  reali  e  praii:h. 
del  mondo  fisico,  specie  quando  abbia  a  disposizione  un  modello  semplice  e  metodi  semplici  iycr.o 
riali)  per  il  suo  uso.  Cfr.  C.  Bukali-Porti  :  I^  formule  di  Frenet  per  le  superfici  [Atti  Acc.  Torino, 
voi.  XXXVII  (1901-902;,  pp.  233-246];  Ingranaggi  piani  [Ibid.,  id.,  pp.  393-413];  Sul  moto  di  un  corp^ 
rigido  [Ibid.,  vol  XXXVIII  (1902-903),  pp.  iSJ-iyoJ- 
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Il  modello  che  io  costruisco  contiene  due  sole  idee  primitive  sistema  materiale  sem- 
pliu,  e  tempo  *).  Unnico  postulato  è  quello  del  minimo  cammino  (Kürzeste  Bahn) 
dovuto  all'HERTz  **),  analogo  a  quello  della  minima  anione  di  Jacobi.  Nel  modello  stesso, 
e  con  l'aiuto  di  poche  nozioni  geometriche,  definisco,  sistema  materiale  fisso  o  in  moto 
libero  o  vincolato,  massa,  sistemi  di  forT^,  composixyone,  equilibrio,  attra7}one,  ...  e  de- 
duco tutti  gli  ordinari  postulati,  o  principi,  statici  e  dinamici. 

Si  intende  che  nel  modello  io  non  attribuisco  alcun  significato  fisico  ai  termini 
sistema  materiale^  massa,  forTfi^  . . .  ,  e  molto  meno  intendo  stabilire  la  natura  delle 
forze  e  il  loro  modo  di  agire,  ecc.  L'applicazione  del  modello  ai  casi  fisici  è  identica 
all'applicazione,  ai  medesimi  casi,  degli  ordinari  modelli:  si  deve,  cioè,  verificare  se  gli 
enti  fisici  cui  si  attribuiscono  i  nomi,  sistema  materiale,  massa,  forza,  . . .  hanno,  o  no, 
le  medesime  proprietà  degli  enti  astratti  omonimi  (primitivi  o  derivati)  del  modello  in 
questione.  Che  poi,  per  l'applicazione  del  modello,  vi  sia  controversia  riguardo  al  signi- 
ficato fisico  di  sistema  materiale  (per,  sistema  planitario,  corpo,  campo  elettrico  o  magne- 
tico, . . .),  massa  (per,  solido,  massa  elettrica,  . . .),  for:^a  (per,  semplice  trazione  con  una 
fune,  azione  a  distanza,  . . .)  e  riguardo  alla  definizione  fisica  di  questi  enti,  è  questione 
che  esce  dal  campo  matematico  e  non  ha  più  relazione  diretta  col  modello.  A  me 
basta  constatare  che  quello  che  ho  costruito  ha  il  medesimo  campo  meccanico  degli  or- 
dinari modelli  ***). 

n  modello  dell'HERTz  (opera  citata)  riduce  tutto  a  massa  e  moto,  ma  non  contiene  che 
forze  d'inerzia  e  attrazioni  ****)  :  di  qui  la  difficoltà  di  applicarlo  ai  fenomeni  fisici,  per  i 
quali  è  necessario  ricorrere  a  forze  reali  (direttamente  applicate),  almeno  tenuto  conto 
dello  stato  attuale  della  scienza  sperimentale  e  della  metafisica  di  collegamento  dei  vari 
fatti  dovuti  all'esperienza.  Inoltre  I'Hertz,  più  che  costruire  un  modello  per  i  fatti  fi- 
sici, pare  che  intenda  esplicare  i  fatti  stessi,  riprendendo  i  precetti  di  Cartesio  e  degli 
atomisti  ed  estendendo  all'universo  fisico  le  idee  che  W.  Thomson  aveva  applicate  al  solo 
etere.  È  quindi  naturale  che  nel  Kürzeste  Bahn  di  Hertz  non  sia  stata  vista  che  una 
forma  diversa  del  principio  di  D'Alembert  e  dei  lavori  virtuali.  Però  il  principio  di 
D'Alembert  differisce  sostanzialmente  da  quello  di  Hertz.  D  primo  ha  bisogno,  anche 
per  essere  enunciato,  del  concetto  aìi  forxß  con  tutte  le  sue  proprietà;  il  secondo  no: 
anzi,  permette  di  definire  un  ente  geometrico  cui  si  può  attribuire  il  nome  forxa^  la- 


*)  Tempus  äbsolutunty  verum,  et  mathtmaticum,  in  se  et  natura  sua  sine  relatione  ad  externum 
quodvis,  aqualiter  fluit,  alioque  nomine  dicitur  duratio.  Newton,  Phil.  Natu.  edit,  del  1762,  p.  6. 

Riguardo  alla  possibile  definizione  nominale  di  moto  e  quindi  di  tempo  come  moto  unitario,  cfr. 
C  BuR ali-Forti,  Sur  V égalité  et  sur  V introduction  des  éléments  dérivés  dans  la  science  [L'Enseignement 
Mathématique,  I  (1899),  pp.  246-261  (p.  260)]. 

**)  Gesammelte  Werke  von  H.  Hertz,  B.  Ill,  Die  Prinzipien  der  Mechanik,  p.  174. 

**•)  Ammesse  le  speciali  leggi  fìsiche,  naturalmente  esterne  a  qualsiasi  modello  meccanico,  come  la 
legge  di  Newton  per  le  attrazioni,  ecc. 

^*^)  Cfr.  P.  DuHEM,  L'évolution  de  la  Mécanique  [Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées, 
tome  XIV  (1903),  pp.  247-258J. 

RtÊti.  Or.  Umitm.  PmUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  4  lugUo  1906.  "^ 
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sdando  del  tutto  ìnqircghidicata  la  questione  metafisica  sulla  natura  delle  forze,  ddk  » 
trazioni,  ddic  masse,  ecc.  *). 

SiitUM  iMtBriah  aampliee.  — Chiameremo  sistema  màUrìaU  semplice  un  ente  asznna 
funzione  di  un  numero  (rea]&,  positivo  e  non  nullo)  e  di  un  punto  (ente  geometrìa)) 
Se  m  e  il  numero  e  P  il  punto,  indicheremo  con  mP  il  sistenia  materiale  individoiti 
da  m  e  da  P. 

Se  fffP,  nQ  sono  due  astemi  materiali,  diremo  cbe  mP=  n  Q  quando  fii=:i 
e  P  =  ß  (doè,  P  ccrincide  con  ß  •*> 

SittBtna  mâtoriâle.  —  Chiameremo  sistema  materiale  ogni  classe  formata  con  sisna 
materiali  semplici,  m^P.. 

Gli  elementi  punti  del  sistema  possono  formare  un  sistema  discontinuo  o  rìempit 
un  campo  ad  una,  due  o  tre  dimensionL 

tlasstL  —  Nel  sistema  materiale  semplice  n  ß  il  numero  n  chiamasi   massa. 

Chiameremo  massa  dd  sistema  materiale  m.P.  il  numero 

m  =  '^m, 

somma  delle  masse  dd  siogoli  dementi 

Nd  sistemi  continui,  il  simbcdo  1  si  cambierà  in  un  integrale  semplice,  o  dq)pû. 
o  trìpb. 

Moto  di  un  aiitBmê  mêtBriêle.  —  Si  di  un  moto  ad  un  àstema  materiale  ut .  A.  detcr 
minando  i  punti  P,(0  f^tizìoni  (continue,  ccc.^)  della  x-ariabile  numerica  /,  tempo,  io 
modo  che  per  un  dato  valore  /^  di  /  si  abbia,  qualunque  sia  f,  P,(^o)  ^=  -^i- 

Il  sistema  materiale  m^P^  sia  in  moto,  cioè  i  punti  P,  siano  detcrminate  funzioa 
dd  tempo.  Col  \-ariare  di  /,  il  punto  P,  descrive  una  linea,  la  traiettoria  di  P^ .  Se  5  t 

d  P 

l'arco  ddla  traienoria,  J  5 .  =  mod  J  P, .  Il  venore  ^-y— '  =  P]  indica  come  varia,  col  tcrr 

ut* 

pò,  l'arco  della  traiettoria,  ed  è  la  velocità  in  grandezza,  direzione  (tangente  in  P.  ali: 

traiettoria)  e  verso.  Il  vettore  —,-.-  =  P"  indica  conìe  varia,  col  tempo,   la  velocità,  et 

è  YacceUra^mc   in   grandezza   direzione  (sul   piano  osculatore  in  P   olla  traiettoria)  e 
verso. 

Chiameremo  energìa  cinetica  (o  for;a  vii\2)  del  sisteiiìa  in  moto  w.P,    il    numer: 


•)  Queste  questioni  hanno  certo  somma  importanza,  ma  non  possono  tonnare  Tunico  oggetto  dciil 
studiai  fisica  e  di  meccanica:  se  TattivitA  dei  tìsici  si  losse  rivolta  esclusivamente  ad  esse,  non  avremmo 
oggi,  probabilmente,  nemmeno  una  delle  meravij;liosc  applicazioni  della  lÌMca  e  della  meccanica. 

•*)  Il  sistema  m.iteriale  semplice  così  definito  {ìw  modo  astratto  può  identific;ursi  ad  una  speci-l^ 
formazione  geometrica  di  prima  sprcie  di  (ìrassmann. 

Per  notazioni  e  denominazioni  seguo  il  mio  libro  Unioni  di  Gfometria  meirico-projettiva  (Torino. 
Bocca,  1904). 
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Infine  diremo,  con  H.  Hertz,  che 


-f.y 


m 


*"  è  il  cammino  percorso  dal  sistema  m.P. ,  in  moto,  dal  tempo  t^  al  tempo  t  *). 

"^  Sistema  vincolato,  —  Se  al  sistema  materiale  m.  A.  si  vuol  dare  un  moto,  in  modo 

che  per  ogni  valore  di  t  i  punti  P.  debbano  sodisfare  a  determinate  condizioni,  allora 
■  si  dirà  che  il  sistema  h  vincolato. 

In  ciò  che  segue  noi  supponiamo  che  i  vincoli  (condizioni)  del  sistema  siano  dati 
^  in  modo  tale  che  possa  applicarsi  l'ordinario  calcolo  delle  variazioni  per  gli  spostamenti 

iP.  (spostamenti  virtuali)  dei  punti  P.  **). 
t  Postulato  di  Hertz,  —  Se  il  sistema,   libero  o  vincolato^  m^P-,  k  in   moto,  allora:  la 

varia:^ione  (compatibile  coi  vincoli)  del  cammino  fatto  dal  sistema  per  passare  dalla  confi- 
i  guraxione  fissa  m.A.  alla  configura^iioncy  pure  fissa,  m-B.^  è  nulla. 

Se  t^j  t^  sono  i  tempi  nei  quali  il  sistema  passa  per  m^A^  e  m^B.^   il  postulato 

di  Hertz  assume  k  forma  simbolica  seguente 


s,=.ry^i.= 


Eseguiamo  la  variazione  dell'integrale. 
Supposto  9^0  si  ha 

:   ma  dalla  espressione  di  cp  si  ricava 


h  =  Zm^i*;  X  sp;  =  Z«,p:  X  -^sp,; 


sostituendo  nella  formula  precedente  e  integrando  per  parti 

^Lv2m(p  °      Jt^Y2m(f{2    ?  )  J 


*)  Se  il  sistema  si  riduce  ad  un  punto  con  massa  i,  allora  s  è  l'arco  deUa  traiettoria,  perchè 
s=    f  VW  àì^    f  mod  F  dt=   f  mod  dP. 

**)  Cfr.  Marcolongo,  1.  e,  per  i  sistemi  olonomi. 

***)  Se  si  osserva,  essendo  s  il  cammino  del  sistema,  che 

d 


t  "V  m'  "^^"V  m    ds    '  ^»  -   m      ds'     ^ /Tii^    ds    ' 

ressione  di  Sj  assume  la  forma 


identica  dia  formula  che  dà  b  variazione  di  un  arco  di  una  curva  (Cfr.  G.  Peano,  Legioni  di  analisi 
infiniUstmaU,  voi  II,  pag.  321). 


l$6  e.    BUK  ALI- PO  ft  TL 


n  primo  termine  è  nullo  perchè  XP,.  =  o  per  le  posizioni  estreme,  fisse,  del  sisttm: 
quindi,  se  ^5  =  0,  è  nullo  pure  il  secondo,  ed  è  noto  ^  che  deve  annullarsi  la  funàoK 
sotto  il  s^no  integrale. 

Dunque  il  postulato  di  Hertz  è  espresso  dalla  condizione  semplice 

SiitBfna  di  forze,  —  Chiameremo  sistema  di  forxf  applicato  al  sistema  maieriale  m.f.  * 
una  classe  di  vettori  F  funzioni  dei  punti  P. ,  o,  almeno,  funzioni  della  stessa  vaiisbik 
(semplice  o  complessa)  della  quale  sono  funzioni  i  punti  corrispondenti  P^. 

n  sistema  materiale  m .  P.  sia  in  moto  e  sia  F.  un  sistema  di  forze  applicale  i 
sistema  nt^P^.  Diremo  che  le  forze  F-  sono  capaci  di  produrre  il  moto  considerm 
quando  per  ogni  valore  di  (  si  ha 

(2)  Z[f.-'».^']XJÌP.  =  o. 

Viceversa:  se  dato  il  sistema  F,  e  le  condizioni  inùdali  del  moto  di  un  sistom 
materiale  m.  P^,  la  condizione  (2)  è  atta  a  definire  i  punti  P.  in  funzione  del  tempa 
allora  diremo  che  il  moto  cod  ottenuto  è  prodotto  dal  sistema  di  forze  F. .  Nel  moo 
cosi  definito  dalla  (2)  le  F-  diconsi  forj^e  direttamente  applicate. 

Uno  stesso  nìoto  può  esser  prodotto  da  due  o  più  sistemi  di  forze  ***).  Il  moco 
definito  dalla  (2)  è,  in  vinù  della  (i),  definito  anche  dal  sistema  di  forze  w^PT,  die 
diconsi  forj^e  d* inerzia,  e  la  cui  funzione  potenziale  (o  energia  potenT^taW)  è  ç  (o  —  ?. 

I      o' 

secondo  le  convenzioni).  Lo  stesso  moto  è  pure  definito  dal  sistema  di  forze  —  —m  P 

2    ?    ' 

•)  E.  Pascal,  Calcolo  Mie  variazioni ^  pag.  49,  Manuali  Hocpli,  1897. 
•*)  Esprimendo  mediante  5,  la  (1)  assume  la  forma 

Si  ha  pure  un'altra  forma  notevole  della  (i)  che  diviene  specialmente  utile  quando  si  considcric: 
i  sistemi  di  forze  che  ammettono  la  Jun^iofte  poteniiaU. 

Si  ponga  ^,  r=-^miP;^    e   m,  =    /    ^^  4  (log  f)-  Calcolando  d^i   t  du-  sì  esprimono  ì  paramttr. 

differenziali  (vettori,  secondo  Hamilton;  cfr.  il  nìio  libro,  pag.  230)  dei  numeri  9,-  e  «,-  funzioni  del  pun:. 
Pi  ,  e  si  ha 

quindi  la  (i)  diviene 

XvK  -?.)X8Pi  =0. 
Si  osservi   che  m  =  V  m,.  =  ^  +  cost.,  e  che  m,  ^  sono  le  funzioni  potcnriali  dei  due  sistemi  c^ 

I     ©' 
forze  -I — ^— *»iPJ»   »Wf  PJ'  che,  come  vedremo  tra  poco,   sono   capaci  di  produrre,  separatamente,  ü 

moto  considerato. 

•*^  Che  sono  equivalenti,  nel  senso  che  stabiliremo  tra  poco,  per  ogni  valore  di  /,  poiché  t* 
^[Fi  -  m.P'{]  X  5P,  =  o  e  2[  f  ^i  -  ^ì^'ìÌ  X  ^P.  =  o  si  ricava  ^^  [Fi  -  l/j  x  SP^  =  a 
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i  che  Sì  Ottengono  moltiplicando  le  for^ie  d'impulso,  m^  P\ ,  per  la  derivata  rispetto  al  tempo 
L^di  log|/(p,  e  la  cui  funzione  potenziale  differisce  da  <p  (o  — ç)  per  una  costante  *). 

Composizione  di  forze,  —  Siano  F. ,  [7. ,  F. ,  ...  sistemi  di  forze   applicati   ad  uno 
stesso  sistema  materiale  m .  P. .  Il  sistema  Fj  +  t/,-  +  f^i  +  •  •  •  (le  F,  C7,  T,  . . .  sempre 
con  lo  stesso  indice)  è  pure  relativo  allo  stesso  sistema  materiale,  e  lo  chiameremo  re-  . 
sultante  dei  sistemi  f  ,. ,  [7. ,  T. ,  .... 

La  resultante  di  due  forze  applicate  in  uno  stesso  punto  è  la  somma  di  due  vet- 
tori e  quindi  è  la  diagonale,  ecc.  (postulato  della  resultante). 

Equilibrio.  —  Diremo  che  il  sistema  di  forze  F.  è  in  equilibrio  rispetto  al  sistema 
materiale  w.P.,  libero  o  vincolato,  quando 

;    (5)  ZF,X^P.  =  o, 

cioè  quando  è  nullo  il  lavoro  virtuale  delle  forze. 

Se  per  il  sistema  w.P.,  in  moto  per  opera  del  sistema  F,.,  si  ha,   nel  tempo  ^, 
Tequilibrio,  allora  le  (i),  (2),  (3)  danno 

^  Im,P:  X  XP,  =  o,        Im,?:'  X  XP,  =  o. 

La  prima  è  sodisfatta  per  9'  =  o  oppure  per  ^m^Pl  y<^^P.  =  Oj  che,  derivata  e  te- 
nuto conto  della  seconda  condizione,  dà  S  <p  ==  o.  Quindi  l'equUibrio  nel  tempo  t  esprime 
che  è  nulla  la  variazione  della  forza  viva,  o,  in  generale,  l'energia  cinetica  è  massima 
o  minima  **);  e  ciò  corrisponde  al  comune  concetto  di  equilibrio. 


*)  Consideriamo  ad  esempio  il  moto  di  un  punto  obbligato  a  muoversi  sopra  una  linea  descritta 
da  un  punto  P  funzione  di  una  variabile  numerica  x,  essendo  data  la  forza  F,  pure  funzione  di  x,  di- 
rettamente applicata.  Si  tratta  di  esprìmere  x  in  funzione  di  L 

Posto  V  =  mod  F  y  le  (i)  e  (2)  danno 

fw-^P'  -  mP"lx  SP  =  o,         [F-  mP"J  X  SP=  o; 
e  poiché  8P  è  parallelo  2  dP  queste  dicono  intanto,  che  la  componente  tangenziale  di  F  è  tn — P*. 

Inoltre  la  seconda  dice  che  F  —  tnF'  è  normale  a  4  P,  doè  che  esiste  un  vettore  —  Ä,  funzione  di  x, 
(resistenza  del  vincolo),  tale  che 

mF'rrrF+Ä, 

che  è  l'ordinaria  equazione  del  moto  del  sistema  materiale  mP  ritenuto  da  una  Unea. 

Si  osservi  che  l'equazione  del  moto  non  varia  ponendo  al  posto  di  F  una  qualunque  delle  forze 

che  hanno  m — F  per  componente  tangenziale. 

L'espressione  generale  di  i{  è  la  seguente: 

che  è  applicabile  qualunque  sia  b  variabile  x  da  cui  dipende  P.  Il  numero  v  si  determina  con  i  soliti 
metodi. 

**)  Qpando  in  luogo  deUa  (3)  piaccia  porre  la  seguente,  per  tener  conto  di  speciali  vincoli, 

^FiXilPi^o, 
allora  la  variazione  della  forza  viva  risulta  nuUa  o  negativa  :  interpretazione  analoga. 
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La  (2)  esprime  dunque  il  principio  di  D'Alembert  sotto  la  forma  dovuta  à 
EULER  *). 

Cerchiamo  ora  la  condizione  di  equilibrio  del  sistema  di  forze  F.  applicate  al  si- 
stema rigido  m.P.. 

Si  ha  il  teorema  :  per  qualunqtie  spostamento  S  del  sistema  h  dcttrmituUa  una  fur- 
maT^ione  geometrica  a  di  seconda  specie,  e  infinitesima,  tale  che,  quaìunqiu  sia  il  pwib 
P.  del  sistema  (ü  solo  rigidamente  collegato  col  sistema^  si  ha  sempre 

SP,  =  |P,a.,o-). 

Se  alla  (3)  diamo  la  forma  equivalente 

e  si  sostituisce  il  SP,.  dato  dalla  formula  precedente  si  ha 

XF,|J{P,  =  lF,[P,a.o>]  =  o; 
sviluppando  il  prodotto  regressivo,  e  ricordando  che  F.oj  =  0,  la  (3)  assume  la  fonm 

(3)'  [lPAU  =  o. 

Se  il  corpo  è  libero,  allora  a  può  assumere  sei  valori  linearmente  indipendenti  e  la 
condizione  (3)'  diviene  X^.^i  =^  ^  ^^^  riduce  l'equilibrio  del  sistema  all'annullarsi 
di  una  forma  di  seconda  specie  di  Grassmann,  cioè  alle  ordinarie  condizioni.  Se  il  corpo 
non  è  libero  sussiste  la  condizione  "^PiF-^^o  se  i  vincoli  permettono  ad  a  di  assu- 
mere sei  valori  linearmente  indipendenti;  altrimenti  rimane  la  (3)'  per  tutte  le  a  linear- 
mente indipendenti  (meno  di  sei)  che  sono  compatibili  con  i  vincoli. 

Equivalenza.  —  Diremo  che,  rispetto  al  sistema  materiale  m .  P. ,  il  sistema  di  forze 
F.  è  equivalente  al  sistema  di  forze  [7. ,  quando,  rispetto  allo  stesso  sistema  materiak 
m.P.y  le  forze  F.  —  U.  sono  in  equilibrio. 

La  condizione  di  equivalenza  è  dunque  per  la  (3) 

Nel  caso  del  sistema  rigido  e  libero  è 

lP,F,  =  lP,t7.., 

c  quindi,  tenendo  pur  conto  della  (3)',  risulta  che  i  sistemi  di  forze  applicate  ai  corpi 
rigidi  possono  identificarsi  ^\[t  formazioni  geometriche  di  seconda  specie  del  Grassmann  ***). 
Attrazione  0  forze  interne.  —  Il  sistema   materiale  m.P.   sia  in   moto   sotto   l'azione 
delle  forze  F.. 


*)  Indipendentemente,  cioò,  dal  concetto,  poco  utile,  e  spesso  ingombrante,  di  for'^t  perdute. 

**)  G.  Peano,  Calcolo  Geometrico,  1888;  Sopra  lo  spostartiento  del  polo  sulla  terra  [Atti  Acc.  Tonno. 
voi.  XXX  (1894-95),  pp.  5I5-523-  Per  la  dimostrazione  di  questo  teorema  Cfr.  C.  Burali-Forti,  Sul 
moto  di  un  corpo  rigido  (loco  citato). 

***)  Mediante  queste  formazioni,  il  cui  algoritmo  è  identico  a  quello  dell'algebra,  lo  studio  di  tali 
sistemi  di  forze  si  riduce  ad  un  semplice  esercizio  geometrico. 


SUI  PRINCIPn  DELLA  MECCANICA.  1^9 


Si  scomponga  il  sistema  ni.P.  in  due  (o  più)  sistemi  m.  Q.,  m^R.  e,  corrisponden- 
temente, si  scomponga  il  sistema  di  forze  F.  nei  due  sistemi  U^ ,  V^ .  Dalla  (2)  si  ha 

Siano  ora  I^  J. ,  due  sistemi  di  forze  relativi  ai  due  sistemi  m.  Q. ,  m.  R.  tali  che 

cioè  tali  che  :  il  sistema  [7.  -f-  /.  dia  al  sistema  m.  Q. ,  isolato  dal  sistema  totale  m.  P. , 
lo  stesso  moto  che  ha  nel  sistema  totale;  e  analogamente  per  V.  -}-  /,  rispetto  ad  m.R.. 

Possiamo  esprimere  il  fatto  ora  indicato  dicendo  che.:  le  forze  /.  emanano  dal  si- 
stema m .  i?.  ed  agbcono  sul  sistema  m.  Q. ,  attraendo  o  respingendo^  in  modo  che  unite  alla 
parte  del  sistema  generale  di  forze  F.  che  agisce  nel  sistema  m.  Q. ,  danno  al  sistema 
w.  Q-  il  moto  che  esso  ha  nel  sistema  generale  e  indipendentemente  dalle  forze  V. . 
Analogamente  per  le  forze  /.  *). 

Le  forze  /. ,  /.  possono  chiamarsi  for^e  interne  e  dipendono,  evidentemente,  anche 
dal  modo  nel  quale  si  intende  decomposto  il  sistema.  Ad  es.,  possiamo  considerare  come 
parti  del  sistema  gli  elementi  m-P^  e  allora  la  forza  K.  tale  che 

è  la  resultante  delle  azioni  di  tutti  i  rimanenti  elementi  del. sistema  sull'elemento  tn.P.. 
Comunque  si  faccia  la  scomposizione  si  ha   sempre  che  :   le  jor^  interne  sono   in 
equilibrio  rispetto  al  sistema  totale,  poiché  sottraendo  da  (a)  le  (fi)  si  ha 

Se  il  sistema  si  riduce  a  due  soli  elementi  ed  è  libero,  allora  QI  -{-  RJ  =z  o,  cioè 
/  =  —  /  che  dimostra  il  principio  della  a:(ione  e  rea:(ione  di  Newton  **). 

Ordinar/  postulati  statici  e  di  moto.  —  Ci  siamo  già  occupati  del  postulato  della  resul- 
tante e  dei  principi  dei  lavori  virtuali,  di  D'Alembert,  di  Newton.  Esaminiamo  ra- 
pidamente gli  altri. 

Il  principio  di  solidifica:(ione  risulta  dalla  (3),  poiché  essa  non  cessa  di  esser  verifi- 
cata se  gU  spostamenti  S  P.  si  assoggettano  ad  ulteriori  condizioni,  compatibili  con  quelle 
già  date. 

L'aggiunta  di  un  sistema  in  equilibrio,  non  altera  l'equiHbrio  o  il  moto,  poiché,  se 
^  C7.  X  ^^i  =  o,  le  (2),  (3)  sussistono  ancora  ponendo  U-  -j-  F.  al  posto  di  F., 

Si  consideri  il  sistema  libero  m  P,  formato  da  un  solo  punto  con  la  massa  m.  Se 


*)  Se  le  forze  F^  sono  nulle  il  moto  del  sistema  può  considerarsi  come  dovuto  alle  attraT^ioni,  che 
funzionano  come  vincoli  immateriali  del  sistema.  In  generale  le  reazioni  dei  vincoli  possono  considerarsi 
come  forze  inteme,  e  poiché  queste  sono  in  equilibrio,  si  ha  il  principio  delle  reazioni  vincolari. 

•^  Actiani  contrariam  semper  et  äqualem  esse  reationem:  sive  corporum  duorum  actiones  in  se  mutuo 
semper  esse  äquales  et  in  partes  contrarias  dirigi. 
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questo  sistema  è  b  moto  e  b  forza  F  che  b  soUedta  è  nulla,  allora  la  (2)  di 

ma  quesu  deve  esser  verificata  qualunque  sia  X  P,  e  dovrà  quindi  essere  P''  =  0,  doc 

F  =  r  =  cost.,        P  =  P^^tV 

con  P^  punto  fisso.  Dunque  :  (^ni  corpo  persevera  nel  proprio  staio  di  quiete  0  di  mA 

uniforme  e  rettilineo  finchi  non  interviene  [cfr.  (2)]  una  fonça  estema. 

n  precedente  sistema  sia  in  moto  per  l'azione  di  una  forza  F  non  nulla.  Come  dò 

caso  precedente  si  ha 

mF'  =  F, 

h  quale  dimostra  che  :  Vaccelcra^^ione  k  proporzionale  alla  fon^a  applicata,  ecc.;  Vautitf^ 
Tiione  prodotta  da  più  for^e  k  la  somtna,  ecc.;  sotto  Vaiane  di  unafor^a  costante  un  puMk 
materiale  assume  moto  rettilineo  ed  uniformemente  aculerato  *);  ecc. 

Torino,  Maggio  1906. 
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•)  Perchè  se  F  ò  costante,  da  P"  =    ]- F  ü  ricava 


^=^0  +  —^.      p  =  Po  +  tyo  +  i 


R 
m 


i6i 


DIE  RESULTANTE  BINÄRER  FORMEN. 
Von  Paul   6ordan  (Erlangen). 


Adunansa  del  13  maggio  1906. 


BçzovT  hat  ftjr  die  Resultante  Rr^  zweier  binärer  Formen 

ein^  I)eterminante  von  m  -f-  i  Reihen  aufgestellt. 

Da  es  schwer  ist,  für  grössere  Zahlen  m  sie  auszurechnen,  habe  ich  Math,  An- 
naien  Bd.  Ill  (1871)  einfachere  Methoden  angegeben,  um  ihren  Wert  ?ii  bestimmen. 

Ich  habe  don  sowohl  für  Rj^  als  auch  für  die  Covariante  /?,  deren  Verschwinden 
aussagt,  dass  /  und  9  mehr  als  eine  Wurzel  gemein  haben,  symbolische  Produkte 
ang^eben.  Es  gelang  mir  aber  damals  nicht  bis  zum  Endresultate  vorzudringen. 

Inzwischen  sind  andere  Forscher  zu  geschlossenen  Ausdrücken  gelangt  ;  ich  erinnere 
an  die  ausgezeichneten  Arbeiten  von  E.  Pascal  *)  und  von  Waelsch  **). 

Nunmehr  ist  es  mir  gelungen,  Ueberschiebungen  anzugeben,  durch  die  sich  Rj^ 
und  p  ausdrücken  lassen. 

Mein  Resultat  ist  dieses  : 

Aus  /  und  Ç  bestimme  man  die  Formen 

h^^  (darunter  \^  =  /,;  h,^  =  g^)    und     \ 
mittelst  der  Formeln: 

»«  =  („  +  ^"4)'^'?  +  .)^  »)"*■  O'ni,  .5)  -) 


*)  Sopra  un  metodo  per  esprimere  una  forma  invariantiva  qualunque  di  una  binaria  cubica,  mediante 
quelle  del  sistèma  completo  [Rendiconto  dell'Accademia  delle  Scienze  Fisiche  e  Matematiche  di  Napoli, 
serie  II,  voi.  I  (1887),  pp.  245-251]. 

•*)  Ikber  die  Resultante  binärer  Formen  [Sitzungsberichte  der  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Wien,  Bd.  CXIV  (1905),  S.  1143-1146]. 

•^  (VIII,  13)  bezieht  sich  auf  Formel  (13)  des  VIII.  Capiteb  dieser  Abhandlung. 

Jtmi,  Ck$,  Metern.  PéUrmo,  tomo  XXII  (1906).  —  Stampato  il  26  luglio  1906.  it 
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A.=^(-.r^ ,.„., ... C^^ ... ^«i-  - «»  («^« 

and  J»  flnea  fy^  and  p  nàada  dtr  Foondn: 

C.A_  =  (-  +  i)l*r*  (vin.'j; 

tÄ=/  =  C.[l.-^l_  +  ^A.U  ...  ^;i2^A_l.]  (VIII.«)««l(VII,i3 

Ak  Dcis|MCJC  gdxn  wir  die  Rcsokndea  ¥oq  Fufiutii  bis  zum  £*"*  Gndc 


Die 

m  =  i;     /,  =  2(/,  ?);    f,  =  — aO';     A,  =  — ^,;     A,  =  2Ä,^;     /»  = /. 

Die  Renltaiite  zweier  lubisolier  Fa 


Die  ResuKante  zweier  bi<|uadratisoher  Formen. 

*,.  =  T(M,.y-f(*..*,.y+T*..^.'  ^=-^.;  \=3(g'-2gù>  Rm=ì 


DIB  RESULTANTE  BINARER  FORMEN.  l6; 

Die  Resultante  zweier  Formen  5**°  Grades. 

m  =  4;   /.  =  ;(/,?);   K  =  lUi?^  i.  =  Wfy 
K  =  ('.  O*  +  f  (^.  *.  J*  -  Sc*.«  »  Ky  +  f^.  *u 

\=g^y     \=g]—g2'y     ^=l'|  — 31'.^', +  2^, 
^  =  fl  —  ^Og\g^  +  IJ^.f'  +  20^;^,  —  20^,^3  —  50^.^^  +  24g^ 

Die  Resultante  zweier  Formen  6'*°  Grades. 

^=i('.*,.y  +Ha*«3)'  -^Tg.K  +  ?(*.,U'  +  §*.>„  +ÌKK 
K.=^QXÒ'+kQX^y-^Q'.Ay-iiKX,y-{--.g^K-HKKy+f^KK 

K,=\iKhj  -jiKx,y-\-'■hi.K^Ky-^i.KK;y + Tg^K 

g,=-(}. l,r  -  f  (*.,*,.)'  -  Hh,^hJ 

\  =—g,->    \  =  3(gl  —  2g,y,    A,  =  15  (—  gl  +  6g^g^  —  8^J 
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EINLEITUNG. 


Die  Elemente  c.^  der  BEZouT'schen  Determinante 

^f,^  =  2-  i   ^oo^ii    •  •  •    ^mm 

sind  nach  Cayley  die  Coeflicienten  der  Fundamentalcombinante 

V  ik 

i?  selbst  ist  eine  Combinante  von  /  und  9  und  lässt  sich  symbolisch  als  Invariante  m 
r'^s^  durch  die  Determinante 

(,rsT(rs,r    .  .  -(.rsj- 

(r.0-(r.O"-  •>(^0• 


m-hi 


ausdrücken. 

Die  Unterdeterminanten 

der  BEzouTschen  Determinante  hängen  nur  von  der  Summe  der  Indices  ab,  wir  setzen 

Yik  ^^^  Yi-hk- 
Der  ARONHOLDsche  Prozess 

f^^a =(-  iy^*(7)(;')^r'-*r  (vm,  4) 

führt  R  in  die  Covariante 

p^pi"-  =  u,.  =  ^(-  ir{^^'")'(,iT-''^.:         (VIII,  s) 

über  ;  sie  erhält,  wenn  /,  <p  nur  einen  linearen  Faktor  a  gemein  haben,  den  Werth  2*^ 
und  verschwindet,  wenn  sie  einen  höheren  Faktor  gemein  haben. 

Von  den  Covarianten  der  Fundamentalcombinante  verwenden  war  nur  diese 

Kiy^)  =  (rs,r(ir,sj"  . .  .  (f,_,  V.rC.vC  (V,  i) 

deren  i 

hXyx)  =  r757 

sie  selbst  ist.  Sie  setzen  sich  aus  einander  mittelst  der  Formel  zusammen 

in  welcher  die  Ueberschiebung  sich  auf  die  Variabein  :^  bezieht. 
Die  h^  lassen  sich  in  Polarenreihen  entwickeln 
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Die  h^^  sind  die  Elementarcovarianten  von  h^ 
îm  Besonderen  setzen  wir 

Der  ARONHOLDsche  Prozess  führt  die  ^  in  die  /  über 

h.  =  i-^T^K-.-  (vn,  12) 

Auf  Seite  i  wurden  die  Elementarcovarianten  h^^  aus  den  Ueberschiebungen  (/ç)^"^* 
bestimmt;  die  übrigen  h^^  berechnen  wir  aus  ihnen  nach  (2).  Hierbei  benutzen  wir 
die  Reihe 


I.  CAPITEL. 
S  I- 


Der  û-Prozess  :  a(l7)  =  5 — 3 3 — 3—  • 

I.  Ist  [7  eine  Polat«,  so  verschwindet  'll'(C7).  Verschwinden  die  o"  Elementarco- 
variante  von  U  und  û(C7),  so  verschwindet  auch  U. 

3.  Nach  der  Formel 
ist  diese  Form  eine  Polare,  ihr  U  verschwindet. 

S  2. 

fieweis. 
I.)  Für  ;y  =  X  gehen  beidfc  Seiten  in  (Tiy  über. 


t€6  9à.vv  «oaDAü. 

a.)  Der  O-Proass  fiefen  linker  Ibad 

\  *  ) 

und  rechter  Hand 

.^t(.+,-t+o   YV-:UA(^-*cx3ry-' 
= Z(* + 0(« + •  -  *)^*/t4  n -"^Y  <^y^-'(^'yy- 

Beide  Seiten  stimmen  Qberan.  Für  m  =  n  wird  unsere  Fcnind: 

/«y 

S3. 
Symmetrische  Fonneo. 

Ist  f"j"  =  r"*!!*  so  ist  die  Form  sjonmetrisch,  es  ist  dann 

(Tsyf^'  =  o 

/my 

Beispiele. 
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§4. 
^  Alternierende  Formen. 

Ist  r"*57  =  —  r^^*"  so  ist  die  Form  alternierend,  es  ist  dann: 

(TJr  =  o 


CiO 


'  V^i  +  i  ) 


Beispiele. 

^*.  =  t('^)0'*) 

Für  Jk  N^  X  ist 


-'■/7*^(' 


(p^y- 


Beweis. 

Die  Ueberschiebung  linker  Hand  bezieht  sich  auf  die  Variabein  ^  führt  man  sie 
aus,  so  erhält  man  die  Polare  (pp*  q^  ^_j^  ^^ ,  wendet  man  darauf  den  Ü-Prozess  an, 
so  entsteht  eine  verschwindende  Form. 

Um  die  Richtigkeit  von  (2)  nachzuweisen,  ist  zweierlei  zu  zeigen,  erstens  dass 
sie  für  ^  =  X  gilt  und  zweitens,  dass  das  ü  der  Summe  verschwindet  (§  i). 

I.)  Für  X  =iy  gehen  die  Ausdrucke  linker  und  rechter  Hand  in  p^'^'q^^  über. 

2.)  Das  Û  unserer  Summe  hat  die  Werte  : 


tèi  w^nx  •0ftm*m 


In  dem  Falle,  dass  i  =  m  ist,  redudert  sich  unsere  Summe  auf  das  An£uig! 
es  wird  ako 

("•7')=- 

In  dem  Falle  >  =  o  redudert  sich  unsere  Summe  auf  das  Anfang^lied  p  = 

\o  ) 

es  wird  also 

S  6- 
Vertanschnng  von  x  und  9. 

Vertauscht  man  in  Formel  (2)  die  Variabein  x  mit  den  CoeflSdenten  q  und 
tipliden  man  mit  />7~*yr"*i  ^  8^^  ^^  ^  ^^^  ^^^ 

V  P  / 

in  wdcher  sich  die  Sunune  Ober  die  Zahlen  p  erstreckt,  für  welche 

Pj^X;        P-^"«  —  * 
ist. 
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§7- 

Weitere  Polarenreihen. 

Das  Produkt 

/>r  ""*  ?^^  ?;""-^  (j>  qy-'-^  {xyf-^ 

kann  in  diese  Pokrenreihe  entwickelt  werden  : 

,C+r')C+r^)-...„ 

welche  sich  über  die  Glieder  erstreckt,  für  die 

o^T^p-j-m  —  fc 
ist.  Setzt  man 

\  —  p  -|-  T  =  <x 
so  erhält  man  die  Summe 

/p  +  »»  -  n  /p  +  »»  -  n 

y  Vp  +  <^  —  ^-/Vp  +  q  —  >■  /r?r;>>«^-*-v^vv- 
V       p  +  <^-^       / 

sie  erstreckt  sich  über  die  Glieder,  für  welche 

o^p-j-<x  —  X^p-j-m  —  *;         ^  Z-tn  —  k 
also: 

(4)  m-j-<x^Ä:4->.;         m  — <x^ife  — X 

ist 

Trägt  man  diesen  Wert  in  (3)  ein,  so  wird 

(5)    ^  _y r^r-^'-^-Vv^^'Y r    t v-'-^ V   p   /\  p  /  Vp+<x— x/Vp+<x— >/ 

V  p  /        l      p-K-^      / 

Hier  ist,  wie  oben  erwähnt 


zu  setzen. 


für  m  =  fc,  p  ^  o  :  1  J  = 

und  für  ^  =  o,  p  =  o  :  I       j  == 


IL  CAPITEL. 


§  I- 


Definition  der  C^^^x- 


Schreibt  man  (5): 

£«M^  Or«.  üiKM«.  /ViicTOT«,  t.  XXU  (1906).  "  Stampato  U  %€  luglio  1906. 


ITO  PüOl   OOKftA«; 

SO  haben  die  numerischen  Coefficient»  C  dk  Werte: 

wo 

(3)  w  +  <ï^*  +  l;         III  — <rX*  — X 
ist. 

Fur  m  =z  kj  9^X 

(4)  ^  ,  C.,e^«o 
Fur  m  =  k^  9=:X 

Fur  m  >  i,  1  =  o 

Wir  wollen  uns  bei  ihrer  Ausrechnung  auf  die  Fälle  beschränken,  wo 

1.  m  -}-  a  -}-  jk  -}-  X  eine  grade  Zahl  ist, 

2.  für  gradzahlige  m  auch  er,  i,  X  grade  Zahlen  sind. 

FaU  m  +  d  =  Ä  +  X. 


Da  hier 

m  —  k  —  p^o,         p  +  <y  —  >^o 

ist,  so  reduciert  sich  unsere  Summe  auf  das  Glied,  für  welches 
ist.  Es  wird 

K7)  ^makX  —  


(:)(:)■ 


S3. 
Fall  er  =  o. 


Dap^Xist,  soistp-f-d  —  X^o. 
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Die  Summe  reduciert  sich  auf  das  Glied 


und  wir  erhalten  die  Formel 

(8)  C^  = 


(r) 


(9) 


S4- 
FaU  X  =  I. 


c^».  =%(-  ir 


=  (-  0"-' 


/»»  — *\    /»»  — *  +  p\/m— I +p\ 

/m\  /2OT  — (T  +  p\ 

'/m  —  k\/m—i\  /m  — Ä+iWmV 

\<T I/\ff  I/OT  —  k\  g  /  \   g  / 

(2m  —  <t\  m  /im  —  <r  +  i\ 

a—t)  V  <f  /    _ 


Fall  m  —  k=  ij  m  +  <i>i-f-X. 


NaA  (5)  i«  er  j^  X  -f-  I   und   «.  F.<x  >  X  —  i    und  a  —  X  eine  ungrade  Zahl; 
mitlnn  ist  a  =  X  +  ^' 

/X\    /p  +  m_U 

r  _'fr-iY*'^^-L_L±J_J_ 

^«A+.,— .,x  —  jés*^        ^      /m\/2m  —  2X  +  p\ 


(10) 


'y         '        «M     /««  *M   **  S       I       T  \  'y 


/im  —  2X  -j-  i\ 


+ 


X      m  ^  i  —  >> 


2     '     m  /im  —  2X-j-i\  2     '2m2w-{-i  —  2V 
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S«. 
FaU  X  =  3. 


c^u = ï(- ^T-  ^  ^^^^  v+«-»Hp  +  >-a; 


00    =(-0- 


/m\  /2m— I  — <r  +  p\ 

/m  — A\/m  — 2\  /l+m  — *\/«  — i\ 

.("7*)  ('•":-*)(:) 


C)   C"+;-')  J 


s  7- 
Fall  m  —  i  =  2. 


m,(7,m—%,X 


-•vV      ,>>p.»-x  (  P  )  (  P  )    (p  +  <T-x)(p  +  a-x) 


{;)   c 


P  +  <7-:x 


(12)    =(-0' 


,(T-X 


(g  — >)(q  — X)  2^     (<T_^-}-l)\^ff  — X+I    ; 


/2m4-i  — <T  — A        w  /2m  +  2  — <T  — X\ 

V  <r-î^  /  V       <r  — X+i        ) 

l\\   (         4         \/m-X  +  2\ 
V2  j    \c-\^2Ì\<,-\-\-2) 

SS- 
Definition  der  (makX). 


Das  Produkt 


(13) 


{:)'     il)   r-;^0 


r-»*+')r"x'^")  (:)■ 


C-aJX  =  (»»«*>") 


bezeichnen  wir  mit  (moiX). 
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S  9. 

Specielle  Falle. 


Für  <t>'k 

[4)  (mamX)  =z  o 

/mV  /m-k\ 

16)  (m<jko)  =  (r-iT-, ^  */  .     X       /  "  V  ^ 

17)  («on)_  _^^_j^       /2^_X+i( 


18)  (maoo)  =  (— i)' 

19) 


20) 


(mofeo)=  \_^ 


III.  CAPITEL 


/mV  /m-A\ 

^  ^       ^       ^  /2m  —  *  +  i\       (  ^\ 

\  k  )       [<,) 


(n,  16) 


(3120)  =  !^;     (3210)  =  -i-;     (4220)  =  f;     (5120)  =  — j;     (5210)  =  ! 
(5140)  =  — 7;     (5230)  =  ^;     (5320)  =  —^;     (5410)  =  T. 


'74 


VAOl    OOKBAN. 


S>- 


(«»-)=7j^^aç^- 


(n.i7l 


(3021)  =  ^;    (4022)  =  î|;    (jo20  =  ?;    (5033)  =  îHî    Oo40  =  i;- 


S3. 


(3122)  =  ^;   (5142)  =  1^;   (5133)  =  §;   (5243)  =  ^;   (5344)  = 

S4. 

•(:r*)(:r.-)  „->("-*-^')(:y 


(n,») 


c^,  =  (-  ■)"  • 


(T-T) 


m 


C"-'+') 


(mV  /2m  —  cr  +  i\ 

k  )  m\  d  / 


*mOki 


(n,9) 


(n,ij) 


$"i  T»        ^S3"  7'  S33«  14*  $4*1  JS'  5$««  15 

(3in)=o;  (3221)=— f;  (33ii)=4;  (jiii)=_i.;  (5i3i)=i.;  (5241)=— f 

(5221)=-^;   (53ii>=i;   (5531)=  H>   (5421)=- 7;   (5511)=  T- 


^mji-t-t/tn^i^ 


§5. 

I       j^^         W-f-I  X 

2      '     2m  2f»4-  I  —  2>. 


(n,  10) 


DIB  RESULTANTE  BINÄRER  FORMEN. 


175 


>4"ï>  ^ — 1>  ^) 


/m+2\     /2m— X-f-i\     /     w     \' 

U-i)  V     ^     /  U  +  i) 


C,,x-.,-iA-  (°'I3) 


^332a  —  ,8>       ^$342  " 


70»  5443 


a$'  SS44  30 


(3322)  =  --^;    (5342)  =  - f;    (5443)  =  — 7;    (5544)  =  -7- 


§6. 


'h% 


= (-  0° 


■"/m  —  k\/m  —  2\  /i  -j-  m  —  t\  /w  —  i\ 

\(i  — 2/\<x  —  2/  m  — t\      q — I      /\<i  —  1/ 

(2m  —  I  —  ^\  m 

a  — 2       ) 


m  /2  w  —  <j\ 

\  <j  —  i   ) 

rr')c+rO(:y 


(:)  r +■-")_ 

, ,,    (ry   (:y  r-/+') 

(W(IÄ2)  =  - ^ T^^ ^ -^ 


(n,  II) 


(2»»— ^Jfe  +  i\  /2tn — i\  /  *"  \' 

*     A  2   ;    VW 


C„,a(n,i3) 


±.  r     :=!'  C     =1^'  C     = -i. •  C     X-  C     i^'  C 

14 >    ^44aa        60'    ^Jiaa        20 >    ^523»  30'    ^SJ"        140*        S4'>»        X7S  *        55» 

(4222)  =  -i?;     (4422)  =  ^;     (5122)  =  H;    (5232)  =  -ij; 
(5322)  =  ^;     (5432)  =  ^;    (5522)  =  -f 


5Ö 


S  7. 


^aA  =  (-    0' 


.a-X 


•/    2    \/m-u  /        3        \/i  +  m-U 

(2OT+I — <i— X\        m         /2m -j-  2  —  <I  —  X\ 
<t  —  \  )  \       ff^X-f-i       ) 


(2)V-X+2)(g->'+2) 


(»»\  /2OT-J-3—  <I  —  X\ 

2/    V    »-X+2    ;    _ 


(n,  12) 
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/     m     y         /mV         /2m  —  9+i\ 
C«,  <r,  «i-a,x)_  /«,  +  3x  /2«_)i+i\        pry        ^-..-a  Cü 


c •-•        C      1 

(5335)  =  -^;       (5533)  =  H- 


IV.  CAPITEL 
Si. 


Die  Form 

ist  dne  simultane  Gïvariante  der  Formen 

Diese  3  Formen  haben  die  Elementarcovarianten 

L^  =  (r  sy  f  :-»  i;-'  ;        M^  =  (i?  Sf  R^-^  S;-^ 

N,  =  (rsy^Rsyn^-'s:-^. 

Die  N^,  sind  Aggregate  der  Ueberschiebungen 

iL.,  MJ; 
wir  wollen  sie  als  solche  in  den  folgenden  Fällen  d^irstellen. 

i«"  Fall. 
m  ist  eine  grade  Zahl  und  L,  M,  N  sind  symmetrisch. 

2'"  Fall, 
m  ist  ungrade,  L,  M  sind  symmetrisch,  N  ist  alternierend. 

3**'  Fall, 
m  ist  ungrade,  L,  N  sind  symmetrisch,  M  ist  alternierend. 

4*"  Fall. 
m  ist  ungrade,  L,  M,  N  nnd  alternierend. 

Im   i"»  FaUe  hat  man  L,,^,  ±=  o;    M.^^,  =  o,    N^^,  =  o 
»     2""     »       »       »     L,^,  =  o;    M,p^,  =  o,       AT^p  =  o 

»     3'*»     »       »      »     V.  =°î       ^ap  =  o.    ^,p*.  =  o 
»    4'"'     »      »      »       L^p  =  o;       M,p  =  o,       N,j,  =  o. 
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§2. 

Die  Polarenreihen  der  Formen  L,  M,  N, 


Nach  (i'),  Capitel  I  hat  man  die  Reihen 


(ry 

/mV 

denen  in  unseren  4  Fällen  viele  Glieder  verschwinden. 

§3. 
Ueberschiebung  der  Reihen. 

Schiebt  man  (i)  über  (2)  m  Mal  in  Bezug  auf  die  Variabein  :(,  so  entsteht  (3). 

Nun  ist  nach  (i)  Capitel  11  : 

Wir  tragen  diesen  Wert  in  (4)  ein  und  vergleichen  die  Coefficienten  von  (jxy. 
,s  wird 
j)  K=X'^imcnXL„  MO"— '-\ 

Die  Summe  erstreckt  sich  über  die  Glieder,  für  welche 
6)  Ä-f-X^m-f-^y;         k  —  X^m  —  a;         X  —  k  ^tn  —  <7 


\ 


>t. 

Rmti,  Ckt.  MëUm.  P*tertm9,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  rj  luglio  1906. 


I9i  FAVI   OOBSAm 

tamA  0)  Im  i***  Vldta. 

Hier  ist  m  grade;  2.,^,,  Af,^,,  A^,^,  vendiwiDdeii. 

(7)  A^„  =  ^(2«,  2<r,  a»,  23i)(Z^,  MJ*«-- 
Die  Summe  erstreckt  »eh  Ober  die  Lösungen  der  UngJwchnpgcn 

(8)  m-\-9^k-^X;        m  —  9^k  —  'k;        «i  — <r^X  — t 

Für  *>1  haben  die  GUeder,  welche  in  einander  durch  Vmauschung  von- 
X  übergeben,  diesdben  Coeffideaten. 

Beispiele. 

I.)  2m  =  2,  2«  =  o. 
Ungldcbungen 

*  +  l^i;        k  —  X^i;        \  —  k^i. 
Lösungen 

uoetocienten 

(2000)  =  I  ;        (2020)  =  -j . 

(9)  K  =  (k,  Kr  +  7(^0*^,  +  L^K) 

2.)  2  W  =  2  ;    2  «  :=  2. 

Ungleichungen 

Jfe  +  X^2;        ife  — X^o;        X  — ife^o. 
Lösungen 

^     _  .  (o,  o),        (i,  i). 

Coemcienten 

(2200)  =  I,        (2222)  =  - 

(10)  A^.  =  (i^oM„y  +  T4M/ 

3,)  am  =  4,  2«  =  0. 
Ung^hungen 

*  +  X^2;        k  —  -k^2;        -k  —  kZ.!. 
Lösungen 

^    ^  .  (o»  o)>        (o.  0.        (02),        (i,  i). 

Coeffictenten 

(4000)=  i;        (4020)  =  ^;        (4040)  =  -;-;        (4022)  =  îi. 
(n)   N,  =  iL^Uy  +  'jU^MJ  +  (i,MJ]  +  f  (L,M^  +  L^M:)  +  |iZ.,Af, 

4.)  2W  =  4;  2a  =  2. 
Ungleichungen 

*  +  ^^3;        Ä  — ^^i;        X  — Ä^i. 
Lösungen 

(o,  o);         (o,  o);         (i,  i);         (2,  i). 
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Coefficienten 

(4200)  =  I  ;        (4220)  =  f  ;        (4222)  =  -  ^  ;        (4242)  =  7 . 
12)  N,  =  {L^MJ  +  ^[{L^My  +  iL.My]  -  ^*(Z,,M,y  +  L(^L^M,  +  I.M^) 
.)  2m  =  4,  2<j  =  4. 

Ungleichungen 

Ä-|-X^4;        Ä  —  ^^o;        X  —  *-^o. 
Lösungen 

(o,  o),        (i,  i),        (2,  2). 
Coemcienten 

(4400)=  i;        (4422)  =  y;        (4444)  =  |. 

§5. 
Formel  (5)  im  2^*"  FaUe. 

Hier  ist  m  ungrade;  L^^^j  ^ap+,>  ^ap  verschwinden. 

14)  Ko..  =  1^(2«.  +  1,   2a  +  I,  2Ä,   2^)(I.„  MJ"-— '-»^. 

Die  Summe  erstreckt  sich  über  die  Lösungen  der  Ungleichungen 

15)  fe  +  ^^w-j-<x-j-i;         fc  — X^m— -d;         X  —  k  ^m  —  d. 

Die  Glieder,  welche    durch  Veruuschung  von   k  mit  X  in  einander  übergehen, 
aben  dieselben  Coefficienten. 

Beispiele. 
.)  2W  +  I  =  i;  2<T  -}-  I  =  I. 

Ungleichungen 

k  +  \^i;        k  —  'kZ.o;        X  —  k^o. 
Lösung 

(o,  o). 
Coefficient 

(1100)  =  —  I 

16)  N,  =  -  (L^MJ. 
.)  2m  +  I  =  3,  2ff  +  I  =  I. 

Ungleichungen 

*  +  ^^2;         k  —  -k^i;         "k  —  kZ,!. 
Lösungen 

Coemaenten 

(3100)  =  — i;        (3120)  =  —  ^;        (3122)  =  ^. 

17)  A^.  =  -  (L.My  -  i-S(i.KMy  +  (L,Mj] + ,^i;m. 

.)  2OT+I  =3,  2<r-|-i  =3. 

Ungleichungen 

*  +  î^^3;        k  —  \^o;        \  —  kZ,o. 


i8o  PAOl,  éannéim 

Lösungen 

(0,0),        (I,  i> 
.  Coeffiaenten 

O500)  =  ~  I  ;       (35M)  =  —  ^. 

4.)  am  +  I  =  5,  aa  +  I  =  !• 

Ungleichungen 

h  +  'k^y,       k-\^2;       X-k^z. 
Lösungen 

(o,  o),        (I,  o),        (2,  o),        (ï,  I),        (2,  i> 

G)e£5cienten 

(5100)  =  - i;     (5120)  =  — f;     (5140)  =  -!;     (5i22)  =  2j     0142)  = 

(  AT.  =  -  (I„Af J*  -  f  r(I,M^  +  (L.MJ*]  -  f  [(I.AQ*  -|-  ^L^MJ] 

5.)  2W+I  =5,  2«+!  =3. 

Ungleichungen 
Lösungen 

(0,0),  (1,0),  (1,1),  (2,0  (2,   2> 

CoeflBdenten 
(5300)  =  — I  ;     (5320)  =  —  ^;     (5322)  =  ^;    (5342)  =  — f;     (J344)  = 

(20)  N,=-(L^My-iiiL^My-KLMorh-U^My-j[iLM:)'-Ki',My}+± 

6.)  2m  +  I  =  5;  2(1  +  I  =  5. 

Ungleichungen 

k-\-\Z,5\        k  —  \Z,o\        -k  —  k^o. 
Lösungen 

(o,  o),        (i,  i),        (2,  2). 
Coemcienten 

(5500)  =  —  I  ;       (5522)  =  -  ^  ;       (5544)  =  —  f  • 

(21)  N,  =  -  (I.MJo  -  'jiL.My  -  \(,L^My. 

S  6. 
Formel  (5)  im  3*~  Falle. 

Hier  ist  m  ungrade;  -L,p^,,  Af^^,  iV^^^,  verschwinden. 

(22)  N.,  =  ^(2m  +  1, 2a,  2*,  2X  +  i)(i:,,Af,,^,y<"— *-^>. 

Die  Summe  erstreckt  sich  über  die  Lösungen  der  Ungleichungen 
(23)         i  +  X^m-fd;         Ä  — X^m-j-i— <x;         X  — Ä^m  —  a. 

Beispiele. 
I.)  2W+  I  =  3;  2<y  =  0. 
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Ungleichungen 

ife  +  X^i;        *  — >^2;        \  —  k^i. 
Lösungen 

(o,  o),        (i,  o),        (o,  i). 
Coefficienten 

(3001)  =  |;        (3021)  =  ^;       (3003)  =  ^. 

C24)  A^^  =  2(i^M.y  +  f„4Af.  +  i-L„M,. 

2.)   2  m  -j-  1  =:  3,   2  ff  :=  2. 

Ungleichungen 

Ä  +  X^2;        k  —  \Z,i;        X  — jfe^o. 
Lösungen 

(o,  o),        (i,  o),        (i,  i). 
Coefficienten 

(3201)  =  -i;        (3221)  =  — j;        (3223)  =  -|.. 
(25)  Ar^  =  2(i^M,y-f(4M.y  +  i-4M,. 

3.)   2m  -j-  I  =:  5,    2<J  =  O. 

Ungleichungen 

ife  +  X^2;         ife  — ^^3;        >  — ife^2. 
Lösungen 

(o,  o),        (i,  o),        (o,  i),        (i,  i),        (o,  2),        (2,  o) 

CoeflSdenten 

(5001)  =  !;     (5021)  =  ^;    (5003)  =  ^; 

(5023)  =  i;      (5005)  =  i;      (5041)  =  ^. 

4.)   2m  -j-  I  ^  5,   2«  =:  2. 

Ungleichungen 

*  +  >-^3;        Jfe  — X^2;        X  — jfe^i. 
Lösungen 

(0,0),        (1,0),        (0,1),        (1,1),        (2,0),        (2,1),        (1,2). 

Coefficienten 

(5201)  =  -!-;  (5221)  =  — |;        (5203)  =  ^ 

(5223)  =  -^;  (5241)  =  — -i;        (5243)  =  î|;        (5225)=  i. 

5.)  2W+1  =5,   2ff  =  4. 

Ungleichungen 

*  +  ^^4;        k  —  'k^i;        •K  —  k^o. 
Lösungen 

(o,  o),        (1,  o),        (1,  i),        (2,  1),        (2,  2). 
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I  lenten 

I  ■        (542,)=-^;      0423)^^,;      (5445)  =  i;       (5443)=- 

§7. 

Formel  (;)  im  4'"  FaUe. 
Hkr  ist  »I  ungrade,  Ì   ,  M^^,  N    verschwbdeo. 

(29)  JV„^.  =  f  (2'«  +  i,  2«  +  i.  2k-^  I,  2i  +  0(z.^,^,A/^^,y' — '-*'. 

Dk  Stimme  erstreckt  sich  über  die  Lösungen  der  Ungldchungeo 

(30)  ft  +  X^wi^ç;         k  —  ^^wi — (t;        ^  —  i^*»  —  ^. 

Die  Glieder^  welche  durch  Vertäu  seh  ung  von  X  mit  k  in  einander  ubergeheö,  h 
dieselbeo  Coeflicienten. 

Beispiele. 

I.)   2m  "f  I  =  5,   2^+1  =  1. 

Ungleichungen 

Jt  +  X^i;        *  — X^i;        X  — ik^i. 
Lösungen 

(o,  o),        (i,  o). 
Coemaenten 

(3111)  =  o;        (3131)  =  -!. 

(31)  Ar.  =  i-(i.M3  +  l3Af,). 
2.)  2m+  I  =  3,  2(1  +  I  =  3. 

Ungleichungen 

Jk  +  X^2;        *  — X^o;        X  — jk^o. 
Lösungen 

(o,  o);        (i,  i). 
Coemaenten 

(3311)  =  |;        (3333)  =  ^. 

3.)  2W  +  I  =  5,   2<I  +  I  =  I. 

Ungleichungen 

*  +  X^2;        *  — X^2;        \  —  k^2. 
Lösungen 

Coemcienten 

(5111)  = -i-;      (5i3i)  =  f;      (5151)  =  i;      (5133)=^. 
(33)  JV.=-i(i.Af.)*  +  f[(i^.M,)'+(I,M.)']+4(I^M.  +  I.M^)4-.^I^ 

4.)   2f»+  1  =  J,   2<T+1  =  3. 
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Ungleichungen 

Lösungen 

Coemdenten 

(531^)=  H        (5330='û;        (>333)  =  'i;        (5353)  =  t- 
(34)     Ar3  =  (Z.M.y  +  i|[(£,Af.y  +  (Z.M,y]-ii(L,Af^y+-i(L^M^-L^Af). 
5-)  2OT  +  I  =  5,  2<T  -j-  I  =  ;. 
Ungleichungen 

*  +  ^^4;         i  — X^o;         ÎI  — i^o. 
Lösungen 

(55ii)  =  |,        (5533)  =  H;        iiy>>}  =  i- 
C3J)  Ns  =  t(^.  A'.y  +  fiC^A*,)*  +  T^s^r 


V.  CAPITEL. 

S'- 
IMe  Covarianten  b,. 

Die  symmetrische  Fonn 


hsLi  u.  a.  die  Covarianten 
von  denen  die  i 

(0  *.(j')  =  ^ 

aie  Orìginalform  selbst  isL 

Die  Anzahl  der  Klammerfakioren  in  b,  m. 

m(y  —  i> 

*,(>*)  =  (".rC'-.'J"  -  -  ■  if^.  K-,r<-.x 
Wir  unterwerfen  die  Indices  der  Subsmutk» 

(o  I  2       ...  y —  i\ 

V — IV  —  2v  —  Ì  '"      o     / 
und  vertauschen  die  Buchstaben  r,  s.  Es  wird  dann 

(2)        h,(yx)  =  (5,_.  r._J-(^_,r._^  . . .  (^rÇ  <U.  =  ("  h"^      ^>'^:' 
Je  nachdem  die  Zahl 

m(y  —  i) 

grade  oder  ungrade  ist,  ist  die  Fonn  b^  symmftrnHi  oàa  ûbatjeztxjr.. 


l84  ?AIIL    Qt^W^AWU 

S  5. 


1er  i,. 
Aus  den  Formdn 

folgt  dkse 

(3)  IKiKxl  K(yx)T  =  V.(y*X 

worin  die  Oberschiebung  sich  auf  die  Variabdn  x.  beodit 

S4- 
Dto  Etonenftarcovariaiiteo  von  b^. 

Die  Form  i,  hat  die  Bementarcovarianten 

b^^(rsT(r,sy  ...  (r^V.r(%-.0'Cr.C-"; 
unter  ihnen  befinden  sich 

K^  =  g.  =  (rsy(r^  sx  . . .  (fv_,  ^v-.)"•(^-.  ^)"'. 

Dieselben  sind  simultane  Covarianten  (Invarianten)  der   Elementarcovarianter 
von  F  =1  Ä,  ;  wir  wollen  für  m  ^  ^  die  Formen 

als  solche  darstellen.  Hierbei  brauchen  wir  auch  die  Darstellung  einiger  Hülfsformen 

s  5. 

Zusammensetzung  der  h^g. 
Die  Formel  (IV,  ;) 

geht,  wenn  man  die  Formen 

L,  Af,  AT 
durch 

ersetzt,  nach  (3)  m  diese  über 

(4)  Vv,»  =  Ç('»<^*>)(V.*v,x)""'-'-'- 

Aus  ihr  lassen  sich  die  h^^  mit  grösserem  Index  v  als  Aggregate  von  Uebers» 
bungen  fcv,«7,  mit  niedrigerem  i""  Inde\  v^  ausdrücken. 


DIE  RESULTANTE   BINARER  FORMEN.  185 

§6. 
Verschwindende  h^„. 

Ka   hat 

Klammerfaktoren.  Ist  diese  Zahl  ungrade,  so  ist 

h,„  =  o. 
Ist  m  eine  grade  Zahl,  so  ist 

ist  m  eine  ungrade  Zahl,  so  ist 

K^  =  Oj 
wenn  v  -}-  <y  eine  grade  Zahl  ist.  Die  Invariante  g^  =  h^^^  verschwindet,  wenn  v  eine 
ungrade  Zahl  ist.  Dasselbe  gilt  für  die  Produkte  der  gy  bei  denen  die  Anzahl  der  Klam- 
merfaktoren ungrade  ist. 

§7-    , 

Nichtverschwindende  h^^„. 
Ist  die  Zahl 

m(y  —  i)  +  ^ 
grade,  so  verschwindet  h^„  nicht. 

Ist  m  grade,  so  ist  h^^^^^o;  ist  m  ungrade,  so  verschwindet  h^^  nicht,  wenn 
V  4-  <y  eine  ungrade  Zahl  ist.  ^ 

§8. 
Die  Liste  der  darzustellenden  Formen. 

m  =  2:  /,,  g^,  g^. 

m  =  3:  Ij,  gt)  g^  und  die  Hülfsformen  ä,, ,  h^^. 

m  =  4-  Kf  ^.  ^4»  ^,>  ^5>  ^4»  ^,  «nd  die  Hülfsformen  fe„,  h^,. 

m  =  5:  /,,  l,,  g,,  g^,  gi  und  die  Hülfsformen  fe„,  *,,,  h^„  /;,,;  zusammen  19 
Formen  /,  g  und  8  Hülfsformen  ä,„;  wir  wollen  sie  im  nächsten  Capitel  durch  Ue- 
berschiebungen  ausdrücken. 


VI.  CAPITEL. 

§  I- 
Fallunterscheidung. 

Den  4  Fällen  des  Cap.  IV,  §  i  entsprechen  für  die  Einteilung  der  h^  diese 

1.  m  grade. 

2.  m,  [t,  V  ungrade. 

d.  Ore,  Metern.  FmUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Stampato  il  rj  lugUo  1906.  H 


»A«i.  mmumaM; 


4- »  «^P»^  IS  » 

In  iwa  lén»  die  Hmd  (▼,  ^ 

Fonn  jo: 


w»   A  ll 


>■•  >  il 


(4)    *,^«,,*^  =  J(««  + 1,  a«  + 1,  a*  + 1,  al+i)C**,**.», 

IKHr  hfnuiigii  die  dm  cfsaen  dieser  Foniidn  ar  lüsoog  mxicr  Ao%ahr- 

(i>  (IV.  s  4> 


I,)  2»  ^2 

2,)  2m  =  4 

v.^ = a  '.r + f  [c.  *«y + a  v)*]  -  S  (*^  *«y + f  (^.  *« + ^»  u 

K = 0,  i.r + f  a  *»y  -  Sc*"  Ky + f  ?.  *.. 

*„ = 0,  Kr + 7  K'.  *»y + a  *»y]  -  S  (*»  *»o' + f  c?.  K. + ^.  *.a) 

^.=ao'+7(*"*..y+T^ 


(6)     < 
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S3. 
Beispiele  zu  Formel  (2).  (IV.  §  5) 

I.)  2m  +  I  =  I 

(7)  g,=-Qj,r 

2.)  2m  +  I  =  3 

^api-»-aw^-2,i  ^^  v'a|M-i  ^av^-iJ  T^Lvapi-»-i  ^av-».i,a^       l"  Vav-+-i  ^a|M-i,a/  J     I     IJ^afM-i,a  ^av-t-t,a 

oa|fc-t-av-^a  V*aj*.-»-i  *av-»-iy  löv    aii-+-i,a    av-+-i,ay 

(*..  =  - 0.0^ -fau'+é*^ 

(8)  u.=-(M.y-fo(*„*.j 

3.)  2OT  +  I  =5 

^a|*-»-av-»-a,i  \*a|M-i  *av-»-iy  3"  L\*2|m-i  ^2V-+-i,ay       I     V.*av-»-i  ^aiM-i,ay  J 

""■"  y  Lv aifc-hi  ^av^-i,4y      I    Vav-+-i  ^2j*.-hi,4y  J  "PTsV    2|A-^i,a^2V-»-i,2y  "Pi^V    a|M-i,a^av^-i,4     I     ^a|*-hi,4  ^av-hi,2y 

"ajM-av-ha,}  ^^  \*a|*-n  *av-»-i/  Js  Lv*aj*.+  i  ^av-<-i,2y       I     \*av-».i  ^a|M-i,ay  J 

+  è(*a,M-,,a*av-Hi,ay  "  f  [(*apL-H,,a  ^avn-ij'  +  (^aHH.,,4  *iV-H«,a)']  +  ]ï  *aji-Hi,4  *av-^i,4 

^a|i-»-a»-»-a  \  a|i-»-i    av-t-i^  y  V.''2|iH-i,a ''aV-»-i,a/  y  \^a|w-i,4 ''av-»-i,4y 

K  =  -  ('.  o*  -  i  ('.  ^.y  -  tSk  ky  -  t(^.  Ky + n*^ 

(9)       (  ^.  =  -  0,  KT  -  'jiKKy  -  iiKKr 

f, = -  a ',r  -  V(*..M' -  f  (^.4^4)' 

§4- 
Beispiele  zu  Formel  (3).  (IV.  §  6) 

I.)  2W+  I  =  3 

^ain-a»-«-!,!  ^^  Tv'ajM-i  "jv.i/  Y  V*i|i-n,a  *j»,i/      I     "    »l»-".»»" 

2.)  2  m  /-f-  I  =  5 

^a|M-av+i  ^^  Tv  a|M-i  ^aw,i/       1     T  V''a|i-»-i,a  ^av,iy       I     T^C^ajM-i  ^a»,}^ 

+  ia$  t  L  I i_i  _         I     ^  L  L 

»5» ''a|fc-*-i,a '^av,}     I      6  *a|w-i6  2V     I     14 '^21*^-1,4 '^a»,i 


M 


»AVI   «OftlIAJlJ 


b  —^ 


h = ia*«)* + ?(*„*„y +fia».,y + i*..*., +ii,g, +ìkk 


VIL  CAPITEL 


Si. 
à,. 


Die  Determinante 


ii„  = 


(r,5)"       (r,i,)- 


("v-.)" 


ist  eine  Invariante  v""  Grades  von  F.  \  und  A,  haben  die  Werthe 


§2. 
Die  Determinanten  U  und  F. 

Aus  den  Determinanten 


C7  = 


C       C"^a 


m-. 


F  = 


lässt  sich  A^^,  zusammensetzen.  Es  ist  nämlich,  wenn  man 


(0 


0(1)= 


.  s' 
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setzt: 


FC   = 

m 


-(7)c-'^.,  •••(-o"c 


(2) 


A       =  C   UV. 


§3- 
Die  Unterdeterminanten  a» 


Das  Anfangsglied  von  A^ 

('■0"(^O•"•••(^-.^-.r 

hat  I       j  Teilprodukte 

von  V  —  p  Faktoren  ;  sie  entsprechen  den  l       j  Combinationen 

von  V  —  p  Elementen  der  Zahlen 

(o  I  ...  V  —  i). 

Die  Unterdeterminanten  aus  den  ^y_p^i  und  ihre  korrespondierenden  Unterdetermi- 
nanten sind  Determinanten  A  und  \  ,  die  letztere  hat  ^v_«  /  zum  Anfangsglied.  Die 
Zeilen  und  Colonnen  von  A    haben  in  \  dieselben  Indices. 

§4. 

Die  Glieder  G  von  A,. 

Die  v!  Glieder 

G  =  (f5.)"(r.5,/  ...(f._.i,J 

von  A,  haben  mv  Klammerfaktoren;  sie  sind  Produkte 

G  =  ^,'gi'  -..gl* 
v**°  Grades  der  Formen  g.  Ihre  Exponenten  genügen  der  Formel 
(3)  i.-f-2*,+  ...-f-v*.  =  v. 

Sind  m  und  v  ungrade  Zahlen,  dann  verschwinden  die  G  und  \,   Für  ungrade 


m  ist 


\^^  =  O. 


Ay  ist  eine  ganze  Funktion  der  gy  wir  wollen  sie  als  solche  ausdrücken. 
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g,- 

Den  (v  —  i)!  cyklischen  Substitutionen 

/o  i,  ...  »._,  »._  \ 

;       ,.    ^,.  ,  V'.  '.  •  •  •  *■»-.  °     / 

entsprechen  die  Glieder 

G = (-  ^r'(rs,x{r,^  \r  •  •  •  (V.  ^)" = (-  0-f,- 

Es  ist 

(6)  |^^=(-ir'(p-i)! 


»',»,  ...  ».  seien  p  verschiedene  der  Ziffern  o,  i  ...  v  —  i. 
Der  cyklischen  Substitution 

/^  ^.       Vi  v\ 

v^  s  •••  V    ^/ 

entspricht  das  Produkt 

Spa  \    t,     »^y     V    i^     tj/  V    ip     »,/  6pJ 

es  ist  ein  Teilprodukt  eines  Gliedes  G  und  gleichzeitig  ein   Glied   einer    Unterdeterrai- 
name  A^;  in  der  letzteren  hat  es  den  Faktor  ( —  i)^*.  A    hat  (p —  i)!  Glieder  g  , 

die  I        I  Unterdeterminanten  A    haben  zusammen  (p  —  i)'  (       )   solcher    Glieder, 

jedes  hat  in  A^  den  Faktor  ( —  iy~'\_^. 
Es  bestehen  somit  die  Formeln 

(7)  -^=(-.r(p-oi{;)A., 

Die  Formeln  (5)  und  (6)  sind  spezielle  Fälle. 

§7. 
(9)        \  =  Z(-  0"-^''rn-i — rrr-. rfî'^à^  •  •  •  si"- 
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Beweis^ 

Die  Summe 

"■  =  ?(- '^t..M...V.-^'-   -■-''•^     ■'^ 

erstreckt  sich  über  die  Lösongen  !..  der  Fonnd 

(3)  i.  +  2i,  ...+>*.  =  >. 

Anak^  hat  man  die  Summe 

"-<'      ^^      '  \ \\\  . . .  \_^l I*' 2^  . . .  (>  —  ,y-?*'  ^--  "     '•^-^  ' 

sie  erstreckt  ^h  über  die  Lösungen  M.^  da  Formel 

(O  \  +  2\   --(--?)%_,  =  --?■ 

Die  Lösungen  Af^^  entstehen  aus  denjenigen  L^ ,  bei   wdchen  ib^  ^  o  ist.  indem  nun 
il    um  I  verkleinert,  die  übrigen  k  aber  nicht  ändert.  U       hat  somit  die  Werte: 

Die  Di£Ferentiak|uotienten  von  U^  haben  die  Werte: 


Ù 


=  (-ir'(p-x)'.(;)f/v_p- 


Subtrahiert  man  die  Formeln  (5)  und  (7) 


|l.  =  (_.)-(v-.). 


so  wird  für  aUe  Zahlen  p 

^Ç^=(-,r'(,-.)i(;)(f..,-A.j. 

Macht  man  nun  die  Annahme,  dass  (9)  für  alle  À  gilt,  deren  Index  <  v  ist,  so  ist 


also  \^=U^. 


^-P 

=  ^v_p 
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vl  vl 

Da  A,  —  positive  und  —  n^rive  Glieder  G  hat,  so  ist  die  Summe  der  posimi 

2  2 


vi 

Coeffidenten,  sowie  die  der  nq^ativen  in  (9)  =  — . 

Die  Summe 


hat  den  Wert  j,  sei  es  dass  man  sie  über  die  Lj^  ansdehnt,  für  welche  die  Zahl 

*i     I     *a    I     •  •  •     I    *v 

grade  ist,  sei  es  über  die  £|^,  bei  denen  sie  ungrade  ist. 

§8- 
Der  Aroiiholdsche  Proiess. 

Der  ÄRONHOLDsche  Prozess 
(II)  SF  =  (Çy)"(Çx)- 

liefert  für  die  Variationen  der  Formen  g  und  A  diese  Werte  in  den  Ç: 

«^v  =  (-0-v/._.  (v>i) 
Im  Besonderen  ist 

(13)    S^»..  =  ('«  +  i)i(l-^U  +  t^U+---+^^a._./.)- 

§9- 
Beispiele  zu  (9)  und  (15). 

I.  Allgemeine  Werte  der  \. 
\=g\  —  3g.g,-h2g, 

\=g*— (>i\i2  +  3^:  +  8f  .^,  —  ^g, 

\=g\  —  ^<>g\g^  +  ^5g,g\  +  2og'gi  —  2og,gj  —  30g, g^  +  24^j 
^é=g'—  iSgU.  +  45gUl  +  ^ogig,  —  ^5  gì  —  i2og,g^g^ 

-\-  40 g\  —  9og\g,  +  9og,g,  +  i44^,^s  —  ^-^' 

2.  Werthe  der  A,  und  Xa^,  für  m  Z.^. 
m  —  \:  A.  =  -^,;         T^^a  =  ^ 

m  =  2:      K=ù—gò    ^  =  ?!  — 3^.^,  +  2fj;    T^^  =  '>  — ^'. 
m  =  3:  ^z=-^.;     ^  =  3(^:-20;    à^\  =  ^  +  T^.^ 


DIE  RESULTANTE  BINARER  FORMEN.  I9) 

l\  =  g]—g,i     ^=^î  — 3^.?,  +  2.?, 

.     .  P4  =  ^  —  ^g'g,  +  3gl  +  ^g.g,  —  ^g, 

(14)    w  =  4:-,  /  ,  ,        ,  ,    ,  I  , 

J-^i  =^!  —  ">^'^.'  +  ^Sg,g,  +  20^.^,  —  2og^g^  —  sog,g^  +  24^j 


VIII.  CAPITEL. 

§  I- 
Die  Coeffidenten  f.i^. 

In  der  Entwicklung  der  Form 

F  =  r:^:  =  (r.^p.  +  r^y,ris,  x,  +  i,  xj" 

= I  (  7  )  (  r  )  ''""'  ^1  ^r"'  *î>r"*:yi  <"'  *î 

bezeichnen  wir  die  Coefficientcn  mit  c.^ 

schreiben  also  : 

(2)  F=l.Ciiy:-'yix:-'x\. 

ik 
Da  F  symmetrisch  ist,  hat  man 

(3)  ^ik  =  ^ki' 


Die  Variationen  Äc.^  bestinmien  wir  aus  der  Formel 

hF  =  (lyr(?.xT  (Vn,   II) 

_^^ifc)'i   ;'2^,    ^a  — 2LC— 0    \i  Mjfc)^'       ^'  ^'   •>*  '      *' 


sie  haben  die  Werte 


(4)  ^'^.=(-ir(7){';)r-'-'r- 

K«M<.  Csrc.  MéiUmt.  FmUrm;  t.  XXII  (iyo6).  —  Sumpato  il  }i  luglio  ifo6. 
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S3- 

Die  Determinante  JR. 

JXt  Determinante  der  ^  .^ 

^00       ^at   •  •  •  ^«« 

(5)                                    R^ 

C,o       ^11   •  '  •  ^1» 

1 

^•o    ^»1   •   •   •  ^■« 

ist  symmetrisch;  wir  besetchnen  sie  mit  ^  und  ihre  Unterdetermmanten 

r^                                                  àR 

(0                                                   34  =  ^**  =  ^« 

mit  y,.j. 

$4^ 

>Ä,  ^ 

Die  Variation  von  R  hat  die  Werte 

Z(-  ir  (  7  )  (  7  )r..^-'-*^r* =/> =/>:- 


Setzt  man 

(7) 

SO  wird 
(8) 


§5. 


(VIII,  4) 


Die  Bezout* sehe  Determinante. 

Wählt  man  für  F  die  Combmante 

zweier  binärer  Formen  /,  ç,  so  geht  nach  Cayley  und  Bezout  die  Determinante  R  in 
die  Resultante  R^  ^  von  /  und  9  über 

(10)  '  R  =  Rf.,- 

Haben  /  und  9  einen  gemeinsamen  Faktor  a^ ,  so  verschwindet  R. 

Die  Unterdeterminanten  der  Bezouf  sehen  Determinante. 

Die  Unterdeterminanten  y.^  von  R  hängen  nur  von  der   Summe  der  Indices  ab; 
wir  setzen 
00  U  =  ti^k 


DIE  RESULTANTE  BlKÂRfiH  FORMEN.  f$f5 

sie  gehen,  wenn  iî  =  o  ist,  bis  auf  einen  zu  vernachlässigenden  Faktor  in  die  Potenzen 
der  gemeinsamen  Wurzel  a  über 

^M  —  *,  «a       • 

Trägt  man  diese  Werte  in  (7)  ein,  so  wird 

(12)  />  =  c. 

Haben  /  und  <p  einen  Faktor  gemein,  dessen  Grad  >  i  ist,  so  verschwinden  die  y  ._^j , 
also  auch  p. 


§7 

Die  Elementa 

Nach  (1*)  i'"  Capitel  ist 


Die  Elementarcovarianten  h,^^. 


/mV 

\  2k  ) 

und  nach  (i*),  i"*  Capitel: 

V        2k-\-l        ) 
mithin  hat  man  nach  (9) 

/mV  ('""♦"'V 

Vergleicht  man  die  CoeflScienten  von  O'x)'*,  so  wird 

(■')  *...■= („+.-t)(rt+.)tf^y"'' 

im  Besonderen  ist 

(14)  '.=('« +!)(/?)• 

Beweis. 

Das  Produkt  UF  (Cap.  VE,  §  2)  hat  den  Wert 

I7F  =  (m+ 1)1  r:.f:r'f„...C  F 
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und  R  hat  den  Wen 


R  = 


^'oi  ^01 


(T) 


CC^o, 


mi    mi 


mithin  ist 

und  da  nach  (Vu,  2) 

so  ist 

Erlangen,  den  30.  April  1906. 


(m  +  i)!Ä  =  C^A_,. 


'  Ol      Ol 


I     •      Ì    mi    mi        mi  '    *    '  m2    mi 


Paul  Corda n. 
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SUGL'INVARIANTI  DEL  GRUPPO  DELLE  TRASFORMAZIONI 
CONFORMI  DELLO  SPAZIO. 

Nota  di  Pasquale  Calapso  (Palermo). 


Ailunauza  del  24  giugno  1906. 


Nella  teoria  generale  dei  gruppi  continui  di  trasformazioni  hanno  molta  importanza 
gV invarianti  differen:(iali,  che  si  definiscono  nel  modo  seguente: 

Abbiasi  un  gruppo  G^ ,  nel  senso  di  Lie,  sopra  m  -}-  «  variabili,  di  cui  le  prime 
m  indichiamo  con 


e  le  ultime  n  con 
e  siano 


x\=fX^,,     •••    ,     ^n.,    ^,,     .-.,    ^,    ^,,     •••,    O  a=I>    2,    ...    m) 

^>   =   ?;  (^,  Î     •  •  •   '    ^m  1    ^,  Î     •  •  •    J    ^  Î    ^,  Î     •  •  •   >    O  0'  =  I»    2,    .  .  .    «) 

le  equazioni  finite  del  gruppo. 

Se  nello  spazio  S^^„  ^  (^,  5  •  •  •  ?  ^,„  ?  ^,5  •  •  •  ?  ^)  consideriamo  la  varietà  V^ 
ottenuta  ponendo  :(, ,  :^ ,  .  .  .  ,  :(,,  uguali  a  funzioni  analitiche  indipendenti  (affatto  ar- 
bitrarie) di  Xj,  x^,  . . .  ,  A^^,  ogni  trasformazione  del  gruppo  G^  cangierà  F^  in  una 
varietà  F^,  le  cui  equazioni  si  otterranno  prendendo  le  :('  eguah  ad  opportune  funzioni 
deUex;,  ...,x:. 

Poiché  le  :(  posseggono  per  ipotesi  derivate  parziali  di  tutti  gli  ordini  rispetto  alle 

X,  le  z!  possiederanno  derivate  parziali  di  tutti  gli  ordini  rispetto  alle  x',  ed  ogni  tale 

derivata  d'ordine  k  delle  7^  si  esprime  per  le  analoghe  derivate  delle  :^  rapporto  alle  x 

d^li  ordini 

K,        K-i,        ü:-2,     ...,     I. 

Per  invariante  differenziale  del  gruppo  G^  intendesi  ogni  espressione 


V'  ^  âxV   dx.dx,'        ) 


formata  colle  x,  le  ^  ^  l^  derivate  delie  ;(  rapporto  alle  x  fino  ad  un  certo  ordine,  che 
per  qualsiasi  trasformazione  del  gruppo  G^  si  cangi  nella  espressione  stessa  formata  colle 
x\  colle  :('  e  k  derivate  delle  z!  rapporto  alle  x'. 

Se  il  gruppo  opera  soltanto  su  tre  variabili,  e  poniamo 

m  =  2,         n  =  i,        X,  =  X,         x^=y,        Z,=^ 
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la  varietà  F^  è  una  superfide  dello  spano  5, ,  definita  mediante  la  sua  equazione 

la  funzione  /  potendo  essere  affatto  arbitraria. 

Un  caso  particdare  notévole  si  ha  qualora  à,  consideri  il  gruppo  G^^  deQe  trasfor- 
mazioni conformi  dello  spazio  5^ ,  che  contiene  Come  sottogruppo  il  gruppo  G^  dei  mo- 
vimenti. 

Questo  caso  particolare  è  stato  studiato  dal  Tresse  ^  che  con  un  procedimento 
molto  dégante  ha  stabilito  sette  invarianti  del  gruppo. 

Lo  studio  degrinvarìanti  delle  superficie  rispetto  al  gruppo  delle  trasformazbni 
conformi  può  farsi  altred  da  un  akro  punto  di  vista. 

Riferiamo  la  superficie  iniziale  5,  alle  sue  linee  di  curvatura  u  e  Vj  e  siano  : 
X, ,  F, ,  Z, ,  i  coseni  direttori  della  tangente  alla  linea  v  =  cost., 
X^y  Y^y  Z^y  i  coseni  direttori  ddla  tangente  alla  linea  u  =  cost., 
X^j  Y^j  Zp  i  coseni  direttori  ddk  normale  alla  superfide. 
Introduciamo  secondo  il  sedito  le  funzioni  fondanientali: 

AW=''  ^UU='-  5:(l^y=«' 

Z^x  ^^3  _  2)    y  ^  ^^^  =  _  y  ÈJt  ^^3  _  2)r    _  y  ^  ^-^?  _  jy». 
du  du           '         ^du  dv  ^dv    du  '         ^dv  dv  ' 

si  dovrà  avere  F  =  D'  =  o  e  le  funzioni  x,  j^,  :(,  X,,  K,,  Z,,  X,,  F,,  Z,,  X^,  7^, 

Zj  soddisfaranno  al  sistema: 


da  —'*-"•'  dv 

dX, L^v  _i.j?.y     aX.  _  I  dVG 

du  "       ye  dv     '"^^£  J'    dv  ~^  du     " 

^^M^__L^Y  ax,  _      I  dVG        D" 

du  ~yG    dv     ■'  dv  ~       YÊ   du      '"^y^  '' 

a^__^„  ax,  _     D" 

du  -       ^£    "  dv  ~       ^G    " 

colle  analoghe  in  3»  e  ^  che  è  illìmiutamente  integrabile  in  forza  delle  relaiàoni: 

DD"  I  a  / 1  d/ö\  I  a  /  I  d\/E\  _ 

^FO^àu\YS  du  )'^dv[yG    dv)~°* 
^^^  \  dv\^)~lF  dv  ' 

duXyG;       E    du 


*)  Sur  Us  invariants  différentiels  d'une  surface  par  rcfport  aux  transformations  conformes  de  Pespace 
[Comptes  Rendus,  t.  CXTV  (1893),  pp.  948-950]. 
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t 

Applicando  alla  superficie  S  una  trasformazione  qualsiasi  del  gruppo,  la  superficie 
5  si  cangierà  in  una  superficie  S, ,  per  la  quale  le  linee  u  e  v  saranno  ancora  linee  di 
curvatura,  e  le  nuove  quantità  fondamentali  saranno  certe  funzioni  E^j  G^,  Z)^,  JD'/. 

Ciò  posto,  consideriamo  un  invariante  differenziale  del  gruppo  G^^  e  sia  questo 


f(x,^,  ^1^,  •••); 


esso,  potendosi  altresì  pensare  come  invariante  del  sottogruppo  G^  dei  movimenti,  dovrà 
necessariamente  potersi  esprimere  per  mezzo  delle  curvature  principali  della  superficie  S 
e  delle  loro  derivate  rispetto  agli  archi  di  linee  di  curvatura. 

D'altra  parte  le  curvature  principali  e  le  loro  derivate  rispetto  agli  archi  di  linee 
di  curvatura  si  possono  esprimere  alla  loro  volta  per  mezzo  delle  funzioni  E,  G,  D,  D" 
e  delle  loro  derivate  rispetto  2id  u  q  v;  ond'è  che  l'invariante  F  sopra  considerato  si 
può  pensare  come  una  funzione 

(A)  e(£,  G,  Ai5",  If,  ...) 

di  Ej  G,  D,  D"  e  le  derivate  di  queste  fino  a  un  certo  ordine,  dotata  di  proprietà 
invariantiva  rispetto  alle  trasformazioni  del  gruppo. 

La  nuova  forma  sotto  cui  possono  presentarsi  gl'invarianti  del  gruppo  G,^  è  a 
me  nota  da  un  pezzo,  perchè  mi  si  è  presentata  per  incidenza  nella  trattazione  di  al- 
cune questioni  geometriche  *). 

Qui  interessa  particolarmente  la  determinazione  di  tutti  gl'invarianti  della  forma 
(-/<);  per  meglio  dire  interessa  la  determinazione  di  quelli  strettamente  indispensabili 
da  cui  possa  dedursi  ogni  altro  per  derivazione,  supposto  la  superficie  S  affatto  gene- 
rale, cioè  supposto  che  fra  le  quantità  E,  G,  D,  D"  non  intervenga  alcuna  relazione 
che  non  sia  contenuta  nel  sistema  (2). 

I  criteri  su  cui  è  basata  la  presente  ricerca  si  riassumono  nelle  seguenti  definizioni  : 

L  Chiameremo  invariante  un'espressione 


e(£,  G,  AÖ",  If,  •••), 


formata  con  jE,  G,  D^  D"  t  le  loro  derivate  fino  a  un  certo  ordine,  quando  per  qual- 
siasi trasformazione  del  gruppo  si  ha: 

e(£.,  G.,  A,  A,  If,  ...)  =  e(£,  G,  A  D",  If,  ...). 

n.  Diremo  equivalenti  due  invarianti  quando  sono  trasformabili  l'uno  nell'altro  in 
forza  delle  (2). 

in.  Diremo  dell'ordine  n  un  invariante  che  sia  formato  colle  funzioni  £,  G,  Z),  D" 


•)  Alcune  superficie  ài  Guichard  e  le  relative  trasformazioni  [Annali  di  Matematica,  s.   Ili,  t.  XI 
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e  le  loro  derivate  fino  a  quelle  d'ordine  w,  semprechè  non  sia  trasformabile  in  un  altro 
equivalente  contenente  derivate  d'ordine  inferiore  *). 

rV.  Diremo  indipendenti  due  invarianti  H^ ,  B^  rispettivamente  degli  ordini  «,. 
w^  («j  ^  «  J,  quando  fra  le  funzioni  B^ ,  H^  e  le  successive  derivate  della  0^  fino  al- 
l'ordine n^  —  n^  non  intervenga  una  relazione  soddisfatta  identicamente  o  anche  in 
forza  delle  (2)  **). 

V.  Diremo  infine  che  un  invariante  0  d'ordine  n  è  esprimibile  per  mezzo  degl'in- 
varianti H, ,  B^,  ...,  W  ,  rispettivamente  degli  ordini  w,,  «^ ,  •••«;,  ('^^'0>  q^^^^J^^ 
0  è  funzione  degl'invarianti  0, ,  0^ ,  . .  .  ,  0  e  delle  loro  derivate  fino  a  quelle  degli 
ordini  n  —  w^ ,  n  —  «^ ,  .  . .  ,  n  —  n^. 

Ecco  pertanto  il  riassunto  dei  principali  risultati  contenuti  nelle  presenti  ricerche. 
Il  gruppo  delle  trasformazioni  conformi  dello  spazio  ammette  tre  invarianti  fonda- 
mentali, a  cui  si  può  dare  la  forma  seguente: 

^  ^  "       \ŒVE      Vg'  fGVG       VE' 

per  mezzo  dei  quali  è  esprimibile  ogni  altro  invariante  ***),  cioè  precisamente: 

VI.  Per  avere  nel  modo  più  generale  un  invariante  d'ordine  zero  basta  assumere  una 
funzione  arbitraria  degl'invarianti  o),  iì. 

VII.  Per  avere  nei  modo  più  geueraìe  un  invariante  di  primo  ordine  basta  assumere 
una  funzione  arbitraria  di  oj,  iì  e  delle  loro  derivate  prime. 

Vili.  Per  avere  nel  modo  più  generale  un  invariante  d'ordine  n  Çn  X  2)  basta  as- 
sumere una  funzione  arbitraria  di  co,  12,  //'  e  delle  derivate  fino  a  quelle  d'ordine  n  ili 
oj,  il  e  fino  a  quelle  d'ordine  n  —  2  di   IV. 

Fra  gl'invarianti  fondamentali  del  gruppo  intervengono  relazioni  differenziali,  che  si 
ottengono  eliminando  dalle  (2),  (ß),  (C)  le  funzioni  £,  G,  /),  D"  \  esse  sono  delia 
forma  : 


(^) 


^   ^a«Lii    \ö"ot'   "^      du         dv     /J~"  12   Ôî;V  0)        /' 

\  ^dvlio\dudv   ~^     du       ~~dv     }]~        ~io   du\      '^    ü        )] 


e  si  dimostra  altresì  che  sono  anche  sufficienti,  cioè: 


*)  L'ordine  dell'in  variante  posto  sotto  la  nuova  forma  non  coincide  coU'ordine  dell'invarianic 
posto  sotto  la  sua  forma  ordinaria. 

**)  Ad  esempio  tra  due  invarianti  indipendenti  dello  stesso  ordine  non  debbono  intervenire  rcli- 
zioni  finite,  ma  possono  inter\'enire  relazioni  differenziali. 

***)  Conveniamo  di  non  considerare  come  diverse  due  superfìcie  simmetriche  rispetto  a  un  punto. 

Se  si  vuole  evitare  questa  convenzione  si  assumano  in  luogo  di  oj,  12  le  funzioni  ioli,  . 


SUGL  INVARIANTI  DEL  GRUPPO  DELLE  TRASFORMAZIONI  CONFORMI  DELLO   SPAZIO.  lOI 

IX.  Se  tre  funzioni  ti^  Q^  fF  soddisfano  al  sistema  di  equazioni  differenziali  (D), 
esistono  effettivamente  oo*  superficie  {definite  a  meno  di  movimento),  per  ciascuna  delle 
quali  gl'invarianti  fondamentali  calcolati  per  u  e  v  si  riducono  appunto  alle  funzioni  ^^ 
Ü,  W^*). 

n  gruppo  delle  trasformarioni  conformi  ammette  altresì  i  due  invarianti  di  secondo 
ordine 

aiogt/£dlog|/G       yiogt/^" 
dv  du  dudv    ^ 

dìogVG  ôJogj/£  _  dMog J/G 
du  dv  dudv    ' 

che  espressi  per  co  e  U  diventano  rispettivamente: 

dMogw    ,   dlogci)  ôlogU 
Sudv     '      dtt       dv     ^ 

d*  log  Û     ^^d  logct)  dlogÛ 

dudv    ""òli        dv    ' 
Ne  risulta: 

X.  Gf  invarianti  delVequa^ione  di  Laplace,  a  cui  soddisfano  le  coordinate  di  un  punto 
di  una  superficie  riferita  alle  linee  di  curvatura,  sono  invarianti  della  superficie  medesima 
rispetto  al  gruppo  delle  trasformazioni  conformi, 

A  complemento  di  questi  teoremi  vengono  in  ultimo  ricavate  le  effettive  espres- 
sioni d^rinvarianti  del  Tresse  per  mezzo  degli  invarianti  fondamentali  o,  U,  ÎV, 

§  I.  —  Forinole  relative  alla  superficie  trasformata. 

I.  Se  assoggettiamo  la  superficie  iniziale  5  ad  un  movimento,  le  funzioni  £*,  G, 
Dy  D"  rimangono  inalterate;  ne  segue  che  basterà  formare  gl'invarianti  rispetto  alle 
inversioni  più  generali. 

Assumiamone  le  equazioni  finite  sotto  la  forma 

(3)  x.  =  a_iff^,     y^  =  b-Ky^,     ,,  =  ,_JsriZli, 

in  Cui  Ä,  i,  c  sono  le  costanti  del  polo,  —  UT  la  pptenza  dell'inversione  ;  e  facciamo  1^ 
osservazioni  seguenti  : 

Sostituendo  alle  fuo;doni 

X  —  fl,       y  —  h,       ^  —  e, 
rispetòvamente 

K{x-a\        Kiy-b),        Kd^-c), 


*)  Dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  superficie  questo  teorema  permette  di  sostituire  al  sistema 
differenziale  Gauss-Codazzi  il  sistema  (D),  che  contiene  un^equazipne  ed  un'incognita  di  meno. 

Mimi,  Gr,  Msttm.  PàUrm;  t.  XXII  (1906).  ~  Sum pato  il  31  luglio  1906.  ^^ 
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il  che  equivale  a  sostituire  alla  superficie  S  una  superficie  omotetica,  le  formole  (3)  di- 
ventano ; 

r  \                                 X  —  a  ,v  —  h  l—  ^ 

(4)  x,  =  a —,      j,,  =  *_i__,       ^^  =  c-^. 

Non  volendo  considerare  come  diverse  due  superficie  che  possono  dedursi  Tuna  dal- 
l'altra mediante  una  simmetria  rispetto  a  un  punto,  potremo  attribuire  a  A"  un  segno 
qualunque  ;  per  fissare  le  idee  riterremo  per  K  valor  positivo. 

Sostituendo  alle  funzioni 

x  —  a,        y  —  h,        i  —  c 
rispettivamente 

K(x-a),        K{y-b),        K^- e) 

con  A"  >  o,  le  funzioni  fondamentali 

1/Ë,       Vg,       D,       D" 
si  cambiano  rispettivamente  in 

K\Œ,        KfG,        KD,        KD'\ 

Ciò  posto  vediamo  come  si  cambiano  le  funzioni  fondamentali  applicando  alla  su- 
perficie iniziale  la  trasformazione  (4). 

Da  queste  formole  di  trasformazione  derivando  si  ottiene: 

dx, I   dx    .    X  —  a  df 

.du  pdw'p^ôw' 

dx^  _  ^    I    dx    .    X  —  a  d(i 
dv  f  òv  p^     dv^ 

con  le  analoghe  in  y  e  ^  dalle  quali  si  deducono  facilmente  le  relazioni  : 

(6)  VE,  =  y  VE,  VG,  =  y\/G. 

Denotando  inoltre  con  X,  F,  Z  i  coseni  direttori  della  normale  alla  superficie  S, , 
potremo  con  opportuni  artifici  esprimerli  mediante  i  coseni  direttori  della  superficie  5  e 
le  funzioni  x,  y,  :(,  colle  formole; 

(7)  {   Y=-Y^-\.y^'E2X,ix-a), 

^  =  -^3  +  ^12^3(^-4 
D'altra  parte,  derivando  ancora  le  (5)  e  tenendo  presenti  le  (5)  stesse,  si  ricava: 

d^ x^ I   d^x         2    dfdx^       X  —  a  d^f 

du^  pdtt^  pdttôtt'        p*      du^' 

D'onde,  osservando  le  (7)  : 
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du        LP  P  jour        f   au      du 

colle  analc^he  in  ^  e  ;(.  Da  queste  sommando  e  riducendo: 
^-     du*         p   ^-    'du*   '    2p'd»  -^       '^ 

E  infine  osservando  che 

potremo  scrivere: 

(8)  D,  =  -LD-\--LEl^2X^(x-a). 
Anal(^;amente  : 

(9)  D':  =  -i-D"  +  -i-GX2X,(x-a). 

Or  volendo  pervenire  alla  formazione  di  tutti  i  possibili  invarianti  è  necessario  an- 
cora stabilire  alcune  altre  formole  fondamentali. 

A  tale  scopo  consideriamo  nelle  (6),  (8),  (9),  le  quantità  E^j  G, ,  D^,  D','  come 
funzioni  delle  variabili  a  e  v,  e  dei  parametri  a^  b^  e;  prendendo  le  derivate  parziali  ri- 
spetto a  questi  parametri,  avremo  facilmente: 

\-dr--     -f     ^^■'    db_-     p     ''^■'     de  -     p     ^^^ 

^       ìàVG,_2Cx-al^      dVG,_2(y-b)  ,^      dfG,  _  2^^- e)  ^ 
\~dT-        ~f        ^^"       db    -        p        ^^"       de    -        p        *^^■• 

Ed  ancora,  ponendo 

X  =  2.2X,(x-fl)-— —  = 


x.  —  a' 


V  =  l2X,(.-a)--^  =  --^, 


y  —  b  y, 

potremo  scrivere: 


d«  p 
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^  =  îi£^(|,;  +  XG,), 


Ed  ora  dalle  (io)  derivando  rispetto  ad  i*  e  t;,  e  tenendo  predenti  le  (4),  otteniamo 
formole  seguenti: 

da\du/  p        Law         x  —  a  du       'J^ 

(n)  )    d  (dVÊ\_2iy-b)rdVË, p      dy^J] 

^^^  ]db\du)-         p         Idu         y-bdu^^'j' 

dc\du;-~        p        Idu         x.  —  cdu^'S 

a  (dVË,\2(ix-a)rd\/Ë, ?_dx^ff\ 

da\  dv  J  p         L^^  ^  —  ^^^        j' 

f  i.ì  /  A  /Ì£I\  -  2(y-b)rdVË, f_dy^  .fi 

^^^  ]'db\dvf~         p         l  dv         y  —  bdv^^'j' 

§7\   dx;   /  p         L   ^^  ^  —  ^  ^^         J 

Poste  queste  formole,  passiamo  all'effettiva  costruzione  degl'in  varianti. 

§  IL  —  Invarianti  d*ordine  zero. 

Ci  occuperemo  in  primo  luogo  degl'invarianti  d'ordine  zero,  cioè  della  forma 

e  (VE,  Vg,  a  D-y 

A  tale  scopo  osserviamo  che  dovendosi  avere  identicamente 

la  funzione  0(v^, ,   ^^ij  ^i?  -'^'i')  ^^^^  essere    indipendente   dalle   costanti   arbitrant 
Uj  by  e;  frattanto  dovranno  annullarsi  le  sue  derivate  rispetto  a  queste  arbitrarie. 
Deriviamo  perciò  la  (15)  rispetto  ad  a  tenendo  presenti  le  (io),  (11),  (12);  avremo 

Similmente  derivando  rispetto  a  A  e  e,  otterremo: 
^®    4/W    1      ^^    i/r     L  ^^  n     1    ^®    r."    I    •.'  /  ^®  E-     i    ^'^  r-\ 
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X  Y  Z 

Ora  non  potendo  essere  X  =  >'  =  X'\  cioè = r  =    ,  perche  in 

tal  caso  la  5,  sarebbe  una  sfera,  si  dovrà  avere  separatamente: 


Concludendo  :  Affinchè  una  funzione  O  sia  un  invariante,  nel  senso  sopra  dctinito, 
è  necessario  che  considerata  come  funzione  di  \Œ^ ,  l/G, ,  D, ,  D'/  verifichi  il  sistema  (  i6). 

Viceversa  paniamo  dal  sistema  (i6).  Esso  ammette  due  integrali  indipendenti  e 
per  qpBesd  potren^  assumere  le  funzioni 

^  ^^  Ve:      \^,  i/i;    |/^; 

Ora  queste  sono  due  effettivi  invarianti  deU'inversione,  invero  risulta  dalie  (6)  b 
relazione 

VË-V1Ë' 

e  similmente  dalle  (6),  (8),  (ß): 

VG^  D,        Pr  ^/G    D       D" 

Vïï,^%     V^,     )ftVÊ     Vg' 

D'altra  parte,  c^:dì  akro  iose^aüe  éû  mumz  (i6)  essendo  funzione  degl^integrali 
particolari  (17)  sari  asct'euo  '^s  arranaare, 

GrinvarUDti  (17)  iiraagao  i^  »oc  dhixnm  invarianti  fondamentali  f  ordina  icr.' 
e  per  Tuso  freqaemt  dbe  st  ixtsu^  k,  vt^itio  li  indicheremo  rispecdvamente  con  H, 
a>,  cioè  porremo: 

Da  quanto  sopra  t  dÌ!nostr»t'.^  j/*.^«»»««/^  *//i*';ivC^rt  'a  projxjfsmofït  seguente  : 
P«'  ai^e  nd  modo  più  ^meriiht  ^    ^ari\M0^M'M  <^vri'^.   z^c  itf.'tö   a/iiMr^^^f   ukû 
jum^iont  arlntraria  degli  invarianti  )urUÌ4éiMiM$ui^',  4r  -n, 

S  III.  — laviiriÄ**  4j  >Ari44*v  ^Vì^^«^^ 


'y  / 


.   /  ,       *     't**fr,t 


Ora  rc^mo  occuparci  <{*^»'m>v4/.*ì''    ^   /'.  ■/  >'  -        ^^  ,     ,.^1.  ''/--/•  ','.',Hr 
finmoni  £,  G,  D,  D"  e  «itk  >/«"  '>^>"'V'  ^/ 

periore.  ^^ 

A  taie  scopo  risolviauM/  );*  ^»^V  '*•'>'''"'      •'''  '^y, 

09)  iÇ-mi/é^.        '^^        '7y 
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Da  queste  per  derivazioiie  si  ottiene: 


(21) 


d«\y^/       |<Êd«^    àu\YE)       au' 

dw\/GJ       YE  àv"^    dv\yË)       àv' 
Ora  però  dobbiamo  tener  conto  che  le  funzioni  £,  G,  D,  D"  e  le  bro  derivati 
prime  debbono  soddisfare  la  2*  e  3*  delle  (2),  che  per  le  (19)  e  (20)  si  potranm 
scrivere  i 

dv\yE)      [yE      »)     dv     ' 

a  (D"\_D  ß%  .  ^aiogi^\. 

àu\Y^)  - yÊ\àu^         du     )' 
ed  osservando  le  (21): 

(  ^  /^\_  ^  alogici  ■   I  a» 
)ai.\t/s;~^   a»    "•"  e  a»» 

Ciò  posto,  consideriamo  un  invariante  di  primo  ordine  formato  cioè  colle  funzioni 

./n-      ,rn     à^E       àl/Ë       dVG       dVG 
*^'     ^^'      d«  '       dv  '       a«  '        dv  ' 

'      '    a«'    dv'     a«  '     av  ■ 

Col  mezzo  delle  (19),  (20),  (21),  (22)  potremo  eliminare  le  quantità 

ro,  v.  ?ß,  ^, 

a«        dv  ' 

dD        dD        dD"        dD" 


du'      dv'        du  '        dv  ' 
dopo  di  che  l'invariante  sarà  formato  con 

i/p     n     Ì£?       ^i^  d^       d<ù       dS       dti 

^^'     "'      du  '       dv  '      "'     **'     du'      dv'      du'       di' 
Denotando  con  «fr  tale  invariante,  dovendosi  avere 

'*^\r^n^,y      ^u   '     dv    '^'  **'  du'  dv'  du'  dv) 

—  aÌìTp    n    ^^    ai/£         a«  a«  ae  ae\ 

_  q.^V£,      ^,  ^^    ,  -^^,   0),   W,   ^,  ^,  ^,  ^^ 


SOOL^nffTABUSn 


imâsytwiMâTTor:  covfouc  vellz  sdazio 


primo  membro  di  questa  osvt  ssserr  mzxncmmnr  z:^  ^,  :.  :  z  zanscsucTìxemcnK 
bbono  annnllarn  k  derivale  itsiruf  i  oussl.  zrurzznt,  &:  ahan^  ponendo  iter  serr- 
cìtà 


di  JE 
dl* 


--   =T. 


dl£ 


e. 


ri. 


X  —  a  du        X.  —  £01*        "" 

—  — f_^  =  — i— .^  =t.. 
y  —  b  du        y.  —  r  Ott 

7^  —  c  du         :i  —  :  òu  r  —  :   ci 

rivando  ed  oshovando  k  ^lOy.  ^:j^  ï'iSy.  ^i-/-  aTremc  : 


—  re**: 

'  CT. 


I    di 


^  —  *'  ^  4 


-v_  — 


Ora  bisogna  osservare  ctit  k  funziont  #♦  neve  resiart  inalterata  ancl^  ^,v,;,>.-.;   j^. 
stttoisce  alla  supcrfot:  5  una  superfide  ammm-a.  Ir  ul  caso  le  tiinzH>ni  ^,    (^  e   | 
ro  derivale  restano  inaiieratt  memrt  ì  E  .  D  .  p.  ç  <ìiventano  K)  H  ,  K  /*)     f^  ^   f^^,. 
xbè  si  dovrà  avere  separatamemt: 


3) 


Ö4»  -pr  Ö*  C>* 


4) 


t\ 


Infine,  calcolando  il  docnninante  di  questo  sist«««,  onw>iAnu>  : 

j  ■')',—>       V,        A    5«       V,        >    ,*r 


X'Y£.     ^"     V" 


J^^ 


('.  -  '')Cy.  -^)U.  -  r)  • 


A'  K  / 

^*..  ^yx  ^n, 

«3m  à«  àtf 

dv  dv  hv 


^v    I 


JiOt 
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e  ^jfCì&€9pjttJCiXTJtcM  per  Isi  (^2j): 


^ac^€mfj,  jjcrmimni  jciâoBCBS«:  lir    \^^ 
3# 


df 


=  £' 


ai£. 


/Vr  ^«r<  nd  m^  pim  femerak  mm  unrnrimmU  ii  frime  yrämi,  jmsj  assmmun  uns 
jumrpm€  arUifOfim  digrimtariamü  fimdamumuiU  %,  ^  £  ìm  ^-r;  iaimsu  frimi  riipü:: 
alk  variabili  m  €  v. 


s  IV.- 


Frima  di  procedere  alk  fonnaziooe  dcg}i  iDnriami  «forìfiie  supefîore  e  unie  d^ 
terminare  od  calado  direno  un  invariamc  dì  secondo  ordine,  che  chiameremo  rinva- 
fianU  J. 

Dilla  fonnob 

e  dal  sistema  0>  a  cui  debbono  soddisfare  x.  t,  ^.  sì  ricava  per  la  funzione  j*  il  si- 
i^tcma  seguente: 

ou'  lb    ou    ou        iG    ov    dv    ^  '       —       »^  "^ 

'^^^     '  îttdi;  "~       dv       du  ■'"       du       dv  ' 

dv'  2t    du    du     '    2G    dv    dv     *  '  —       '"^ 

Inoltre  dalle  (6)  derivando  si  ottiene, 

'    dìogVK  _  d log YÊ i^  dp^ 


(26) 


du        - 

du 

du' 

dlogVË, 

dv        -~ 

dlogVÊ 
dv 

dp 

dv' 

diogVG. 
du       - 

dlog|/G 
d« 

dp 
d«' 

diogVG,_ 
dv 

d  log  VG 
dv 

dp. 
dv' 

c  dalla  seconda  di  queste  derivando  ancora  e  tenendo  conto  delle  (25)  e  (26)  si  per- 
viene dopo  riduzione  alla  relazione  seguente: 
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^dMog/£,  _    d]ogVG,dlogVE,       Yaiog|/£.y      /  i    d^rpV 
dv'  dv  dt»       "•■  \     dv      /  "'"  \|/^    du   / 


Ciò  posto,  avendosi  identicamente: 

2(x  — a),  2(;y  — *),     2(^  —  0 
d*  dj»  ò\ 

du  du 

dx  dy 

dv  dv 


^2XXx  —  a)  =  -L= 


du 

il 
dv 


s^ue,  quadrando: 


[i2x,(.-.)r=j^ 


EG 


4P         5T 


dp         dp 
du        dv 


^         £ 


dp 
du 
dp 


ossia: 


[i.x.(,-.,r=.,--L(|t)'_^(|fy. 

Sieche,  scritta  la  (9)  sotto  la  forma 


%  =  ^  +  ^l.xs.-.y. 


avremo,  quadrando: 

D'onde  sommando  colla  (27)  : 

yiogt^g;     diogt^diogì/^:    (àiogVËV    (  I  df/GA'  ,_//)';  Y 
dt»'  dv        dv     ~^\  "dv    /  ~^\yË,  du  )  "^V/é;/ 

^     dMog»^  d\og)/G  dlog|/£       /dlogì/£y       /  I     dVG\       (  D"\ 

~~         dv'  dv  dv       "*"  \     dv      7  "•"  V|/f    d«  /  "^  V  |/G  /  * 

Siamo  cosi  al  possesso  di  un  nuovo  invariante  di  secondo  ordine. 

§  V.  —  Invarianti  d'ordine  superiore  al  primo. 

Per  la  formazione  degl'invarianti  d'ordine  supcriore  al  primo,  poniamo 

,dMogj^  _  ^dlogt/Gdlog|/£    ,    /dIogl/fV   ,    /_!   di/GV   ,    /  D"\  _  , 
dv'  dv  dv       "'"V     dv      ;  "*"Vi/£  d«/  "^VTö/   ~    ' 
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(28)  {  dìogSdhgVl 


che  per  le  (19)  e  (20)  potremo  scrivere  : 

dv'      ~\      dv     )  \      du     )  ~^       dv         dv 

Inoltre  dalle  (22)  imponendo  che 
dopo  semplificazione  otteniamo: 


aMog|/g_diog|/£aiogt/£'    aiogeaiog|/£     i    d't»  ,  aiogeaiogo) 

^  "^     dudv  du  dv        '^     du        dv  w  dudv  dv       du 

Ora  però  dobbiamo  tener  conto  che  deve  essere  soddisfatta  la  prima   delle  (2), 
sicché  tenendo  presenti  le  (19),  (20),  (28)  avremo  infine: 


(30) 


nog  y  E  _  (diog^ËV  _  j_  /dbgt^Y  _  /_D  Y 

d«'       ~\     du     )         e'\     dv     )        \Vë) 


In  forza  delle  forinole  (19),  (22),  (28),  (29),  (30),  e  di  quelle  che  se  ne  dedu- 
cono per  successive  derivazioni,  le  derivate  d'ordine  n  delle  funzioni  \Œ,  V^,  D,  D" 

..    ,-£.    _,    dfË      d|/£     ....        .      .        ^    , 

SI  possono  esprimere  per  mezzo  di  yb,   U,  — ^ —  ,    -^ — ,    degli  mvanann  w,  6,  y  e 

delle  successive  derivate  fino  a  quelle  d'ordine  n  di  (o,  S  e  fino  a  quelle  d'ordine  n  — 2 
di  /;  ond'è  che  un  invariante  d'ordine  n  si  può  sempre  mettere  sotto  la  forma: 

«(^,B,:^,^,  „,«,;,*■-,..,  9/,...,/^,...). 

\^     '      ^     dv         du  du'  du  dudv  ) 

Ed  allora,  ripetendo  il  procedimento  da  noi  seguito  nella  ricerca  degli  invarianti 
di  primo  ordine,  saremo   manifestamente  condotti  alla  conseguenza  che  la   funzione  ^ 

non  può  contenere  esplicitamente  le  quantità  yt^   L/,  -^ — ,    -^ — ;  qumdi: 

Per  avere  nel  modo  più  generale  un  invariante  d'ordine  n  basta  assumere  una  fun- 
Xione  arbitraria  degl'invarianti  fondamentali  8,  w,  /  tj  delle  loro  derivate  fino  a  quillt 
d'ordine  n  di  w,  O  d  fino  a  quelle  d'ordine  n  —  2  di  /. 

§  VI.  —  Equazioni  di  legame  per  grinvariantì. 

Fra  grinvariantì  B,  w,  /  sussistono  legami  differenziali,  che  si  ottengono  mettendo 
in  coesistenza  le  equazioni  (28),  (29),  (30),  (22). 


SU6L  INVARIAIITI  DEL  GRUPPO  DELLE  TRASFORMAZIONI  CONFORMI  DELLO  SPAZIO.  211 

Calcolando  le  condizioni  di  int^abilità  si  trovano  le  relazioni: 

/dloger  dloge  diogft» 2    d'co  "I  .    d  r  dlogeaiogco 2    d'c«>  1 

[    du   l^      dv      du  tu   dudvj^du]^      dv       du  o   dfidvj 

Idiogsr  diogeaiogc«)     2  a^co  n djr  dioge  aiogM     2  y  co  i       dj 

che,  ponendo 

(32)  ^  =  -1'         2/=a.'  +  -|»', 

si  riducono  con  opportuni  artifici  alla  forma  seguente  : 

l    a  r<^  /yiogQ  ,  dioga>diogû\T  _     ^  ^  /q»     q  itA 
)  duLö\d«d^      du     dv  ;J~     Ü  dv\       co  ^;' 

)     ,    d    fu    /dMogCO  dlogC0dlogû\-]_  Q      a    /     .      ,       C^     rzA 

[  ^dvl<ù  \dudv  ^     du        dv    /J~        cu  du\      "^  Ü       ;• 

Qui  interessa  altresì  invertire  la  proposizione,  cioè  : 

Se  tre  funT^ioni  8,  cd,  /  soddisfano  al  sistema  di  equa:^ioni  differ enxiaìi  (31),  esistono 
effettivamente  oo*  superficie  per  ciascuna  delle  quali  gl'invarianti  fondamentali  rispetto  al- 
l'inversione (calcolati  nelle  variabili  u  e  v)  si  riducono  appunto  alle  fun^^ioni  0,  co,  /. 

Per  la  dimostrazione  basta  osservare  che  nell'ipotesi  detta,  cioè  che  le  funzioni  O, 
co,  /  soddisfano  al  sistema  (31),  il  sistema  simultaneo  (28),  (29),  (30),  (22)  è  illimi- 
tatamente integrabile. 

Si  avranno  perciò  da  esso  le  funzioni  ^E^  D  con  quattro  costanti  arbitrarie,  e  si 
verìfica  con  un  calcolo  facile  che  le  funzioni  YE^  D  cosi  ottenute  e  le  funzioni  /G,  D" 
dedotte  dalle  (19)  verificano  le  (2). 

Ê  cosi  stabilito  il  teorema. 

Osservazione.  —  Dalla  formola  (29)  tenendo  conto  delle  (20),  (32)  si  ottiene: 

ologt^dlog/G       d'log|/£_dMogco       d  log  co  d  Ioga 
dv  du  dudv  dudv   "'du         dv      ' 

Parimenti  si  ha: 

dlogf^Gdlogf^g      dMogy^_d'logü        dlogü   dlogco 
du  dv  dudv  dudv     *        dv         du      ' 

Queste  relazioni  provano  che  le  due  espressioni 

d logyGÊ  d log^       d'  log|/g 
dv  du  dudv   ' 

a  log  1/Gd  log  }/£        dMog|/G 
du  dv  dudv   ' 

sono  invarianti  del  gruppo  conforme  perchè  si  esprimono  per  co,  Û;  d'altra  parte,  se 
si  pensa  l'equaabne  di  Laplace   a  cui  soddisfano  le  coordinate  x,  3^,  ^  essa  è  della 
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forma 


yx    ^dlogVÊdx  .  dlogVGdx 
dudv  dv      d«  du     dv^ 


e  i  sud  invarianti  nd  senso  di  Laplace  coincidono  colle  soprascritte  espressioni;  dunque: 
Gl'invarianti  delVequas^ymt  di  Laplace  a  cui  soddisfano  le  coordinate  d'un  punto 
di  una  superficie  riferita  alle  linu  di  curvatura,  sono  invarianti  della  superficie  medesima 
rispetto  al  gruppo  delle  trasfomuK^ymi  conformi. 

S  Vn.  — dlnvariantt  dd  Tresse. 

Â  complemento  dei  risulud  sopra  conseguiti  mostriamo  rapidamente  in  che  modo 
gl'invarianti  del  Tresse  possano  esprimersi  per  mezzo  d^l'invarianti  fondamentali 

A  tale  scopo  introduciamo  per  la  superficie  5  i  raggi  principali  di  curvatura  r , ,  r, 
in  un  punto  generico;  avremo  per  formole  note 

U4;  77  ~       £  '  r^~        G' 

ossia  per  le  (19) 

"^^  r,  --£'  r.  -       £"*";^' 

donde 

II  iù 

Dalla  prima  delle  (54)  per  derivazione,  tenendo  presenti  le  (22),  si  ricava: 


d  /  i\_   I   dVE 
dv\r,  /        E    dv 


>v\rJ~yËdv\B}- 


e 

Ed  ancora  derivando  la  (^^6)  ed  osservando  la  precedente  : 

_d 
di 

Ora,  indicando  con  f,  ed  s^  rispettivamente   gli   archi   delle   linee   di    curvatura 
u  =  cost.,  V  =  cost.,  potremo  scrivere 

às.\r,)       j^ËGdv\e) 
osàa  per  le  (19) 

(^7)  577(77)  =  Fedele")  • 

Da  questa  infine  e  dalla  (36)  si  ricava  in  ultimo 


(2 lV~      w'av\e/' 


(i-i) 
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in  forza  ddla  (32)  si  può  scrivere: 

)  y  J i_Y  ••      dv 

Similmeme 

~ä^\"^  ^ i_dlog« 

Siamo  cod  pervenuti  alk  espressioni  efièmve   degl'invarianti  dei  Tresse  segnati  a 

rina  949  ddla  nota  dtaia. 

'  TaH  invarianti,  secondo  l'ordinaria  definizione,  sono  di  terzo  ordine,  poiché  i  primi 
mbri  delle  (38)  e  (39)  â  esprimono  coUe  derivate  della  ^  rispetto  ad  x  ed  y  fino  a 
eUe  di  3°  ordine;  sono  invece  invarianti  di  primo  ordine  secondo  la  definizione  adot- 
a  nella  presente  memoria. 

Le  formole  (38)  e  (39)  mostrano  come  essi  si  esprimono  in  forma  molto  sempHce 
l  mezzo  d^l'invarianri  fondamentali  w,  Ü. 

Seguendo  un  procedimento  simile  a  queUo  tenuto  per  la  formazione  deUe  espres- 
>m  (38)  e  (39),  a  ricavano  parimenti  le  espressioni  dei  rimanenti  invarianti  del  Tresse  *). 

Frattanto  riteniamo  superfluo  riporure  i  calcoli  relativi  e  scriveremo  senz'altro  le 
finitìve  espressioni  dei  sudetti  cinque  mvarianti,  doè  precisamente: 

I    /  I     d'f»     ,    3 log«    d         0)  \ 


I    /  I     d'il     ■    aiogü    d         ü\ 
0/  Vu    dv'    "*■     dv    'd^'°S  — ), 

]_/  i     d'co     ■    dlogo)    d  ü\ 

ä>u\'&ra»dv   '       du      dv°^~^}' 

I    /  I     d'ü        dlogü    a         w_\ 


—L-.W. 


Ci  proponiamo  di  ritornare  sulla  questione,  per  completare  lo  studio  di  questi  in- 
ariand  dal  punto  di  vista  delle  loro  applicazioni  in  geometria. 

Palermo,  giugno  1906. 

Pasquale  Calapso. 


*)  ^  e.,  pag.  950. 
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ALCUNI  TEOREMI  SULLE  CURVE  RAZIONALI  DI  UNO  SPAZIO 
AD  r  DIMENSIONI  DOTATE  DI  r  +  i  PUNTI  D^IPEROSCULAZIONE. 

Nota  di  Luigi   Berzolari  (Pavia). 


Adonansa  del  «4  giugno  1906. 


In  due  recenti  lavori  *)  ho  considerato  coppie  di  piramidi  (di  r  -|-  i  vertici)  d*uno 
spazio  S^  ad  r  dimensioni,  che  ho  chiamato  «  ài  Schlafu  »  e  risp.  «  ài  Möbius  ».  Due 
piramidi  di  Schlafu  sono  cosi  tra  loro  riferite,  che  ogni  5^^^ ,  il  quale  incontri  r  delle 
congiungenti  i  vertici  omologhi,  incontra  pure  la  rimanente  (e  dualmente  per  le  rette 
che  tagliano  gli  S^_^  comuni  alle  coppie  di  facce  omologhe).  Due  piramidi  di  Möbius 
si  hanno  soltanto  per  r  dispari,  e  son  cosi  riferite,  che  quanti  vertici  si  vogliano  di  cia- 
scuna, purché  in  numero  dispari,  e  i  vertici  non  corrispondenti  dell'altra  stanno  in  un 
iperpiano.  Se  Tuna  delle  due  piramidi  si  assume  come  fondamentale,  e  se  con  le  coor- 
dinate dei  vertici  dell'altra  si  costituiscono  ordinatamente  le  orizzontali  d'un  determinante, 
questo  nel  primo  caso  risulta  simmetrico,  nel  secondo  emisimmetrico  (e  inversamente). 

In  questa  Nota  mostrerò  come  coppie  di  piramidi  sia  di  Schläfli  che  di  Möbius 
s'incontrino  nello  studio  delle  curve  razionali  d'ordine  qualunque  n  (con  ^  ^  r)  che 
son  dotate  di  r  -f"  i  p^ntx  d^iperosculaT^ione  (punti  per  ognuno  dei  quali  esiste  un  iper- 
piano avente  ivi  con  la  curva  contatto  w-punto)  **).  Son  tali,  per  es.,  le  curve  razionali 
normali  e  le  curve  razionali  generali  d'ordine  r  -\-  i  dello  S^ . 

I,  Sia  C**  una  curva  razionale  d'ordine  n  dello  spazio  S^  (con  n  ^  r),  dotata 
di  r  4"  I  distinti  punti  d'iperosculazione  A^^  A^,  . .  .  ,  A^_^^ .  Dicansi  a^j  a^,  . . .  ,  a^^, 
i  parametri  di  questi  punti  in  una  qualsiasi  determinazione  parametrica  fissata  sulla  curva, 


*)  Sui  sistemi  di  n  -{-  i  rette  dello  spw^io  ad  n  dimensioni,  situate  in  posi:(ionc  di  SchlAfli  [questi 
Rendiconti,  t.  XX  (1905),  pp.  229-247J;  Sull'estensione  del  concetto  di  tetraedri  di  MöBiüS  agli  iperspa^ii 
[ibid.,  t.  XXII  (1906),  pp.  136-140]. 

••)  A  tali  curve  si  riferisce  la  mia  recente  Nota  :  Sulle  curve  gobbe  ragionali  dotate  di  piani  stazionari 
singolari  [Rend,  del  R.  Istituto  Lombardo,  serie  2*,  voi.  XXXIX  (1906),  pp.  419-422].  Al  caso  del  piano 
è  dedicato  il  lavoro  del  sig.  Brusotti,  Sulle  curve  piane  ragionali  dotate  di  tre  punti  d'iperosculazione 
[ibid.,  serie  2*,  voi.  XXXVII  (1904),  pp.  888-907 J;  per  lo  spazio  ordinario  alcuni  teoremi  son  stati  dati 
dal  sig.  Marletta,  Contributo  alla  teoria  delle  curve  ragionali  [questi  Rendiconti,  tomo  XXI  (1906), 
pp.  192-210].  Per  quest'ultimo  caso,  e  in  connessione  col  presente  lavoro,  hanno  luogo  ulteriori  e  assai 
notevoli  proprietà,  che  spero  di  poter  pubblicare  tra  non  molto. 
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e  SI  ponga 

/(X)  =  (X-a.)(X-aJ...(X-fl_). 

Scdd  come  fondamentali  gl'iperpiani  a^,  a^,  . . .  ,  a^^^  (iperpiani  singolari)  aventi 
in  A^,  A^j  . . .  ,  A^_^^  contatto  n-punto  con  la  curva,  le  coordinate  omogenee  del  punto 
corrente  di  questa  si  potranno  esprimere,  per  mezzo  del  parametro  \  con  le  formole  : 

x.  =  (X  — fl.y  0=1,  2,...,  r+i). 

Quando  n  sia  pari,  gl'iperpiani  secanti  C"  in  gruppi  di  punti  apolari  a  sé  medesimi 
inviluppano  una  quadrica  J?,  avente  l'equazione  tangenziale 

dove  si  è  posto  per  brevità 

(ik)  =  a,-a,. 

La  quadrica  E  passa  per  i  punti  A^j  A^j  . .  .  ,  A^^^j  ed  ha  in  essi  per  iperpiani 
tangenti  i  rispettivi  iperpiani  singolari  ol^,  «^ ,  . . .  ,  a^^^ . 

Questa  quadrica  è  indeterminata  per  n  dispari;  ma  in  suo  luogo  si  può  allora 
considerare  il  complesso  lineare  r  degli  S^_^  in  cui  s'incontrano  le  coppie  d'iperpiani 
secanti  C*  in  gruppi  di  punti  tra  loro  apolari.  Dicendo  t:.^  =  ^.yì^  —  $^y).  le  coordinate 
iperpiane  d*un  tale  S^_^  (comune  agl'iperpiani  $,  »),  r  vien  rappresentato  dall'equazione 

Il  complesso  V  contiene  gli  S^_,  aventi  con  C"  un  contatto  (r  —  impunto  nei  punti 

a.  U  determinante 

o  (12)-        ...(I,  r+i)" 

(21)"  o  .  .  .  (2,  r  +  I)- 


(f  +  I,  I)-    (f  +  I,  2)-  .  .  .  o 

formato  con  le  coordinate  dei  punti  A^j  A^y  . . .  ,  A^_^^^  è  simmetrico  oppure  emisim- 
metrico,  secondo  che  n  sia  pari  o  dispari,  e  nel  primo  caso  coincide  col  discriminante 
della  quadrica  E.  In  ogni  caso  esso  contiene  come  fattore  il  discriminante  della  forma 
f(X)  *):  il  fattore  rimanente  è  dunque  un  invariante,  di  grado  2(n  —  r),  delki  forma 
stessa,  ed  anzi,  allorché  «  ed  r  siano  entrambi  dispari,  è  il  quadrato  d'un  invariante  di 
grado  n  —  r.  Di  qui  e  dal  teorema  del  Kronecker,  secondo  il  quale  la  caratteristica 
d'un  determinante  emisimmetrico  è  sempre  pari,  si  deduce: 

Per  n  pari,  l'appartenere  i  punti  A^^  A^j  . . .  ,  A^_^^  ad  un  iperpiano  è  caratterixj 


*)  Sì  noti  che  quel  determinante  ò  il  prodotto,  per  orizzontali,  delle  due  matrici 


.  (_  i)"a« 

■  (- 1)"«;.. 
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:^ato  ddV  annullarsi  di  un  certo  invariante  j  di  grado  2(n — r),  della  forma  fQk);  quando 
ciò  avvenga,  e  soltanto  allora,  la  quadrica  £,  come  inviluppo,  h  semplicemente  specialiçpiata, 
e  come  luogo  si  riduce  al  detto  iperpiano  contato  due  volte. 

Per  n  dispari  ed  r  pari,  i  punti  A^j  A^j  . . .  ,  A^_^^  stanno  sempre  in  un  iperpia- 
no *),  ma  possono  anche  appartenere  ad  uno  spas^io  lineare  S^_y  di  minor  dimensione 
(con  h  dispari  e  X  i). 

Per  n  dispari  ed  r  pure  dispari,  i  punti  A^j  A^j  . . .  ,  A^_^^  non  giacciono^  in  ge- 
nerale, in  un  iperpiano:  ma  giacciono  addirittura  in  un  S^_^j  o  in  uno  spazio  lineare 
^r~&  ^^  minor  dimensione  (con  h  pari  e  '^2%  quando  sia  nullo  un  certo  invariante,  di 
grado  n  —  r ,  della  forma  f(X). 

Negli  ultimi  due  casi,  il  sistema  nullo  determinato  dal  complesso  lineare  T  h  degenere, 
di  specie  Ä,  e  il  complesso  medesimo  ha  fS^^^  come  spas^io  singolare  **). 

Sono  specialmente  da  notarsi  i  casi  particolari  di  n  =2r  ^  1  edn  =  f  +  2. 

Data  in  S^  una  curva  ragionale  generale  d'ordine  r  -}-  i^  se  r  i  pari  i  punti  di 
contatto  de'  suoi  iperpiani  stas^ionari  appartengono  ad  un  iperpiano;  mentre,  ser  k  dispari, 
dò  avviene  quando,  e  sol  quando^  essi  costituiscano  sulla  curva  un  gruppo  apolare  a  si 
stesso,  ossia  quando  la  quadrica  E  si  riduca,  come  luogOj  ad  un  iperpiano  doppio  (quello 
appunto  che  contiene  gli  f  4~  ^  /mntì  nominati). 

Data  in  5^,  con  r  dispari,  una  curva  ras^ionale  d'ordine  r -}-  2  dotata  di  r  -{- 1 
punti  d'iperosculas^ione,  questi  non  appartengono,  in  generale,  ad  un  iperpiano;  ma  giac- 
ciono addirittura  in  un  S^_^  (0  in  uno  spa3;io  lineare  di  dimensione  minore,  ma  dispari) 
quando,  e  sol  quando,  formino  sulla  curva  un  gruppo  apolare  a  sé  medesimo. 

Quest'ultima  proprietà  è  nota  per  r  =  3  ***).  Ma  in  5^  si  ricava  dal  teorema  ge- 
nerale un'altra  proprietà,  che  non  credo  osservata,  ponendo  n=:  7.  Invero  Tinvariante 
della  biquadratica  /(>^),  del  quale  allora  si  tratta,  essendo  di  4°  grado,  non  può  essere 
che  il  quadrato  dell'invariante  quadratico,  epperò: 

In  una  curva  gobba  ragionale  del  y°  ordine,  dotata  di  quattro  punti  d'iperoscula- 
:^ione,  questi  non  sono  generalmente  complanari,  ma  stanno  addirittura  in  linea  retta 
quando,  e  sol  quando,  costituiscano  sulla  curva  un  gruppo  equianarmonico. 

3.  Poiché  il  determinante  formato  con  le  coordinate  di  A^^  A^j  ...,  A,_^^  è  sim- 
metrico o  emisimmetrico  secondo  che  n  è  pari  o  dispari,  dalle  proprietà  richiamate  in 
principio,  e  da  qualche  altra  per  la  quale  mi  limito  a  rimandare  ai  miei  due  lavori  là 
citati,  segue  senz'altro: 


•)  Per  il  piano  vedi  :  Brusotti,  1.  e,  n°  i  ;  Marlbtta,  1.  e,  I,  n"  6. 

•*)  Lo  spazio  lineare  00*-*  degli  iperpiani  passanti  per  VS^^t,  è  il  cosidctto  spazio-centro  del 
complesso. 

*^)  Ciani,  Sopra  alcuni  gruppi  lineari  quaternari  dotati  di  quartica,  0  di  quintica  gobba  ra^ionaìe  in- 
variante [Rend,  del  R.  Istituto  Lombardo,  serie  2*,  voi.  XXXVII  (1904),  pp.  341-353  (n°  13)];  Marlbtta, 
Sulle  curve  ragionali  del  quinto  ordine  [questi  Rendiconti,  tomo  XIX  (1904),  pp.  94-119  (III,  n°  7)]; 
Berzolari,  Osservazioni  alla  Nota  precedente  del  prof,  E.  Ciani  «  Sopra  le  curve  gobbe  ragionali  di  quint'or- 
dine  »  [Rend,  del  R.  Istituto  Lombardo,  serie  2*,  voL  XXXVIII  (1905),  pp.  446-448]. 
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Se  n  i  parij  ta  piramide  che  ha  per  vertici  i  punti  A^^  A^^  . . . ,  A^^^  e  quella  che 
ha  per  facu  i  rispettivi  iperpiani  singolari  a^,  a^,  ...  ,  a^^^  sono  di  Schläfu;  ed  E 
è  la  quadrica  rispetto  alla  quale  sono  reciproche  l'una  dell'altra. 

Se  n  ed  r  sono  entrambi  dispari,  le  due  precedenti  piramidi  sono  di  MöBius;  e  V 
h  il  complesso  lineare  di  S^^  rispetto  al  quale  sono  reciproche  Vuna  dell'altra. 

4.  Le  coordinate  del  punto  corrente  neir5^_j  osculatore  a  C"  nel  punto  di  para- 
metro X  son  date,  al  variare  di  X^ ,  X^,  . . .  ,  \_^j  da: 

X,  =  Çk-  a,)-'*'(\  -  «,)(),  -  a,)  . . .  (\_,  -  fl,)    (,-  =  I.  2 r+  I). 

Ponendo  in  queste  X  =  a^  ed  eliminando  X,,  X^,  . . .  ,  X^^^,  risulta  che  V  S^_^ 
osculatore  a  C  nel  punto  A^{k  =  i,  2,  . . .  ,  r  -f-  i)  è  l'intersezione  dell'iperpiano 
singolare  a^  (di  equazione  x,^  =  o)  con  l'iperpiano 

(2,3,  ...,  k  —  i,  t  +  i,  ...,  r  +  i)  (1,3,4,  '->  ^  — 1>  k  +  iy  ...,  r  +  i) 

(k,  lY"'^'  '  "  (k,  2)-'^^ 

a.  .  /      r\k(h2,  ...,^  —  2,  ^4-1,  ...,  r  +  i)^ 

"I  hi.     i;  (*,  A  -  i)"-^-^  ^*- 

,  /      ,V-i(i>  2,  ...,  k  —  i,  k  +  2,  ...,  r  +  i) 
-t^      U  (Jfe,  jt+i)— ^  ""*- 

t        -h  i.     U  (it,  r  + 1)"-^"^  ^-^        ' 

dove  ad  es.  con  (2,  3,  . . .  ,  A  —  i,  k  -\-  1^  . . .  ,  r  -f-  i)  si  è  indicato  il  determinante 
di  Vandermonde  formato  con  a^,  a^  . . .  ,  rt^^,  a^.^^,  . . .  ,  fl^^^,  epperò  in  partico- 
lare con  (t,  A),  come  nei  n'  precedenti,  la  differenza  fl-  —  a^.  L'ultimo  iperpiano  è 
quello  che  projetta  VS^  ^  osculatore  in  A^ ,  dal  punto  d'incontro  degl'iperpiani  singolari 
aventi  i  punti  di  contatto  nei  rimanenti  punti  A..  Ora  se  si  moltiplica  la  precedente 
equazione  per  ( —  i)*~S  nelle  equazioni  che  ne  derivano  per  ife  =:  i,  2,  . . .  ,  r  -j-  i 
il  determinante  dei  coefficienti  delle  coordinate  risulta  simmetrico  o  emisimmetrico  se- 
condo che  n  —  r  sia  dispari  o  pari.  Riducendolo  a  forma  intiera,  si  riconosce  facil- 
mente ch'esso  è  un  invariante,  di  grado  2(r  —  i)(«  —  r  -}-  i),  della  forma /(X),  ed 
anzi,  quando  w  ed  r  siano  dispari  entrambi,  il  quadrato  d'un  invariante  di  grado 
(f  —  i)(n  —  r  -f-  i).  Si  ha  dunque  il  teorema: 

Se  n  ed  r  hanno  diversa  parità,  gli  S^_^  osculatori  a  C"  nei  punti  A^j  A^,  . . .  ,  A^_^^ 
sono  in  posizione  di  Schläfli  *);  0,  ciò  che  l  io  stesso,  sono  di  Schläfli  la  piramide 
che  ha  per  facce   gV iperpiani   singolari   «,,  ^t^,  . .  .  ,  a^_^, ,    e   quella   che    ha  per  facu 


*)  Nel  piano  si  ha  di  nuovo  il  teorema  (caso  particolare  anche  dell'ultimo  del  n°  i)  che  per  n 
dispari  i  tre  punti  d'iperosculazione  sono  allineati.  Nello  spazio  ordinario  risulta  che  avendosi  una  curva 
gobba  taiionale  d*oràine  pari,  dotata  di  quattro  punti  dHperosculaiione,  le  tangenti  in  questi  punti  sono  iper- 
boloidiche:  proprietà  nota  soltanto  per  la  quartica  di  a*  specie  (11  =  4):  Cremona,  Intorno  alla  curva 
gobba  del  quarf ordine,  per  la  quale  passa  una  sola  superficie  di  secondo  grado  [Annali  di  Matematica, 
serie  I*,  tomo  IV  (1861),  pp.  71101  (S  14)]. 

R$mi,  Cf  ^mUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  a  agosto  1906.  a8 
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gViperpiani  projettanti  dai  verità  della  preudente  gli  S^_,  osculatori  a  C"  situati  nelle 
iacee  «,,  a,,  ...  ,  a^^,  risp,  opposU, 

Se  inveu  n  ed  r  sono  entrambi  pari,  gli  anzidetti  iperpiani  projettanti  passano  per 
uno  stesso  punto  (o  per  uno  stesso  spazio  lineare  d'un  numero  pari  di  dimensioni);  mentre, 
per  n  ed  r  ambedue  dispari^  essi  sono  generalmente  le  facce  di  una  piramide,  che  i  in 
posizione  di  Möbius  con  la  a^  a^  . . .  a^^^ ,  ma  passano  tutti  per  una  medesima  retta 
(o  per  un  medesimo  spa:^io  lineare  a  maggior  numero  di  dimensioni ,  purché  dispari)^ 
quando  sia  nullo  un  certo  invariante^  di  grado  (r  —  i)(n  —  r  -(-  i),  della  forma  fÇk)  *). 

5.  Quando  si  n  che  r  siano  dispari,  il  complesso  lineare  di  rette,  rispetto  al  quale 
sono  reciproche  le  due  piramidi  considerate  nel  n°  precedente,  ha  per  equazione  : 

dove  pi^  =  x^y^  —  x^y^  sono  le  coordinate  locali  della  retta  congiungente  i  punti  x,  y\ 
F.j  è  il  determinante  di  Vandermonde  formato  coi  numeri  che  rimangono  da  a^, 
a, ,  . . .  ,  a^^i  togliendone  a .  e  äj  ,  e  la  somma  è  da  estendersi  a  tutte  le  coppie  di  va- 
lori dii,  ilp=:i,2;  i,3;...;r,  r+i-  L'invariante  simultaneo  di  questo  complesso 
e  del  complesso  r  (n**  i)  è  dunque 

(1)  Z(-  ir '^aO,  *)'-'• 

Ma  poiché  r  è  dispari  si  può  scrivere: 

(2)  {i,  Äy-»=«-»_a;-)-(r-2)(a:-'a,-a,a;-')+(''-')(a:-a:-«:a;-)- .... 

Sostituendo  in  (i)  queste  espressioni,  si  annullano  separatamente  tutti  i  gruppi  di 
termini  che  si  ricavano  dall'invariante  stesso  ponendo  in  luogo  di  (i,  kj"^  volta  per 
volta  le  diverse  differenze  di  cui  si  compone  il  secondo  membro  della  (2):  essi  equi- 
valgono infatti  allo  sviluppo  (secondo  la  regola  di  Laplace)  del  determinante  che  si 
deduce  dalla  matrice 

I         I       ...  I 
a.       a.      ...  a. 


a'-'' 


aggiungendole  o  la  sua  prima  e  la  sua  ultima  orizzontale,  o    la    seconda    e    la   penul- 
tima, . . .  L'invariante  (i)  è  dunque  nullo,  e  però  si  conclude  : 

Se  n  ed  r  sono  entrambi  dispari,  il  complesso  Untare  V  di  5^_^  {rispetto  a  cui  son 
reciproche  le  due  piramidi  di  Möbius  del  n°  3),  e  il  complesso  lineare  di  rette,   rispetto 


*)  Per  le  curve  razionali  normali  (»  =:  r)  questa  parte  del  teorema  è  già  dimostrata,  in  altro  modo 
e  sotto  la  forma  duale,  nella  mia  Nota  :  Mie  curve  d'ordine  n  dello  spazio  ad  n  dimensioni  [Rend,  del 
R.  Istituto  Lombardo,  serie  2*,  voi.  XXXVI  (1903),  pp.  791-795]. 
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al  quale  son  reciproche  le  due  piramidi  di  Möbius  considerate  nel  n°  precedente^  sono  in 
involuzione  *). 

Quando  «  ed  r  abbiano  diversa  parità,  la  quadrica  rispetto  a  cui  sono   polari  re- 
ciproche le  due  piramidi  di  Schlafu  del  n°  prec.  ha  per  equazione: 


''» 


¥-  ■^"'ön^ 


^JC.Xj  =  0. 


E  però  il  ragionamento  medesimo  di  poc'anzi  prova  che  per  n  pari  ed  r  dispari 
essa  è  apolare  alla  quadrica  (inviluppo)  E,  Dunque: 

Se  n  h  pari  ed  r  dispari,  la  quadrica-inviluppo  E  {rispetto  a  cui  son  reciproche  le 
due  piramidi  di  Schlafli  del  n°  3),  e  ìa  quadrica-luogo,  rispetto  alla  quale  son  polari 
reciproche  le  due  piramidi  di  Schlafli  considerate  nel  n°  precedente,  sono  apolari  tra  loro. 

Pavia,  18  giugno  1906. 

L.   Berzolarl 


*)  Intorno  al  significato  geometrico  della  posizione  involutorìa  di  due  complessi  lineari,  Tuno  di 
rette  e  Taltro  di  S^_^ ,  in  5^  ,  cfr.  Castelnuovo,  Ricerche  di  geometria  della  retta  nello  spa:^io  a  quattro 
dimensioni  [Atti  del  R.  Istituto  Veneto,  serie  7*,  tomo  II  (1891),  pp.  855-901  (p?  12)];  S.  Kantor,  Die 
linearen  Systeme  linearer  Strahlenkomplexe  im  R^  [Sitzungsb.  der  math.-nat.  Klasse  der  Kais.  Akad.  der 
Wissenschaften  (Wien),  Bd.  CXH   (1903),  pp.  815-877  ($$  3,  4,  5)]. 
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TRASFORMAZIONE  DI  ALCUNE  FUNZIONI  POTENZIALI. 
Nota  di  Tommaso  Boggìo  (Genova). 


Adunanza  deU'8  luglio  1906. 


La  funzione  potenziale  di  una  sfera  eterogenea  è  espressa  da  un  integrale  triplo, 
esteso  a  tutto  il  campo  sferico  che  si  considera.  Supponendo  però  che  la  densità  sia 
somma  di  prodotti  di  potenze  pari  del  raggio  vettore  (che.  parte  dal  centro  della  sfera) 
per  delle  funzioni  armòniche,  si  può  ottenere  la  funzione  potenziale  corrispondente 
espressa  mediante  quadrature,  e  precisamente  mediante  integrali  semplici  i  cui  limiri 
sono  zero  e  il  raggio  vettore  che  va  al  punto  potenziato  :  questo  è  stabilito  nei  §§  2-4 
di  questa  Nota. 

Si  capisce  a  priori  come  questa  trasformazione  sia  vantaggiosa  :  poiché  anzitutto 
viene  diminuito  il  numero  delle  integrazioni,  e  poi  dall'espressione  risultante,  nella  quale 
non  figurano  più  neanche  implicitamente  le  coordinate  dei  punti  potenzianti,  si  può 
avere  sotto  forma  assai  comoda  la  derivata  della  funzione  potenziale  rispetto  al  raggio 
vettore,  e,  occorrendo,  i  valori  che  assume  sulla  superficie  sferica. 

Una  riduzione  analoga,  assai  conveniente,  si  può  fare  per  la  funzione  potenziale 
della  superficie  sferica  eterogenea,  allorquando  si  conosca  la  funzione  armonica  nella 
sfera,  e  che  in  superficie  coincide  coUa  densità.  Ciò  è  mostrato  nei  §§6,  7,  e  come 
applicazione  espongo,  nel  §  8,  un  altro  procedimento  per  risolvere  il  problema  di  Di- 
RiCHLET  nel  caso  della  sfera. 

Le  precedenti  proprieuì  valgono  anche  se  la  massa  occupa  lo  spazio  indefinito  li- 
mitato da  un  piano  (§§  9,  io);  come  anche  valgono  per  il  potenziale  logaritmico  cor- 
rispondente ad  un  cerchio  eterogeneo  o  ad  una  circonferenza  eterogenea  (§§  11-14)- 

In  una  prossima  pubblicazione  mostrerò  quanto  siano  utili  le  formole  qui  stabilite 
nel  caso  della  sfera,  per  risolvere  con  quadrature  alcune  questioni  sulle  correnti  sta- 
zionarie in  un  conduttore  sferico,  le  quali  sono  trattate  diffusamente,  mediante  serie, 
nel  cap.  IV  della  Theorie  de  V Électrodynamique  di  E.  Mathieu  (Paris,  1888). 

I,  Indichiamo  con  S-  la  sfera  di  centro  0  e  raggio  i?,  con  a  la  superficie  sferica 
che  la  limita,  e  con  S^  lo  spazio  esterno  a  t. 

Sia  poi  V.  una  funzione  armonica  in  S. ,  F  una  funzione  armonica  in  5^,  che 
si  comporti  allMnfinito  come  una  funzione  potenziale  di  spazio,  e  supponiamo  che  in 
ogni  punto  di  <i  sia  soddisfatta  l'equazione  : 


/\  »f^i      M      a  '' .  Irr  -TX 
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Prendendo  il  centro  O  della  sfera  come  origine  delle  coordinale  cartesiane  orto- 
gonali (x,  jr,  0>  Ö  polari  (p,  h,  9),  i!  valore  di  T.  in  un  punio  cualur.que  (?,  0,  i) 
di  S,  è  dato  dalla  nota  fomiola: 

co  ''.(?,  ^?)  =  vr.^|i,  •»..); 

da  essa  è  facile  dedurre,  mediante  derivazione,  la  nou  :*or:r!oLi  : 
àf".    ,    dF,_        I    ,, 

ri 

valida  in  ogni  punto  di  7,  e  che  d  sari  unlissicia  in  seguito. 

9.  Supponiamo  ora  che  lo  spazio  5   sia  riempito  di  nussa,  la  cui   densità    in    un 
pomo  qualunque  aa  n;  allora  b  funzione  potenziale  di  uie  massa  e 

0)  U(x,y,^  =  f"-^, 

r  essendo  la  distanza  del  punto  potenziato  (x,  w  *)  dal  punto  potenziante  viriabilc,  e 
dS.  l'elemento  di  volume  adiacente  a  questo  punto. 

Se  poi  indichiamo  con  U.  la  funzione  U  per  i  punti  di  5-,  e  con  U  li  fun- 
zione U  per  i  punti  dì  S,,  si  ha  dalla  (3): 

(4)  \U,=-4T.u,        (inS.) 

(5)  \  U.  =  o, 
Ciò  premesso,  supponiamo  che  la  densità  u  sia  somma  di  prodoni  di  potenze  pri 

di  p  per  delle  funzioni  armoniche,  cioè  che  sia  esprimibile  colla  formola  : 

o 

le  F^  essendo  funzioni  armoniche  in  5,;  ciò  equivale  a  dire  che  la   densità   n  ò  una 
funzione  poUarmonica  d'ordine  m. 
Sostituendo  nella  (4)  si  ha: 

(7)  KU.  =  -A^1,f'F,; 

o 

la  funzione  17,.  è  perciò  poliamionica  d'ordine  'w  -f-  i,  e  può  quindi   scriversi    anche 
cosi: 

(8)  Vi=-%,r^,, 

le  *,  essendo  funzioni  armoniche  da  determinarsi  ;  sostituendo  nella  (7)  risulta  : 

£,p"-'[2n(2n  +  I)*   +  4np^  +  4i^F...]  =  o, 

ora,  affinchè  quest'equazione  possa  sussistere,  debbono  essere  nulle  tutte  le  espressioni 

entro  le  parentesi  quadre,  cioè  : 

r  X  2n  -1-  I  ^     ,      d4>^  w  -.  ,  ^  . 


(inS,).        \'~  dx'^  dy  ^  d-,'  ì' 
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da  quest'equazione  si  ricava,  con  una  nota  formola: 


QM  ^  I,   2,   •  •  •  9  <!•/, 


(10)  *.  =  -^p-    *   jTp  '  F^,dp 

e,  come  si  sa,  questa  è  Tunica  funzione  armonica  che  soddisfa  alla  (9);  in  tal  nuxio 
conosciamo  le  funzioni  armoniche  4», ,  4»^ ,  . . . ,  4»^ . 

3*  Rimane  da  determinare  la  funzione  4»^. 

Osserviamo  che  essa  è  armonica  in  5,.  e  che  nei  punti  di  a  si  ha,  dalla  (8): 

J.1P"*.  =  17,; 

inoltre,  come  risulta  dalla  (5),  la  funzione  U^  è  armonica  in  5^,  e  nei  punti   di  a  si 
ha  17,  =  U. ,  cioè  : 

(11)  U,^%.^'*.', 

possiamo  perciò  applicare  la  (2)  alle  funzioni  armoniche: 

ed  abbiamo: 

ovvero  per  la  continuità  delle  derivate  prime  di  U  attraverso  a: 

e  sostituendo  ad  17.  il  suo  valore  (8): 

ed  è  chiaro  che  quest'equazione  sussiste  non  solo  nei  punti  di  d,  ma  in  tutta  la  sfera  5, . 
Essa  può  ancora  scriversi: 

e  ricordando  le  (9): 
da  cui  si  ricava: 

(12)  ♦o=«|.-fÄ"p"^jrV'^F_dp. 

4.  Sostituendo  i  valori  (io),  (12)  nella  (8)  si  ha: 
(13)     I/.  =  --|;.-p  '    jf    P  '    F,_,df^.^^l-R-f    'jTp    'F_dp, 
e  questa  formola  ci  dà  appunto  la  funzione  U.  espressa  mediante  quadrature. 
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Per  trovare  ora  la  funzione  U^  bisogna  tener  presente  che  è  armonica  in  5^  e 
che  nei  punti  di  a  soddisfa  alla  (ii),  perciò  ricordando  la  (i)  avremo  in  ogni  punto 
(p,  e,  9)diS.:  P       /p. 

ossia: 
(i4)I7.  =  -i.Ç.^p    '    jf        P    '    F._.dp  +  «Ç,-^A"p    'J^       p    'F_^p; 

la  funzione  17^  risulta  cosi  anch'essa  espressa  con  integrali  semplici  ;  come  si  vede  que- 
sta espressione  si  può  ottenere  dalla  (13)  cambiando  semplicemente  il  limite   superiore 

p  degli  integrali  in  — . 
P 
Trasformando  gli  integrali  che  figurano  nelle  (13),  (14)  in  integrali   fra   i   limiti 

o  ed  I  si  ha  ancora: 

In  particolare,  se  le  funzioni  armoniche  F^ ,  che  figurano  nella  (6),  sono  funzioni 
razionali  delle  coordinate  (x,  y^  :(),  con  che  la  densità  u  sarà  una  funzione  poliarmo- 
nica  razionale,  le  quadrature  indicate  nelle  formole  precedenti  si  potranno  eseguire  sotto 
forma  finita,  e  quindi  le  funzioni  U- ,  U^  risulteranno  pure  espresse  sotto  forma  finita. 

Se  poi  la  densità  u  è  una  funzione  razionale  ed  intera,  sarà  necessariamente  po- 
liarmonica  di  un  certo  ordine,  e  le  funzioni  Fj,  saranno  polinomi  armonici;  e  la  (13) 
darà  la  funzione  C7.  espressa  mediante  polinomi:  risultato  questo  ben  noto. 

Se  tt  =  I  si  ha  dalle  (13'),  (14')- 

che  sono  le  notissime  formole  della  funzione  potenziale  della  sfera  omogenea. 

5.  Vogliamo  ancora  accennare  un  procedimento,  diverso  dal  precedente,  per  otte- 
nere la  funzione  potenziale  U  sotto  la  forma  (13). 

Chiamiamo  F  la  funzione  armonica  in  5.  e  che  su  a  coincide  con  (7,  e  poniamo  : 

fV=U—  V; 
allora  avremo: 
(ij)  i^lV=A,U=-4^u        (inS,) 

(16)  fV  =  o         (su  <r). 

Ritenendo  sempre  la  densità  u  dau  dalla  (6),  si  può  ottenere  facilmente  la  fun- 
zione fV  espressa  mediante  quadrature;  basta  porre: 

(17)  »'=J.P"'P., 


224  TOMMASO    BOOGIO. 


le  W^  essendo  funzioni  armoniche  da  determinarsi;  sostituendo  neUa  (15)  e  procedendo 
come  a  §  2  si  deduce: 

queste  funzioni  W^  sono  perciò  identiche  alle  4»^  delia  (io). 
Per  mezzo  della  (16)  si  ha  dalla  (17): 


=  - J.U"V., 


e  quesu  equazione,  come  è  evidente,  sussisterà  non  solo  su  <t,  ma  nell'intero  campo 
5.;  in  tal  modo  la  funzione  W  è  conosciuta. 

Siccome  poi  la  (7  è  armonica  in  5^ ,  e  la  F  in  5^  e  su  «r  assumono  valori  eguali, 
potremo  applicare  la  (2),  perciò: 

àU    ,dV  1   ir       r       ^ 

e  poiché: 


risulterà: 


(18)  U=F-\-W, 


dV  .     1   j.  dW        ,       . 


sostituendo  a  ^  il  suo  valore  si  deduce  facilmente  un'equazione  valida  in  tuuo  S.  ;  da 
essa,  con  una  formola  analoga  alla  (12)  si  ricaverà  V\  facendo  delle  interazioni  per 
parti  si  otterrà  la  V  espressa  mediante  integrali  semplici,  dopo  ciò  la  (18)  ci  darà  la 
U  sotto  la  forma  (13). 

6.  Supponiamo  invece  che  sulla  superficie  sferica  n  sia  disteso  uno  strato  semplice, 
la  cui  densità  in  un  punto  qualunque  sia  /*;  allora  la  funzione  potenziale  dello  strato 
considerato  è 

09)  C7(.v,^,  0  =  JJ^, 

r  avendo  lo  stesso  significato  che  dianzi. 

La  funzione  U  soddisfa  nei  punti  di  a  all'equazione: 

f    .  dU,       dU,  ,       . 

(20)  ^_^  =  4„«        (sua), 

che  caratterizza  la  discontinuità  delle  derivate  normali  della  funzione  potenziale  di  su- 
perficie. 

Inoltre  la  funzione  (7.  è  armonica  in  5. ,  la  funzione  \J ^  in  5^ ,  e  su  ^  prendono 
valori  eguali,  perciò  applicando  la  (2)  si  ha: 

àU,    ,dU,  I    „  .        . 

e  sommando  colla  (20): 

^^i     t      ^    TT  r         \ 
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ovvero: 

—  l7.  +  p^  =  27ci?W  (sua). 

7.  Chiamando  F  la  funzione  armonica  in  S.  e  che  su  <r  coincide  con  w,  funzione 
che  si  suppone  nota  a  priori,  si  ha  dall'equazione  precedente  : 

(21)  ±U,-{-/-^  =  2nRF, 

e  quest'equazione  sarà  valida  non  solo  su  <j,  ma  nella  sfera  S.;  se  ne  deduce: 

(22)  U,  =  2i:Rf^  £i^Fd^, 

che  è  la  formola  cercata;  essa  esprime  U.  mediante  un  integrale  semplice. 
Per  trovare  [7,  basta  applicare  la  (i)  e  si  ottiene: 

(23)  U^  =  2^R^   '  j^      ?   'Fdf, 

perciò  anche  U^  è  espressa  con  un  integrale  semplice. 

In  particolare,  se  la  F  è  una  funzione  (armonica)  razionale  di  (x,  y^  :(),  cioè  se 
i  valori  della  densità  u  sono  eguali  a  quelli  che  prende  su  t  una  funzione  (armonica) 
razionale  delle  coordinate  (x,  y,  ;(),  le  quadrature  che  figurano  nelle  (22),  (23)  si  pos- 
sono eseguire  sotto  forma  finita. 

Se  i  valori  della  densità  //  sono  eguali  a  quelli  che  prende  su  <t  una  funzione 
(armonica)  razionale  intera,  la  (22)  esprime  la  ü   mediante  polinomi. 

Se  n  =  I  si  ha  dalle  (22),  (23): 

che  sono  le  note  formole  della  funzione  potenziale  di  una  superficie  sferica  omogenea. 

8.  La  formola  (21)  conduce  ad  una  semplice  soluzione  del  problema  dell'induzione 
magnetica  per  una  sfera  isotropa  *). 

Vediamo  un'altra  applicazione.  Sostituendo  nella  (21)  ad  17.  il  suo  valore  (19)  si  ha: 

2  Ja    r  J„  r» 

che  è  la  nota  formola  che  risolve  il  problema  di  Dirichlet  per  la  sfera. 


•)  Cfr.  BoGGiO,  Nouvelle  résolution  du  problème  de  Vinduction  magtiétique  pour   une    sphère   isotrope 
[Comptes  rendus  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  tome  CXLII,  i"  semestre  1906,  pp.  701-703]. 
Rmi.  Cire.   '  '-'m;  t.  XXII  (1906).  —  Sump« to  il  j  agosto  1906.  29 
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9.  I  ragionamenti  precedenti  possono  applicarsi  anche  al  caso  in  cui  il  campo  S. 
è  lo  spazio  indefinito  limitato  da  un  piano  a,  come  ora  mostreremo  rapidamente. 

Assunto  questo  piano  come  piano  xjr,  supponiamo  che  la  r^one  5,.  sia  quella 
per  cui  ;(  ^  o;  e  denotiamo  con  5^  queUa  ove  :(  ^  o. 

Ê  allora  assai  facile  vedere  che  le  formole  corrispondenti  delle  (i),  (2)  sono  : 

(24)  FXxj  y,K)=  f^iix,  y,  ì'),        ove  t'  =  —  t       (^  <  o), 

inoltre  le  (4),  (5)  rimangono  inalt»^te. 

Suppongasi  che  la  densità  u  della  massa  che  occupa  lo  spazio  5,.,  sia  il  prodotto 
di  una  potenza  intera  e  positiva  di  ^  per  una  funzione  armonica,  cioè  : 

esprimeremo  V^  colla  formola  : 

(36)  i^i=i;.f*.; 

sostituendo  questo  valore  nella  (4)  si  ha: 
donde: 

(28)  -^^«-1  +-37  =  °  (n=  I,  2,  ...  ,  m). 

Dalla  (27)  con  una  quadratura  si  ha  4>^^j .  Poi  dalla  (28)  si  hanno  successivamente, 
con  altrettante  quadrature  le  funzioni  armoniche  <t>^ ,  ^^_^ ,  . . .  ,  <t>j  ;  e  mediante  in- 
tegrazioni per  partì,  queste  funzioni  si  ottengono  tutte  espresse  per  mezzo  di  integrali 
semplici. 

Procedendo  poi  come  a  §  3  si  conclude  che  la  funzione  armonica  ^^  soddisfa  al- 
l'equazione: 

^7^  +  ^,  =  0        (sua), 

la  quale,  evidentemente,  vale  pure  per  i  punti  di  S^  ;  con  una  quadratura  si  ricava  4>^ . 

Sostituendo  nella  (26)  avremo  la  funzione  17.  espressa  con  integrali  semplici;  se 
ne  deduce  poi  subito  l'espressione  di  C7^. 

Se  poi  la  densità  f^  ha  la  forma  più  generale; 


=%.<f.. 


ove  le  F,  sono  funzioni  armoniche,  si  ottiene  per  17^.  una  somma  di  termini  del  tipo 
di  quelli  ottenuti  precedentemente. 

IO.  Se  sul  piano  9  è  disteso  uno  strato  semplice,  con   densità  u,  avremo  come 
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espressione  deUa  funzione  potenziale  la  (19);  e  dalla  formola  che  caratterizza  b  discon- 
tinuitä  deDe  derivate  normali  della  funzione  potenziale  di  superficie,  combinata  colla 
(25).  si  deduce: 

^=—2%u        (su  <r> 
Se  F  è  la  funzione  armonica  in  5^  e  che  su  9  coincide  con  u^  si  ha  da  quest *equ;ìzioiìe: 

e  di  qui  con  una  quadratura  si  ha  U-y  dopo  di  che  si  ottiene  subito  U^. 

Se  invece  si  sostituisce  nell'equazione  precedente  ad  17.  la  sua  espressione  (19)  risulta: 

cori  si  è  ottenuto,  con  altro  procedimento,  la  formola  che  risolve  il  problema  di  Dmt- 
CHLET  per  il  semispazio  5-. 

II.  Le  proprietà  esposte  nei  §§  precedenti  hanno  le  analoghe  per  il  potenziale  lo- 
garitmico, e  si  possono  stabilire  in  modo  simile;  siccome  però  si  presenta  qualche  com- 
plicazione nel  corso  dei  calcoli,  conviene  esporli  brevemente. 

Chiamiamo  a.  il  cerchio  di  raggio  Ä,  il  cui  centro  è  l'origine  delle  coordinate,  e 
diciamo  5  la  circonferenza  che  lo  limita,  e  <i^  la  regione  di  piano  esterna  ad  s.  Suppo- 
nendo che  su  a.  sia  distribuita  una  massa  con  densità  Uj  il  potenziale  logarìtmico  di 
essa  sarà: 

(30)  U(x,y)  =  £(ìog-^ydc,->), 

r  essendo  la  distanza  del  punto  potenziato  (x,  y)  dal  punto  potenziante  variabile. 

Se  il  punto  (x,  y^  si  allontana  indefinitamente,  la  U^  diventa  infinita,  e  precisa- 
mente si  ha: 

(31)  lim  -^  =  M        (p  =  |/?+7), 

essendo  M  la  massa  totale,  cioè: 

(52)  Jlf=   I  udc. 

Ne  viene  che  ponendo,  per  i  punti  di  e/. 

(33)  U,=  U',  +  Mìogj-, 

la  funzione  U[  sarà  finita  nei  punti  di  <r,,  e  anche  per  p  =  oo,  e  si  avrà  daik  (31): 

(34)  Hmt7:  =  Mlog-i-. 

*)  Per  le  proprietà  fondamenuli  del  potenziale  logarìtmico  vedasi  ad  es.  :  A.  Harnack,  Die  Grund- 
lagen der  Theorie  des  logarUmiscben  PotenHaks  (Leipzig,  1887). 
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Inoltre  : 

^^^^  \\^U,  =  \U\  =  o        (in  O  y^  -  dx'  ^  df)' 

Supponendo  ora  la  densità  u  esprimibile  colla  formola: 

ove  le  Fj  sono  funzioni  armoniche  in  a.,  si  potrà  rappresentare  U.  colla  seguente: 

(57)  t7..  =  |:.p"<I.„ 

le  <l>^  essendo  funzioni  armoniche  in  (5.\  procedendo  come   a   §    2   si   trova   che   esse 
debbono  soddisfare  alle  equazioni: 

(38)  „4,_,  +  p^  =  _JLf._,  („=1.2.....»,). 
da  cui  si  ricava: 

(39)  ^.  =  -  ^P""/'*P""'^-«^P  («  =  I,  2.  ... ,  m). 

la.  Rimane  ancora  da  determinare  la  funzione  <l>^^. 

Essa  intanto  è  armonica  in  d.  e  nei  punti  di  5  si  ha  dalle  (^'i'})^  (37): 

(40)  %,R"^,  =  U'.        (sus); 

inoltre  il  1°  membro  è  una  funzione  armonica  in  a.  e  il  2°  membro  in  g^. 

Osserviamo  poi  che  se  si  indica  con  F.  una  funzione  armonica  (e  finita)  nel  cer- 
chio <j . ,  e  con  F^  una  funzione  armonica  in  <t^  ,  finita  per  p  =  00  e  tale  inoltre  che 
su  5  si  abbia  V.  =  V^ ,  sarà  in  ogni  punto  di  s  : 

Considerando  ora  le  funzioni 

o 

si  riconosce,  per  quanto  si  è  detto  precedentemente,  che  esse  si  trovano  appunto  nelle 
condizioni  volute  per  l'applicazione  della  (41),  perciò  si  avrà: 

^         da>  dU' 

f  Ä-^-f.l^  =  o        (su  5), 

4-"         df      ^     df  ^        ^' 


•)  Infatti  nelle  ipotesi  poste,  indicando  con  r.(p',  Ô)  il  valore  di  T-  nel  punto  (p',  0)  dia,.,  il  va- 
lore di   ì\  nel  punto  (p,  Ö)  di  a,  è  dato,  in  virtù  di  una  ben  nota  proprietà  dell'inversione,  da 

'^a  cui,  per  derivaiione,  risulta  facilmente  la  (41). 
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ovvero,  ricordando  la  (33): 

jB.        d^         dU         M 

od  ancora: 

Adoperando  la  (37)  e  facendo  qualche  riduzione  si  deduce,  in  ogni  pcœac^  i  t 

n  I®  membro  si  annulla  per  p  =  o,  perciò  conviene  trasformare  il  2*  mtzzcr- 
in  guisa  che  risulti  che  anch'esso  si  annulla  per  p  =:  o.  Ricordando  le  (32),  (36)  si  bi  - 

ora  prendendo  la  formola  di  Green  : 

£(jv\v  —  v\v;)d<j  +  J^  ^w-^  —  v-^jds  =  o, 
e  ponendovi: 


17  P" 

4n 


SI  ottiene: 


doè  per  il  teorema  della  media  di  Gauss: 

essendo  F^,  il  valore  della  lixxìTuniei  l\  ^  j^r  ^       /;, 
Avremo  quindi: 

(43)  ^=^X'\,f"n.. 

e  sostituendo  nella  (42): 

dp  24-'//  ^,  ' 

dalla  quale  risulta  che  il  2°  membro  k  Im^^f  |/*./  ^       /, 
13.  Int^ando  si  deduce: 

(44)  *.=-+!?.  >"/"'■' ■/■■./„ 

ove  a  è  una  costante  da  deteriniiurM.  Ki  niUh^n  ti    /jIi/m    'W  'i  '   > 
viamo  che  dalla  (40)  si  ha; 

llJlif   Ä'''^,     Dm//;, 
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ovvero,  ricordando  la  (34): 

essendp  <l>°  il  valore  di  <l>^  per  p  =  o. 

Siccome  dalla  (44)  risulta  <l>°  =  a,  avremo  dall'eguaglianza  precedente  : 

e  cosi  la  costante  a  è  determinata. 

Poiché  dalla  (38)  si  ha  per  p  =  o  : 

potremo  scrivere,  tenendo  presente  la  (43): 

Sostituendo  nella  (37)  alle  funzioni  4>^  i  loro  valori  avremo  la  funzione  U.  espressa 
per  mezzo  di  quadrature.  Dopo  ciò,  dalle  (33),  (40)  si  ha  subito  l'espressione  di  [7^, 
che  risulterà  pure  composta  di  integrali  semplici. 

Se  le  funzioni  amìoniche  Fj,  che  figurano  nella  (36),  sono  funzioni  razionali 
delle  coordinate  (x,  y)j  le  quadrature  indicate  nelle  {$9)^  (44)  si  potranno  eseguire 
sotto  forma  finita. 

Se  la  densità  u  è  una  funzione  razionale  ed  intera,  le  funzioni  F^  della  (^^6)  sa- 
ranno polinomi  armonici  e  la  funzione  U.  risulterà  anch'essa  un  polinomio. 

Se  infine  w  =  i  si  ha  : 


onde  : 


U,  =  ^(R'  -  pO  +  iTÄMog-i-,  U,  =  TTÄMogi-, 


che  sono  le  note  formule  del  potenziale  logaritmico  del  cerchio  omogeneo. 

14.  Se  sulla  circonferenza  s  è  distribuita  una  massa  con  densità  u,  il  suo    poten- 
ziale logaritmico  è  : 

(45)  U(x,y)  =  J^ìo^-Lyds, 

e  nei  punti  di  s  ha  luogo  la  formola  seguente,  analoga  alla  (20): 

— p-* j—  —  2  TC  u. 

df  df 

Inoltre  colla  posizione  (^^^)  ed  applicando  la  (41)  si  ha: 
^^^  =  0        (su  5), 
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ovvero: 

dU,   .    dU.   ,    M 


à? 
Ne  viene: 

dU. 


2 

ed  è  fadle  dedurne: 


—  =  2.u--^juds        (su.), 


(4é)  f^  =  ^RF--LJ'uds        (inO, 

essendo  F  la  funzione  armonica  in  a^,  e  che  su  s  coincide  con  u.  Questa  formola  e 
l'analoga  della  (21). 

Chiamando  F"  il  valore  di  F  per  p  =  o,  si  può  ancora  scrivere  : 


cioè: 


df 


äü.^^j^F-F' 


dp  P       ' 

ed  è  chiaro  che  il  2®  membro  è  finito  anche  per  p  =  o  ;  ne  viene  : 


U,  =  a  +  T,R£L^oi^^ 


a  essendo  una  costante  da  determinarsi  ;  ricorrendo  alla   (45)   per   p  =  o,   si  deduce 
subito  : 


'  =  ^^t)/'"^^' 


e  cosi  abbiamo  la  funzione  [/,.;  se  ne  trae  poi  senza   difficoltà  l'espressione   di    U[  e 
quindi  di  17^. 

Se  u  =  I  si  ha  : 

U,  =  a  =  27CÌ?log-^,  17,  =  27CÌ?l0gy , 

che  sono  le  note  formole  per  il  potenziale  logaritmico  della  circonferenza  oiiìogcnca. 
Notiamo  ancora  che  dalla  (46),  sostituendo  ad  [/.  il  suo  valore  (45)  risulta  : 

t:RF  =  —  /  uds —   /  ^ 4 uds 

che  è  la  nota  formola  che  risolve  il  problema  di  Dirichlet  per  il  cerchio. 
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La  forinola  (2)  è  utilissima,  come  si  è  visto,  nelle  questioni  relative  alla  sfera. 

Per  mostrare  un'altra  applicazione  possiamo  determinare  la  densità  della  distribu- 
aone  indotta  su  una  sfera  conduttrice,  isolata,  da  masse  elettriche  fìsse  situate  all'esterno 
della  sfera. 

Chiamando  u  la  densità  dell'elettricità  distribuita  sulla  superficie  sferica  <r,  nello 
stato  d'equilibrio,  U  la  funaone  potenziale  corrispondente  avremo,  procedendo  come 
a  S  6: 

^     TT      L        ^^i  f  ^ 

4,ça  =  -^I7.  +  2-^        (su  <t); 

d'altra  parte  se  T  è  la  funzione  potenziale  delle  cariche  inducenti  deve  essere,  in  ogni 
punto  della  sfera  5.: 

ove  e  è  una  costante;  sostituendo  si  ha  quindi  la  nou  formola  del  Betti  *)  : 


^'"  =  t['-''+=*'37]- 


Genova,  aprile  1906. 

Tommaso  Boggio. 


*)  Betti,  Teorica  delle  for^e  newtoniane^  etc.,  pag.  182  (Pisa,  1879). 
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EIN  BEITRAG  ZUR  THEORIE  DER  INTEGRALGLEICHUNGEN. 
Von  Adolf  Kneser  (Breslau). 


Aduiunxa  «kl  24  giugno  1906. 


S  I- 

Rückblick  auf  die  Fredholm'sche  Theorie. 

Die  Buchstaben  ^,  ^  f ,  r^ ,  r^ ,  . . .  mögen  Stellen  eines  bestimmten,  im  Endlichen 
liegenden,  zusammenhängenden  Gebiets  /  bedeuten,  das  von  einer,  zwei  oder  drei  Di- 
mensionen sein  kann;  demgemäss  sind,  wenn  wir  von  Variablen  5,  ^,  r,  ...  sprechen, 
ebenso  gut  variable  Grössen  wie  Stellen  gemeint.  Die  Symbole  ds,  dtj  ...  mögen  die 
Elemente  des  Gebiets  /,  ein  Integralzeichen,  unter  dem  sie  vorkommen,  eine  Integration 
über  das  ganze  Gebiet  /  bedeuten. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  kann  das  erste  Hauptresultat  der  überaus  schönen  und 
wichtigen  Theorie  von  Fredholm  *),  zugleich  das  einzige,  das  wir  ohne  Beweis  hin- 
stellen, in  folgender  Form  ausgesprochen  werden. 

Es  sei  K(^Sy  t)  eine  endliche  und  stetige  Funktion  der  Variablen  s  und  t,  f(t)  eine 
gegebene,  ç  (5)  eine  unbekannte  Funktion,  und  X  eine  Konstante.  Dann  kann  die  hete- 
rogene Integralgleichung 

9(0  =  xyür(,,  r)Kr)dr+/(5), 

als  deren  Kern  wir  mit  Hilbert  **)  die  Funktion  K(Sj  t)  bezeichnen,  auf  die  Fred- 
HOLMsche  Resolvente,  eine  spezielle  heterogene  Integralgleichung,  zurückgeführt  werden, 
die  Gleichung 

<I>(5,  ì)  =  \Jk{s,  r)^{r,  t)dr  +  K(s,  0, 
in  der  4>  die  Unbekannte  bedeutet;  die  allgemeine  Lösung  der  ersten  Gleichung  ergibt 


*)  Sur  une  nouvelle  méthode  pour  la  résolution  du  problème  de  Dirichlbt  [ûfversigt  af  Kongl.  Ve- 
tenskaps-Akademiens  Fôrhandlingar,  t.  LVII,  pp.  39-46  (Stockholm,  1900)].  Sur  une  classe  d'équations 
fonctionnelles  [Acta  Mathematica,  t.  XXVII  (1903),  pp.  365-390J. 

*^)  Grundlage  einer  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Integralgleichungen  [Göttinger  Nachrichten,  1904, 
S.  49-91»  213.259]. 

Kmti,  *  PsUrm;  t.  XXU  (  1906).  —  Sumpato  U  )  agosto  1906.  }o 
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sich  durch  die  Formel 

?(0  =/(0  +  ^/♦a  Of(r)dr. 

Für  0(i,  t)  findet  man  aber  einen  Quotienten  zweier  ganzer  Funktionen  von  \  nämlich 

*(,,  o  =  d(>;):ì)(x). 

wobei  folgende  Definitionen  gelten: 

K(s,  0      Jr(r.,  0    .  .  .  K(r,,  t) 


A,(sy  0=  /  /   •••    I är^dr^  ...  dl 


K(Sy  r.)    K(r„  r.)  .  .  .  /(r(f.,  r.) 


J,  =  y*^^.  (f,  f)<«r,       A,  =  I,        ^,(*,  0  =  Kis,  0- 

Aus  den  hiermit  fes^esetzten  Beäehungen  zwischen  den  Koeffizienten  des  Zählers 
und  Nenners  von  ^(j,  /)  ergibt  sich  unmittelbar 

oder  die  Fundamentalgleichung 

Verschwindet  also  die  von  5  und  t  unabhängige  ganze  Funktion  D(X)  an  der  Stelle 
X,,  so  kann  die  Funktion 

an  derselben  Stelle  höchstens  in  derselben  Ordnung  wie  -D'(X),  also  nur  in  geringerer 
als  DÇk)  selbst  verschwinden;  \  ist  also  sicher  ein  Pol  der  Funktion  4>(5,  f)  und 
man  kann  setzen 

wobei  n  eine  positive  ganze  Zahl,  P  eine  Potenzreihe  ist,  die  Funktion  H^^Sj  t)  sicher 
nicht  identisch  verschwindet,  und  wie  4^(5,  t)  in  5  und  t  stetig  ist.  Setzt  man  diesen 
Ausdruck  für  4^(5,  t)  in  die  FREDHOLMsche  Resolvente  ein,  multipliziert  mit  (X  —  \y 
und  setzt  dann  X  =  X, ,  so  ergibt  sich 


HXs,  t)  =  \jK{s,  r)HXr,  i)dr. 
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und  hiermit  ist  gezeigt,  dass  die  homogene  Integralgleichung 

9{s)  =  \jK(s,r)<f(r)dr 

bei  der  Annahme  X  =  X^  eine  nicht  identisch  verschwindende  stetige  Lösung  9(5)  be- 
sitzt, die  wir  mit  Hilbert  als  Eigenfunktion  des  Kerns  KQy  t)  bezeichnen,  die  zu  dem 
Eigenwert  \  gehört. 

s  2. 

Jeder  symmetrische  Kern  besitzt  EigenfunktioneiL 

Es  ist  leicht,  die  Funktion  4>  (5,  f)  nach  steigenden  Potenzen  von  X  zu  entwickeln. 
Zunächst  ergibt  die  pREDHOLMsche  Resolvente 

<I>(5,  t)  =  \jK(^s,  r)<l>(r,  t)dr  +  K(^s,  0, 

dass  das  von  X  freie  Glied  KÇsj  i)  sein  muss;  setzt  man  demgemäss  die  Reihe 

in  die  Resolvente  ein,  so  findet  man  allgemein 

K'is,t)  =  jKis,r)K'-'(r,t)dr, 
speziell 

1^0,0  =  jK(s,r)K(r,i)dr, 

K\s,  0  =  Jk{s,  r,)IP(r„  i)dr^  =  J Jk{s,  r,)K(r^,  r)Kir,  t)drdr„ 

und  wiederum  allgemein 

K'{s,f)  =  JJ...  Jk(ìs,  r,_,)K(r,_, ,  r._,)  . . .  Kit, ,  r)K(r,  f)drdr,...  dr,_, , 

woraus  unmittelbar  folgt 

ür*"(5,  0=  [k^O,  r)ir(rj  i)dr. 

Die  Grössen  ÜT"  bezeichnen  wir  mit  Hilbert  als  iterierte  Kerne. 

Jetzt  sei  K  speziell  ein  symmetrischer  Kern,  sodass  die  Beziehung 

Kis,f)  =  KQ,s) 

gilt.  Dann  schliesst  man  aus  der  allgemeinen  Formel  für  IT*,  indem  man  in  jedem  der 
unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Faktoren  die  Argumente  vertauscht,  dass  auch 
die  {tarierten  Kerne  s)mimetrisch  sind.  Ferner  verschwindet  keiner  von  ihnen  identisch; 
denn  geschähe  dies  zuerst  bei  K*j  so  würde  auch  ÜT*"*"'  verschwinden,  und  wenn  die 
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gerade  der  Zahlen  n  und  «  -^  i  durch  2  m  bezeichnet  wird,  erhielte  man 

und  wegen  der  Symmetrie  der  iterierten  Kerne 

K^''(t,()  =  f[K''it,r)Ydr. 

Da  nun  K'"  (/,  /)  identisch  verschwindet,  gilt  dasselbe  von  K""  (^,  r),  was  der  Voraus- 
setzung widerspricht,  ÜT"  sei  der  erste  iterierte  Kern,  der  sich  identisch  auf  Null 
reduziert.  Bei  symmetrischen  Kernen  tritt  dies  also  nach  keiner  Iteration  ein,  und  die 
letzte  Gleichung  zeigt,  dass  auch  keine  der  Grössen  Ä''"(^,  ()  identisch  verschwindet. 
Kombiniert  man  nun  die  Formel 

<I>(5,  t)  =  D{\\y.  DÇK)  =  flC-'(s,  t)y 
mit  der  in  §  i  angegebenen 

so  ergibt  sich 


oder  wenn  man 


U^  =  jK''(r,r)d, 


setzt, 

diogDO.y_     "ff,    ., 
~~dï       —  ~  4-    •*'    ■ 

Diese  Reihe  kann,  wie  wir  zeigen  wollen,  nicht  beständig  konvergieren.  Die    Be- 
ziehung zwischen  K'"'^",  K"  und  K"  ergibt  nämlich  die  Gleichung 


U„^^  =  jK''ir„r)K-(r,r,-)drdr,; 


sind  daher  x  und  y  beliebige  reelle  Grössen,  die  nicht  beide  verschwinden,  so   erhält 
man  die  Ungleichungen 


Iß 


[xK-'^r,,  r)-^yK"(r,,  r)Ydrdr,  ^o 
oder 

und  hieraus 

ein  spezieller  Fall  dieser  Beziehung  ist 

U       U      — 17'  Xo. 

Erinnert  man  sich  nun  des  Umstandes,  dass  die  Grössen  K^"  (/,  t)  nicht  identisch  ver- 
schwinden, so  folgt,  dass  die  Grössen  U^^  positiv  sind  und  man  kann  aus  der  letzten 
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Ungidchung  schliessen 

U       ^      U 

die  Reihe 


R  = 


-|  £/.,>"-' 


kann  also  nicht  beständig  konvergent  sein,  da  der  Quotient  eines  Gliedes  durch  dos 
vorhergehende 

jedenfalls  bei  angemessener  Wahl  von  X  grösser  als  Eins  ist.  Die  Reihe  R  ist  aber  als 
Teil  in  der  für  dlogDQì):  dl  aufgestellten  enthalten,  mithin  kann  auch  diese  nicht 
beständig  konvergent  sein,  und  die  ganze  Funktion  DQC)  muss  mindestens  eine  Nullstelle 
besitzen,  die  nach  §  i  ein  Egenwert  des  Kerns  K(jy  t)  ist. 

Damit  haben  wir  nach  einer  neuen  Methode  den  fundamentalen  Satz  von  ScHMrox  *) 
erhalten,  dass  zu  jedem  symmetrischen  Kern  mindestes  eine  Eigenfunktion  gehört. 
Doch  sei  hervorgehoben,  dass  der  ursprünglich  von  Schmidt  gegebene  Beweis,  der 
etwas  schwierigere  Konvergenzbetrachtungen  enthält,  insofern  den  Vorzug  verdient,  als 
in  ihm  nichts  aus  der  Theorie  der  Funktionen  eines  komplexen  Arguments  benutzt 
wird,  während  bei  uns  ein  wesentliches  Hülfsmittel  der  Satz  ist,  dass  eine  nirgends 
singulare  Funktion  einer  komplexen  Grösse  in  eine  beständig  konvergente  Potenzreihe 
entwickelt  werden  kann. 

Die  Berechnung  der  Eigenwerte  eines  s}rmmefr{scben  Kerns. 

Um  die  Eigenwene  eines  symmetrischen  Kerns  zu  berechnen,  bedienen  wir  uns 
einer  allgemeinen  Methode  von  Darboux  **),  die  unter  gewissen  Voraussetzungen  dazu 
führt,  aus  den  Koeffizienten  einer  Potenzreihe  die  auf  ihrem  Konvergenzkreis  liegende 
singulare  Stelle,  wenn  es  eine  einzige  ist,  zu  finden.  Die  Formeln,  zu  denen  wir  ge- 
langen, sind  übrigens  denen  verwandt,  durch  die  Euler  ***)  die  Nullstellen  der  Bessel- 
schen  Funktion  /o(x)  bestimmt  hat,  deren  Quadrate  ja  auch  als  Eigenwerte  eines  spe- 
ziellen Kerns  angesehen  werden  können. 

Die  Eigenwerte  eines  stetigen  symmetrischen  Kerns  können  nach  einem  Satze  von 


*)  Entwicklung  willkürlicher  Funktionen  nach  Systemen  vorgeschriebener.  [Inaugural-Dissertation, 
Göttingen  1905]. 

**)  Mémoire  sur  V approximation  des  fonctions  de  très-grands  nombres,  et  sur  une  classe  étendue  de  dé- 
veloppements en  série  (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3*"»«  série,  t.  IV  (1878),  pp.  1-56, 
377-416]. 

***)  De  osciüaHonibus  minimis  funer  is  libere  suspensi  [Acta  Academise  Petropolitanae  pro  anno  1781, 
pp.  157-1773. 
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Schmidt  *)  nur  positiv  sein;  ist  daher  \  der  kldnste  von  ihnen,  so  ist  er  der  einzige 
Pol  der  meromorphen  Funktion 

dlogDÇk)_       ^ 

der  auf  dem  Konvergenzkreise  der  rechts  stehenden  Potenzreihe  liegt;  das  Residuum 
dieses  Pols  ist,  da  es  sich  um  die  Icgarithmische  Ableitung  einer  ganzen  Funktion  han- 
delt, die  ganze  Zahl  i,,  wenn  X,  eine  jfc,-fache  NuUstelle  von  D(X)  ist.  Der  Ausdruck 

—  Tu    V -s — 

stellt  also  eine  analytische  Funktion  von  X  dar,  die  noch  in  einem  Kreise  r^ulär  ist, 
der,  wenn  |x  eine  positive  Grösse  bedeutet,  durch  eine  Ungleichung 

definiert  ist.  In  diesem  Gebiet  konvergiert  daher  die  Potenzreihe 

setzt  man  demgemäss  X  =r  X,  -f-  K*)  so  folgt,  dass  ihre  einzeben  Gb'eder  mit  wachsenden 
Werten  v  unb^enzt  abnehmen,  d.  h. 


S(^+<')''(-^-.  +  ^)  = 


Führt  man  die  Bezeichnung  e^  für  die  unter  dem  Zeichen  lim   stehende    Grösse   ein, 

sodass 

lime^  =  o 


"v 


ist,  SO  ergibt  sich  offenbar 

oder 

wobei 

lim  7)^  =  o. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  in  der  allgemeinen  Gleichung 

der  absolute  Wert  von  y\  bei  beliebigen  Werten  von  n  unter  einer  vorgeschriebenen 
Grenze  liegt,  sobald  m  hinreichend  gross  genommen  wird.  Man  kann  daher 

als  angenäherte  Ausdrücke  von  X,  ansehen. 


*)  Inaugural-Dissertation,  $  2. 
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Da  sich  die  iterierten  Kerne  am  leichtesten  und  gleichmässigsten  berechnen  lassen, 
wenn  man  den  oberen  Index  verdoppelt ,  so  wird  man  als  zweckmässigsten  Näher- 
ungsausdruck für  X^  die  Grösse 

H 

'E 


bilden,  in  der  n  eine  Potenz  von  2  ist.  Hiermit  stimmt  die  von  Schmidt  angegebene 
Grösse  des  kleinsten  Eigenwerts  überein,  während  sich  die  von  ihm  durch  U  bezeichnete 
Grösse  aus  unserm  ersten  Näherungsausdruck  gleich  k^  ergibt. 

Um  nun  auch  den  nächst  grösseren  Eigenwert  \  zu  finden,  dessen  Vielfachheit 
k^  sei,  benutzen  wir  wiederum  die  Methode  von  Darboux  und  gehen  davon  aus,  dass 
die  Reihe 


i"- 


k  k 


.V  — 


X  —  X,        ^  —  ^  ' 
nach  steigenden  Potenzen  von  X  entwickelt,  noch  konvergiert,  wenn  man 

setzt,  wobei  (x  ein  positiver  Wert  ist;  die  Glieder  der  Reihe 


2(-£^v..  +  ^+^)(>^.  +  (*r 


nehmen  daher  bei  wachsenden  Werten  von  v  unbegrenzt  ab: 
Hieraus  ergeben  sich  für  X^  die  angenäherten  Werte 


n        


wobei  zweckmässigerweise  m^«=2*  gesetzt  werden  kann.  Vorausgesetzt  wird  hierbei, 
dass  mindestens  die  Vielfachheitszahl  k^  bekannt  sei,  was  durch  spezielle  Untersuchung 
des  betrachteten  Kerns  oder  durch  Kombination  der  beiden  für  ^^  gegebenen  Näher- 
ungswerte erreicht  werden  kann. 

Ofienbar  kann  man,  auf  diese  Weise  fortfahrend,  successive  beliebig  viele   Eigen- 
werte berechnen;  allgemein  hätte  man 


>,  =  Bmi>*,(t7.-i 


r=^jA 

r- 

K 

K-> 

...    V.) 

\"-. 

^;-J 

1  ...- 

K 

V. 

V« 
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Kombiniert  man  beide  Ausdrücke,  so  erhält  man  ein  Verfahren,  auch  die  Viei- 
fachhcitszahlen  k^  successive  durch  Grenzprozesse  zu  bestimmen. 

Die  Entwicklungen  des  letzten  Paragraphen  gelten  übrigens,  wie  man  leicht  übersieht, 
auch  für  den  Fall  eines  unsymmetrischen  Kerns,  sobald  man  weiss,  dass  die  Eigenwerte 
reell  und  von  verschiedenem  absolutem  Werte  sind. 

Breslau,  Juni  1906. 

Adolf  Kneser. 
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SUR  QUELQUES  APPLICATIONS  DE  L'ÉQUATION  FONCTIONNELLE 

DE  M.  FREDHOLM. 

Par  M.   Emile   Picard  (Paris). 


Adunanza  ddl'8  luglio  1906. 


Les  belles  recherches  de  M.  Fredholm  sur  réquation  fonctionnelle 

(1)  9ix)  +  fy(.x,s)^is)ds  =  ^ix), 

OÙ /(x,  5)  et  ^'(x)  sont  des  fonctions  données,  et  où  '^Çx)  est  la  fonction  inconnue, 
sont  rapidement  devenues  classiques  *),  et  ont  déjà  fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de 
travaux,  parmi  lesquels  il  convient  de  citer  ceux  de  M.  Hilbert  **),  qui  s'est  particu- 
lièrement occupé  de  certains  développements  en  séries  associés  à  l'équation  fonctionnelle 
précédente  et  a  fait  d'importantes  applications  à  la  théorie  des  fonctions.  Ayant  traité 
cette  année  dans  mon  cours  de  l'équation  de  Fredholm,  je  voudrais  indiquer  ici  quelques 
remarques  et  certaines  applications  auxquelles  j'ai  été  ainsi  conduit,  en  donnant  un  résumé 
de  quelques-unes  de  mes  leçons.  J'en  ai  déjà  indiqué  plusieurs  points  dans  les  Comptes 
Rendus  (9  avril  et  25  juin  1906). 

I. 
Rappel  des  résultats  fondamentaux. 

I.  Il  est  nécessaire   de  rappeler  d'abord   les  résultats  essentiels  de  Fredholm,  en 
considérant,  au  lieu  de  l'équation  (i),  l'équation 

(2)  <p(x)  +  X^'/(x,  sMs)ds  =  IW 

avec  le  paramètre  X. 

Supposons  d'abord  que /(x,  s)  reste  finie,  quand  jc  et  5  restent  entre  o  et  i. 


•)  Le  mémoire  fondamental  de  M.  Fredholm  se  trouve  dans  les  «  Acta  Mathematica  »  [X.  XXVII 
(1903),  pp.  365-390J.  Il  avait  été  précédé  d'une  Note  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Stock- 
holm (janvier  1900). 

**)  Les  travaux  de  M.  Hilbert  ont  paru  dans  les  «Nachrichten»  de  Göttingen  (1904  et  1905). 

Remd.  Cire.  Matem.  i*aUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  14  agosto  1906.  \v 
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^^wLes  conditions  nécessaires  et  suflBsantes  pour  que  l'équation   (4)  ait  une  solution 
•äßm)  étant  toujours  l'inconnue]  s'expriment  par  les  n  égalités 


jyx^)^{x)dx=o 


(i  =  I,  2,  . . .  ,  n). 


^  n  est  clair  que,  si  l'équation  (4)  a  une  solution,  elle  en  aura  une  infinité  que  l'on 

dra  en  ajoutant  la  solution  générale  de  l'équation  sans  second  membre. 

3*  Il  a  été  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  fonction  /(x,  5)  restait  finie.  L'inté- 

t,  qui  figure  dans  l'équation  fonctionnelle,  aura  souvent  un  sens,  même  quand/ devient 

inie.  Fredholm  a  aussi  examiné  ce  cas  dans  son  mémoire,  et  sa  méthode  revient  au 

j^d  à  substituer  à  l'équation  proposée  des  équations  équivalentes  où  il  pourra  arriver 

e  la  fonction  jouant  le  rôle  de  /(x,  5)  ne  devienne  plus  infinie.  Reprenons  l'équation 

;  en  remplaçant  sous  le  signe  d'intégration  (f(x)  par 


posant 


^ix)--kjyix,s')<f(,s')ds', 

fX^,s')  =  £Kx,s)f{s,s')ds, 


n  obtient  l'équation 

"^ue  l'on  démontre  facilement  être  équivalente  à  (i),  et  qui  est  du  type  de  Fredholm. 
"^       Il  pourra  arriver  que  /^  (x,  i')  reste  finie  ;  nous  sommes  alors  ramené  au  cas  pré- 
:édent.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  recommencer  l'opération   en  partant  cette  fois 
,  de  (5).  On  est  ainsi  conduit  à  envisager  une  suite  de  fonctions 

-y  fix,  5),    /,(x,  5),  . . .  ,  f^x,  5),  . . . 

c^  où  on  a  d'une  manière  générale 


fn(x.s)  =  £f^,(x,sy(is\s)ds\ 


Dans  les  applications  les  plus  usuelles,  il  arrivera  que,  pour  une  certaine  valeur 
de  «,  la  fonction  f^  (x,  5)  restera  finie,  et  alors  la  réduction  cherchée  se  trouvera  ef- 
fectuée après  n  opérations. 

Ainsi  supposons  que  /(x,  s)  devienne  infinie  seulement  pour  x  ^  J,   et  comme 

j rj  (o  <  a  <;  i).  Il  est  facile   de  voir   que  /^(x,  5)  restera  finie  à  un  certain 

moment.  Si,  par  exemple,  «  est  inférieur  à  y,  /,(x,  5)  restera  finie. 

Le  cas  de  a  <;  -^  ^  ^^^  ^^^^  d'une  manière  extrêmement  élégante  par  M.  Hit3ERT, 
en  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vuç.  U  montre  que  l'on  peut,  dans  ce  cas,  con- 
server la  solution  de  Fredholm  pour  /  finie,  à  condition  de  remplacer  par  zéro  dans 
tous  les  déterminants  les  termes  des  diagonales  principales  qui  sont  nécessairement 
infinis. 
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4.  n  est  évident  que  tous  les  résultats  précédents  sont  susceptibles  d'extensions  au 
cas  de  deux  variables.  On  aura  abrs  l'équation 

?(*i  y)  +  '^fj^^^'  y^  ^'  ^^"f^^  v)dttdv  =  ^/(x,  yl 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  une  certaine  aire  du  plan  (fi,  t;),  et  la  fonction  in- 
connue étant  f  (x,  y).  Cette  équation  a  une  solution  et  une  seule,  sauf  pour  certaines 
valeurs  singulières  de  X. 

Le  cas  où  la  fonction /(x,  y;  Uj  v)  devient  infinie  est  très  imporunt  pour  les 
applications,  et  a  été  approfondi  par  M.  Plemelj  dans  deux  excellents  mémoires  *). 
Supposons,  par  exemple,  que  /(x,  y;  u^  v)  devienne  infinie  seulement  pour  x  =  « 
et  y  =  v,*et  comme 

w^ww^w  ^•^'^- 

On  pourra  tirer  parti  de  la  formation  de  fonctions  f^jf^,  -"  j  fn  analogues  à 
celles  qui  ont  été  envisagées  plus  haut  Le  cas  de  a  =  i  est  particulièrement  intéres- 
sant pour  les  problèmes  de  potentiels.  Dans  ce  cas  la  fonction 

devient  infinie  comme 

log[ix-uy  +  (y-vy] 

et  la  fonction  f^Çx^  y;  u,  v)  reste  finie. 

5.  Je  terminerai  ces  généralités,  en  faisant  une  remarque  sur  le  cas  où  la  fonction 
/(x,  s)  (pour  nous  borner  à  une  variable)  est  symétrique  en  x  et  s.  M.  Hilbert  a  dé- 
montré que,  dans  ce  cas,  les  valeurs  singulières  de  X  sont  nécessairement  réelles.  U  dé- 
duit ce  résultat  de  la  méthode  même  de  Fredholm,  où  l'équation  fonctionnelle  inté- 
grale est  considérée  comme  la  limite  d'une  équation  fonctionnelle  finie.  On  peut  aussi 
le  démontrer  directement,  comme  il  suit.  Supposons  que  l'équation 

? W  +  ^o  /   /(^î  y)9(j)^y  =  O  [/(*,  y)  symétrique] 

ait  une  solution  différente  de  zéro  pour  X^  zz=  X^  -f-  i\  Çk^  7^  o);  on  aura 

En  substituant,  on  a  de  suite 

?, W  +  ^'/ /(*'  y)9^(J)^y  -  KJK^^  y)9Ay)ày  =  o, 

9. W  +  \  fn^.  y)9\iy)dy  +  \  r^x,  y)9.(y)dy  =  o. 

«/o  «/o 

En  multipliant  la  première  équation  par  9,(x)dx  et  la  seconde  par  (f^(x)dxy 
puis  ajoutant  et  intégrant,  on  aura 

(«)    /"[?!(*)  +  <fl(.xyiàx  +  X.  r  f'fdx,  :y)[9.(x)i..(v)  +  <f,ix)<f.(y)]dxdy  =  o. 

«/O  «/o   «/o 

*)  J.  Plemelj,  Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik,  XV.  Jahrgang  (1904). 
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Multipliant  ensuite  les  équations  respectivement  par  9^(x)dx  et  9j(x)dx,  puis 
retranchant  et  intégrant,  nous  avons 

(P)  \  f  f'n^,  :y)[?. (*)?.(>)  +  'fXx)9Xy)]dxdy  =  o. 

«/ o   •/  o 

L'équation  (a)  montre  que  le  multiplicateur  de  \  dans  (fi)  n'est  pas  nul.  Nous 
aurions  donc  \  =i  o  contre  l'hypothèse  faite  ;  la  remarque  est  établie. 

n. 

Sur  les  potentiels  de  simple  couche  et  de  double  couche. 

6.  Les  potentiels  de  simple  couche  et  de  double  couche  conduisent  aux  applica- 
tions les  plus  intéressantes,  où  se  retrouve  l'équation  fonctionnelle  de  Fredholm. 

Considérons  d'abord  une  double  couche,  relative  à  une  surface  fermée  S  que,  pour 
simplifier,  nous  supposons  partout  régulière;  nous  l'écrirons  sous  la  forme 


»r  =  //,S^... 


d  (T  étant  l'élément  de  surface  et  p  la  densité.  L'angle  ç  est  l'angle  que  fait  la  direction 
allant  de  l'élément  t/cr  au  point  A  (pour  lequel  on  prend  le  potentiel)  avec  la  nor- 
male intérieure  à  la  surface;  quant  à  r  il  représente  la  distance  de  der  au  point  A. 

On  sait  que  fV  est  discontinu  pour  le  passage  par  la  surface;  en  désignant  par 
fV^  le  potentiel  en  un  point  de  la  surface,  et  par  fV.  et  fV^  les  limites  des  potentiels 
intérieur  et  extérieur,  il  est  bien  connu  que 


On  dit  aussi  souvent  que  la  dérivée  normale  d'un  potentiel  de  double  couche  est 
continue  pour  le  passage  par  la  surface.  Cet  énoncé  en  lui-même  est  mauvais,  car  la 
dérivée  normale  en  un  point  de  la  surface  pourrait  ne  pas  exister.  Ce  qui  est  exact 
sans  restriction,  c'est  que  si  l'on  prend  sur  une  normale  en  un  point  A^  de  la  surface, 
la  dérivée  suivant  cette  droite  du  potentiel  W  en  deux  points  situés  de  part  et  d'autre 
de  A^  à  la  même  distance  c,  la  différence  des  dérivées  tend  vers  zéro  avec  c  *). 

7.  Le  problème  de  Dirichlet  relatif  aux  fonctions  harmoniques  à  l'intérieur  d'une 
surface  a  été  ramené  par  Fredholm  à  l'intégration  d'une  équation  fonctionnelle.  Ce 
problème  se  résout  en  effet  par  un  potentiel  de  double  couche,  l'inconnue  étant  la  den- 
sité p  qui  est  donnée  par  la  première  des  équations  (6),  où  fV.  est  la  fonction  connue 
sur  la  surface.  On  peut  écrire  cette  équation  fonctionnelle  sous  la  forme 

(7)  p  -| /    /  P*  — 2     d<s  =  F      (^  =  fonction  donnée  sur  la  surface). 

*)  Dans  le  memoire  dté  plus  haut,  M.  Plemelj  donne  une  démonstration  très  précise  de  ce  théo- 
rème important 
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On  démontre  aisément  que  l'on  ne  se  trouve  pas  dans  un  cas  singulier  en  s'ap- 
puyant  sur  le  théorème  rappelé  plus  haut  sur  la  dérivée  normale. 

n  importe  de  bien  rappeler  les  notations.  Noos  appelerons  dorénavant  m  le  point 
variable  de  la  surface  pour  lequel  on  prend  le  potentiel,  l'angle  9  est  l'angle  que  fait 
avec  la  droite  joignant  da  i  m  h  normale  intérieure  à  la  surface  en  da. 

8.  Si  nous  introduisons  le  paramétre  \  nous  considérons  au  lieu  de  l'équation  (7) 
Téquation 

L'équation  associée  à  l'équation  (8)  est  également  très  intéressante  et  va  se  pré- 
senter dans  une  autre  question.  Pour  l'obtenir,  il  faut  faire  une  permutation  de  m  et 
de  de;  on  obtiendra  donc  l'équation 

OÙ  ^  (qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  f  )  représmte  l'angle  que  fait  la  droite  joignant 
m  i  de  avec  la  normale  intérieure  à  la  surface  en  m. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  les  deux  équations  associées  (8)  et  (8)' 
ont  les  mêmes  valeurs  singulières.  Nous  avons  dit  que  X  =  i  n'était  pas  une  valeur 
singulière;  il  est  immédiat  au  contraire,  sur  l'équation  (8),  que  X^  —  i  est  une  valeur 
singulière,  puisque  l'équation 

I    r  r   cos  9  , 

est  vérifiée  pour  p  =  constante. 

M.  Plemelj  a  établi  (loc.  cit.)  que  les  pôles  de  la  solution  p  de  l'équation  (8)' 
(envisagée  comme  fonction  de  X)  étaient  tous  simples,  rais  et  au  moins  égaux  à  un  en 
valeur  absolue. 

Il  ne  faudrait  pas  conclure  du  fait  que  les  pôles  \  sont  simples,  que  l'équation 
sans  second  membre 


'^^jf 


coscp  j 
p ^a<T  =  o 


n'a  qu'une  seule  solution,  c'est-à-dire  que  le  nombre  «  du  n°  2  est  nécessairement 
égal  à  u«.  Il  y  a  là  une  erreur  que  l'on  serait  tenté  de  commettre,  mais  il  suffit  de 
supposer  que  S  se  réduit  à  une  sphère  pour  voir  que  les  choses  peuvent  se  passer 
tout  autrement. 

Supposons  donc  que  la  surface  S  soit  une  sphère  de  rayon  un  (dans  ce  cas  9  =  ^). 
On  montre  aisément  que  les  valeurs  singulières  sont 

\  =  -(2n^i), 

n  étant  un  entier  positif  ou  nul.  De  plus,  pour  la  valeur  singulière  —  (2n  -f-  i)  l'é- 
quation sans  second  membre 
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a,  comme  solutions  distinctes  en  p,  les  2«  -f-  i    fonctions    F„   de  Laplace  correspon- 
dant à  l'entier  n. 

D'une  manière  générale,  on  peut  seulement  affirmer   que,   pour  la   valeur   singu- 
lière >  =  —  I,  il  y  a  une  seule  solution  de  l'équation  sans  second  membre, 


''-^//p^'^'  =  °' 


solution  qui  se  réduit  à  une  constante. 

9.  Considérons  maintenant  des  potentiels  de  simple  couche,  que  nous  écrirons 


=//f 


^<T. 


On  sait  que  ce  potentiel  est  continu  dans  tout  l'espace.  Les  dérivées  dans  le  sens 
de  la  normale  jouissent  de  propriétés  intéressantes.  Reprenons  le  point  m  de  la  surface 
S  et  menons  la  normale  en  ce  point.  En  désignant  par  n  la  direction  de  la  normale 
intérieure,  on  peut  considérer  les  valeurs  limites,  que  nous  désignerons  par 


dV         dr 
et 


dn  dn  ' 

des  dérivées  de  V  prises  suivant  la  direction  n  en  un  point   intérieur  et  en  un  point 
extérieur  de  la  surface  infiniment  voisins  de  m  sur  la  normale. 

On  établit  les  deux  formules  *),  dont  la  première  est  classique  : 


(9) 


I  rdV       dFl_ 


I  rdr  ,  dvi      r  r  cosif  . 

On  voit  que  l'intégrale  où  figure  l'angle  ^  se  présente  dans  les  questions  où  fi- 
gure un  potentiel  de  simple  couche,  tandis  que  nous  avions  l'intégrale  avec  l'angle  9 
dans  le  cas  de  la  double  couche.  Les  deux  genres  de  potentiel  sont  ainsi  associés  l'un 
à  l'autre,  en  entendant  ce  mot  comme  plus  haut. 

m. 

Quelques  applications  des  potentiels  de  simple  couche. 

10.  On  se  rappelle  que  M.  Poincaré  dans  son  célèbre  mémoire  des  Acta  Mathe- 
matica (tome  XX)  sur  la  méthode  de*  Neumann  posa  le  problème,  résolu  depuis  par 
plusieurs  géomètres,  de  trouver  sur  une  surface  fermée  un  potentiel  de  simple  couche. 


*)  M.  Plbmelj  (loc.  cit.)  établit  ces  formules  par  un  calcul  assez  long.  Je  les  établis  beaucoup  plus 
rapidement  en  me  servant  avec  un  peu  plus  de  précision  d'un  raisonnement  analogue  à  celui  qu'emploie 
Robin  pour  obtenir  son  équation  fonctionnelle  relative  au  problème  de  la  distribution  de  Télectricité 
{voir  le  tome  I  de  mon  Traité  d'Anafyse,  2*  édition,  page  203).   Uéquation  de  Robin   se   déduit  des 

equations  (9)  en  faisant  ^ —  =  o  et  éliminant  -j- . 
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pour  lequel  on  ait  (avec  nos  notations  précédentes): 

dV   ,      dV 
1^  +  1^1^  =  °' 

(/.  étant  une  constante  convenablement  choisie.  En  recourant  aux  relations  (9),  on  voit 
que  l'on  a,  pour  la  densité  p,  l'équation  de  Fredholm 


'+^/A 


cos^ 


2  7cr 


ida  =  0; 


les  valeurs  de  |x  sont  donc  liées  simplement  aux  valeurs  singulières  de  X,  considérées 
plus  haut. 

II.  Le  problème  de  l'aimantation  par  influence  revient  à  la  question  précédente. 
Considérons  un  corps  parfaitement  doux  limité  par  une  surface  5.  Ce  problème  revient, 
d'après  la  théorie  de  Poisson,  à  trouver  une  fonction  F(x,  _y,  x^  de  la  nature  d'un 
potentiel  à  l'infini,  continue  dans  tout  l'espace,  harmonique  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur 
de  S,  et  telle  que,  pour  tout  point  m  de  S,  on  ait 

^     *   ^      "^  an        an 

égale  à  une  fonction  connue  du  point  m.  Le  nombre  k  représente  le  coeßicieut  d'aiman- 
tation, positif  si  le  corps  doux  est  paramagnédque,  et  négatif  pour  un  corps  diama- 
gnétique. 

Or,  nous  pourrons  représenter  F  par  un  potentiel  de  simple  couche  étendue  sur 
S.  En  nous  servant  des  équations  (9),  nous  avons  de  suite  pour  la  densité  p  de  cette 
couche  l'équation  fonctionnelle 

p r- 7    II? ^ de  z=  fonction  donnée  sur  S. 

Pour  k  positif,  l'équation  a  certainement  une  solution  et  une  seule,  car  nous  avons  vu 
que  les  valeurs  singulières  X  de  l'équation  (8)'  (n°  8)  étaient  au  moins  égales  à  un 
en  valeur  absolue.  Il  peut  en  être  autrement  si  k  est  négatif.  Par  exemple,  si  S  est  une 
surface  sphérique  de  rayon  un,  on  aura,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  8,  les  valeurs 
singulières  de  k  correspondant  à 


""  =  -{' +ii)' 


où  n  est  un  entier  positif.  La  théorie  classique  de  Taimantation  n'est   sans    doute    pas 
applicable  à  de  tels  corps  diamagnétiques,  s'il  en  existe. 

12.  Donnons  maintenant  un  exemple  qui  conduise,  pour  un  cas  singulier,  à    une 
équation  avec  second  membre.  Il  suffira  de  prendre  le  problème    qui   a   pour  objet  de 

trouver  une  fonction  harmonique  V  continue  dans  le  volume  limité  par  une  surface  5, 

JV 
avec  des  valeurs  données  F  pour  -,—  à  la  surface  (en  nous  servant  de  la  notation  de 

plus  haut). 
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En  se  servant  toujours  des  formules  (9),  Téquation 

dV 


devient 
c'est-à-dire 


n-'' 


-  2itp  +  JJf^^dc  =  F, 

'-If 


cosJ;   ,               F 
0 \d(j  = . 


C'est  donc  une  équation  de  la  forme  (8)',  pour  X  =  —  i,  qui  est  une  valeur  singu- 
lière. Le  problème  n'est  donc  pas  possible  en  général,  et  nous  trouverons  la  condition 
en  appliquant  la  règle  du  n°  2.  Il  faut  prende  l'équation  associée 


"-11"^'"='' 


qui,  comme  nous  l'avons  dit,  a  la  seule  solution  W  =  const.  On  trouve  donc  la  con- 
dition 


«  //' 


FdG 
J  J 
comme  il  devait  être. 

Ces  considérations  trouvent  leur  application  dans  le  problème  de  la  distribution  de 
l'électricité  sur  un  conducteur,  en  présence  de  masses  électriques  fixes  qui  l'influencent. 
Soit  U  le  potentiel  dû  aux  masses  électriques  fixes,  et  soit  V  le  potentiel  dû  à  la  cou- 
che électrique  cherchée  de  densité  p  sur  S;  on  aura  ici 

et  la  condition  (a)  est  bien  remplie.  La  solution  dépendra   d'une  constante   arbitraire, 
puisque  l'on  peut  ajouter  une  solution  de  l'équation  sans  second  membre 


^-ff&'  =  °^ 


qui  est  d'ailleurs  l'équation  fonctionnelle  de  Robin.  Cette  constante  arbitraire  correspond 
manifestement  à  la  charge  électrique  donnée  du  conducteur. 

13.  La  théorie  analytique  de  la  chaleur  va  nous  fournir  un  exemple  d'une  nature 
différente.  Considérons  un  corps  en  équilibre  de  température  avec  rayonnement.  En  dé- 
signant par  V  la  température,  cette  fonction  V  est  harmonique  à  l'intérieur  du  corps, 
et  l'on  a  en  chaque  point  m  de  sa  surface  S 

dV 

k  étant  une  fonction  positive  du  point  m  de  la  surface,  et  V^  une  fonction,  donnée 
sur  la  surface,  représentant  en  chaque  point  de  celle-ci  la  température  extérieure.  Nous 
avons  donc  à  trouver  une  fonction  harmonique  V  telle  que  sur  S 

dn 
soit  égale  à  une  fonction  donnée. 

Rmtd.  Cire.  Matem.  PaUrmo,  t.  XXII  (1906).  ~  Stampato  il  x6  agosto  1906.  }2 
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Nous  cherchons  encore  à  exprimer  T  par  un  potentiel  de  simple  couche  de  den- 
sité p,  et  nous  trouvons  de  suite  pour  p  l'équation  fonctionnelle 

p  -j-  /  I  pi \  \dc  =  fonction  donnée  sur  5. 

Cest  une  équation  du  type  de  l'équation  de  Fredholm.  On  voit  de  suite  que,  la  fonc- 
tion k  étant  positive,  nous  ne  sommes  pas  dans  un  cas  singulier.  En  effet,  dans  ce  cas 
l'équation  sans  second  membre  aurait  une  solution  où  p  ne  serait  pas  identiquement 
nul.  Mais  cda  est  impossible,  car  on  ne  peut  avoir  de  fonction  harmonique  V  pour 
laquelle 

^f^  LIT  c 

kV=zo    sur  S 

n 

sans  que  F  ne  soit  identiquement  nulle.  On  a  en  effet 

d'où  se  déduit  que  F  est  identiquement  nulle,  k  étant  positif. 

14.  On  peut  encore  faire  servir  l'analyse  précédente  à  la  résolution  du  problème 
suivant:  Trouver  une  fonction  harmonique  F  telle  que  Von  ait  sur  S: 

aF 4-  é-j—  =  fonction  donnée  sur  S  z=  F. 
'      an  ' 

où  a  et  &  sont  des  fonctions  du  point  de  la  surface. 
On  est  ainsi  conduit  à  l'équation  fonctionnelle 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  si  b  ne  s'annule  pas  sur  la  surface,  car  on  est  ramené 
à  l'équation 

P  —   /   /  P    T 1 \  |d<T  =  fonction  donnée, 

qui  est  une  équation  de  Fredholm.  Il  est  clair  que  l'on  pourra  se  trouver  dans  un 
cas  singulier,  si  le  signe  de  a  est  quelconque. 

Je  n'examine  pas  ici  le  cas  où  b  pourrait  s'annuler  sur   la   surface,   qui'  est  plus 
compliqué. 

IV. 

Sur  le  problème  généralisé  de  Dirichlet  pour  ime  équation  linéaire 

du  type  elliptique. 

15.  Occupons-nous  maintenant  d'une  question  un  peu   différente,    en   envisageant 
le  problème  généralisé  de  Dirichlet  pour  les  équations  linéaires  du  type  elliptique 

r    \  d^u   .   d^u   .      du   ,    ,du   ,  - 
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OÙ  a,  b,  Cj  f  sont  des  fonctions  de  x  et  y.  Je  me  suis  autrefois  beaucoup  occupé  de 
cette  question  *).  Récemment,  M.  Hilbert  et  ses  élèves  ont  rattaché  ce  problème  à 
Téquation  fonctionnelle  de  Fredholm.  Ils  partent  à  cet  effet  d'une  certaine  solution 
de  l'équation  différentielle  devenant  infinie  en  un  point.  Je  voudrais  montrer  que  la 
question  peut  être  traitée  très  simplement  sans  introduire  d'autre  fonction  que  la  fonction 
classique  de  Green  pour  un  contour  donné. 

Il  suffira  de  rappeler  le  résultat  classique  relatif  à  l'équation 

L'intégrale  de  cette  équation  s'annulant  sur  un  contour  C  est  donnée  par  la  formule 
v=  -  l-JJal,  n;  X,  y)F{l,  >,)dU^, 

en  désignant  par  G(Ç,  y);  x,  y)  la  fonction  de  Green  relative  au  contour  C,  c'est-à- 
dire  la  fonction  harmonique  en  ($,  tq),   s'annulant  sur  le  bord  et   devenant  infinie  au 

point  (jc,  y^  comme  log  —  [r  étant  la  distance  des  deux  points  (Ç,  tq)  et  (x,  y)\  Il 

est  imponant  de  rappeler  que,  pour  établir  ce  résultat,  il  n'est  pas  suflBsant  de  supposer 
que  la  fonction  /(x,  y')  est  continue.  Il  faut  faire  quelque  autre  hypothèse,  dont  la  plus 

pratique  est  l'existence  des  dérivées  —^  et  ^  à  l'intérieur  du  contour. 

16.  Ceci  posé,  posons-nous  la  question  de  trouver  l'intégrale  de  l'équation  (lo), 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  un  contour  C 
et  s'annulant  sur  C;  c'est  à  ce  problème  que  l'on  se  trouvera  toujours  ramené.  Pour 
éviter  quelques  difficultés  accessoires,  je  suppose  que  C  est  régulièrement  analytique. 
Quant  aux  coefficients  de  l'équation,  ils  sont  continus  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles 
qu'il  peut  être  utile  d'introduire  dans  les  raisonnements. 

En  supposant  l'existence  de  la  solution,  on  déduit  de  (lo) 

en  posant 

K^.  y)  =  -  iijjf^^^  ^)^(^'  ^'  *'  y')^^^-^- 

L'équation  (a)  n'est  pas  une  équation  de  Fredholm,  mais  on  peut  facilement,  au 
moyen  d'intégrations  par  parties,  passer  de  l'équation  (a)  à  l'équation: 

*)  On  trouvera  une  bibliographie  de  la  question  dans  le  dernier  travail  que  j'ai  publié  sur  ce  sujet  : 
Sur  Us  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  et  la  généralisation  du  problème  de  Dirichlet  [Acta  Ma- 
thematica, t.  XXV  (1902),  pp.  I2M37J. 
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où  l'intégrale  double  a  un  sens,  et  qui  rentre  dans  le  type  de  Tòquatìon  de  Fredholm. 
On  remarquera  que  le  multiplicateur    de  u   sous   le   signe   d'intégration   devient    infini 

comme 

I 

et,  à  ce  point  de  vue,  l'équation  est  de  même  nature  que  les  équations  rencontrées 
dans  la  théorie  du  potentiel. 

En  général,  c'est-à-dire  si  on  ne  se  trouve  pas  dans  un  cas  singulier,  l'équation  ({i) 
aura  une  solution  et  une  seule,  mais  il  faut  démontrer  que  la  sol  don  de  (p)  satisfait 
à  l'équation  (lo),  c'est-à-dire  que  l'on  peut  de  l'équation  (ji)  remonter  à  l'équation 
(a),  et  de  celle-ci  à  l'équadon  différentielle  (lo). 

17.  On  voit  immédiatement  que  la  chose  sera  possible,  si  la  fonction  w(x,  y)  tirée 
de  (fi)  a  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  restant  finies  dans  C  et  sur  C,  et  si 
elle  a  à  l'intérieur  de  C  des  dérivées  partielles  du  second  ordre;  c'est  ce  qui  résulte 
du  résultat  rappelé  plus  haut  sur  l'équation 

Il  faut  donc  montrer,  que  la  fonction  a(x,  y)  tirée  de  l'équadon  foncdonnelle  (^) 
possède  les  dérivées  indiquées.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  (par.  4), 
on  peut  subsdtuer  à  l'équadon  ((i)  une  autre  équadon  foncdonnelle  obtenue  au  moyen 
d'une  certaine  itéradon.  Posons 

/iC^'j  >';   ^5    0=     /    //(^î   y'y    ^h   '^)fi^J   '^'y    ^5    <^)dudv. 

Notre  fonction  w(x,  y')  satisfera  à  l'équadon 

(y)  <x^y)-jJfX^^yy^^'')<^^'')^^^''=^{.^^y)—jJf{x^yy^^^)^{^,^)dsdr,. 

On  aura  montré  que  «(x,  y)  a  des  dérivées  premières,  si  on  établit  que 


et  ensuite 


// 


/(^î  yy  h   <^)K^î    <5)dsd(l 


a  des  dérivées  premières,  aucune  difficulté  ne  se  présentant  pour  les  autres  termes.  Mais 
ceci  revient  à  voir  que  l'intégrale 

a  des  dérivées  premières,  ce  qui  est  évident  en  lui  donnant  la  forme 

intégrale  qui  a  des  dérivées  restant  finies  même  sur  le  bord. 
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Il  résulte  des  considérations  que  nous  venons  d'indiquer  sommairement  que  w,  dé- 
terminée par  l'équation  (ji),  a  des  dérivées  partielles  ^  et  ^  déterminées  dans  C  et 

sur  C;  par  suite  de  l'équation  (ß)  on  peut  remonter  à  Téquation  (a). 

18.  Pour  achever,  il  faut  montrer  que  a(x,  y)  a  des  dérivées  secondes  A  l'intérieur 
de  C,  ce  qui  permettra  de  passer  de  l'équation  fonctionnelle  (a)  à  l'équation  différen- 
tielle (10).  Nous  considérons  toujours  l'équation  (y)  équivalente  à  (ß).  Comme  u(Sj  a) 
a  des  dérivées  premières,  on  voit  facilement  que 


//■ 


/,(^>  y'y  ^J  ^X^j  <f)dsd<Tj 


assimilable,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  à  un  potentiel  logarithmique,  a  des  dé- 
rivées secondes  à  l'intérieur  de  C.  Dans  le  second  membre  de  (y),  nous  avons  d'abord 
^  (^j  y)  qui  a  des  dérivées  secondes  (si  le  coefficient  /  a  des  dérivées  premières,  commç 
nous  le  supposons).  Enfin  l'intégrale 


// 


Kxj  y;  5,  (t)^(5,  (s)dsdc 


a  aussi  des  dérivées  secondes.  En  effet,  elle  est  formée  de  termes  comparables,  au  point 
de  vue  qui  nous  occupe,  à 

//II«'-  •)■"'''- 

ou  encore  à 


-// 


G^dsda; 
ds 


et  comme  ^  a  des  dérivées  premières  (^  ayant  des  dérivées  secondes),  cette  dernière 

intégrale  a  des  dérivées  secondes  à  l'intérieur  de  l'aire.  L'existence  des  dérivées,  néces- 
saires pour  la  rigueur  des  raisonnements,  est  donc  établie. 

19.  En  résumé,  nous  avons  établi  par  l'analyse  précédente  que,  en  général^  il  existe 
pour  l'équation 
,    V  d^u   ,   d*u    ,      du    ,    ,du   ,  - 

(un  contour  C  étant  donné)  une  intégrale,  et  une  seuky  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles  des  deux  premiers  ordres  à  l'intérieur  de  C  et  s'annulant  sur  le  contour. 

Le  mot  en  général  sera  complètement  précisé  si,  au  lieu   de  l'équation  (lo),   on 
envisage  l'équation  où  figure  un  paramètre  arbitraire  k 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que,  pour  cette  dernière  équation,   il   peut   y   avoir 
des  valeurs  singulières  de  Ä,  pour  lesquelles  le  théorème  précédent  n'est  pas  exaa.  Ces 
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valeurs  sont  les  racines  de  la  fonction  entihre  en  k  associée  à  l'équation  fonctionnelle 

qui  est  notre  équation  ({i),  où  on  a  introduit  le  paramètre  k. 

Le  cas  singulier  relatif  à  l'équation  (lo)  est  manifestement  le  cas  où  it  ==  i  serait 
une  des  valeurs  singulières  de  l'équation  (ii). 

Remarquons  enfin  que  les  valeurs  singulières  de  l'équation  (ii)  sont  les  valeurs 
de  k  pour  lesquelles  l'équation  sans  second  membre 

d^u    ,    d^u    .    ,i   du         du  .       \ 

a  une  solution  s'annulant  sur  C  qui  ne  soit  pas  identiquement  nulle, 

V. 
Sur  réquafion  de  la  vibration  des  membranes. 

20.  Parmi  les  équations  de  la  forme  (11)  arrêtons-nous,  en  terminant,  sur  le  cas 

de  l'équation 

/     N  d^u    .    d^u    .   ,  - 

(12)  d7^+d7  +  *^«=^' 

en  supposant  que  c(x,  y^  soit  toujours  positif  à  l'intérieur  de  C. 

On  sait  que  M.  Poincaré  a  démontré  dans  ce  journal  même  [Sur  les  équations  de 
la  Physique  mathématique,  t.  VIII  (1894)]  que  l'intégrale  de  l'équation  (12)  prenant  des 
valeurs  données  sur  un  contour  C,  en\nsagée  comme  fonction  de  k,  était  une  fonction 
méromorphe  de  k  ayant  des  pôles  simples  en  nombre  infini  (d'ailleurs  correspondant  à 
des  valeurs  positives  de  k).  L'existence  de  la  première  valeur  singulière  avait  été  établie  au- 
paravant par  M.  Schwarz  ÇŒuvres,  tome  I,  page  241)  par  une  analyse  extrêmement 
profonde,  et  j'avais  montré  qu'elle  correspondait  à  un  pôle,  établissant  en  outre  l'exi- 
stence de  la  seconde  valeur  singulière  (Comptes  Rendus,  1893).  Je  dois  aussi  rappeler 
A  ce  sujet  l'ancien  mémoire  de  M.  H.  Weber  (Math.  Annalen,  tome  I). 

21.  En  rattachant  l'équation  (12)  à  l'équation  fonctionnelle  de  Fredholm,  la  théo- 
rie devient  extrêmement  simple.  Tout  d'abord,  le  beau  résultat  de  M.  PoiNCARife,  relatif 
à  la  nature  de  u  considérée  comme  fonction  de  âj,  est  intuitif.  En  prenant  le  pro- 
blème de  la  section  précédente,  nous  avons  à  envisager  l'équation  fonctionnelle 

(13)  «(^5  y)  -  J^fJ  ^(^'  '')"(^'  ^)^(^'  "^^  ^'  y)didn  =  ^(x,  y) 

et  il  est  clair  que  tt(x,  y)  est  une  fonction  méromorphe  de  k.  Il  est  facile  de  voir  que 
les  pôles  sont  simples.  Supposons  en  effet  que  k  =:  k^  soit  un  pôle  d'ordre  mÇtn^  i) 
de  la  solution  de  l'équation  (13);  soit  donc 


,,  _  ?(^>  y)    ,     K^^  y)     ,  ...  .^. 
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En  substituant,  et  prenant  les  termes  en 

I 


nous  avons 

(«)  9(x,  y)-  ^ffca,  -n^G.^fa,  ■n)dldr^  =  o, 

De  (a)  et  (ß),  il  résulte  que  ç  et  (/.  s'annuUent  sur  le  contour  C  II  résulte  aussi 
de  ces  relations  que 

11?""*"  8/"*"*°'^*'^^'^  =  °' 

■^  +  -5^  +  K<^>  y)i'  +  K^y  y)9  =  o- 

En  multipliant  ces  dernières  équations  respectivement  par  fx,  et  (p  et  intégrant  après 
multiplication  par  dxdy,  il  vient,  en  se  servant  de  la  formule  de  Green: 


// 


K^j  y)f(x,  y)dxdy  =  o. 


Donc  9  devrait  être  identiquement  nulle,  ce  qui  est  absurde.  (Il  est  clair  que  le 
calcul  précédent  ne  s'applique  pas  à  m  =  i). 

22.  Les  pôles,  s'ils  existent,  sont  nécessairement  positifs;  c'est  un  point  trop 
facile  à  établir  pour  que  nous  nous  y  arrêtions.  Le  point  intéressant  est  de  montrer 
qu'ils  sont  en  nombre  infini.  Du  moment  que  l'on  sait,  comme  il  nous  arrive  ici,  que 
les  seules  singularités  possibles  sont  des  pôles  simples,  il  n'y  a  aucune  diflBculté  a  éta- 
blir ce  résultat,  en  se  servant  des  constantes  introduites  par  M.  Schwarz  pour  obtenir 
la  première  valeur  singulière  *). 

Bornons-nous,  avec  M.  Schwarz,  à  l'intégrale  de  ^equation 

prenant  la  valeur  un  sur  le  contour  C.  Elle  est  développable,  pour  k   assez   petit,   en 
série 

(y)  <*  =  ^o  +  ^.  *  h —  +  <*«*"  H 

et  on  a 

òkU^=z  o  (UqZ=z  i  identiquement) 

•^^i  +  ^"0  =  0 


*)  J*avais  déjà  suivi  la  marche  qui  va  être  indiquée,  dans  mon  Traité  d'Analyse  (tome  III,  page 
125)  pour  le  cas  d'une  équation  de  même  type  à  une  seule  variable. 
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tous  les  u  (sauf  u^  s'annulant  sur  C.  M.  Schwarz  considère  la  constante  positive 

qu'on  voit  facilement  dépendre  de  m  -j-  «  seulement,  et  il  établit  que  les  constantes  tV 
satisfont  aux  inégalités 

WW  W 

W  ^  W  ^  ^  ^  W     ^  — 

w 

Le  quotient   ^^  *  ,  croissant  avec  w,  a  une  limite  ou  augmente   indéfiniment.    Ce 
dernier  cas  est  impossible,  car  la  série 

ne  convergerait  que  pour  jfc  =  o,   ce  qui  entraînerait   que  la   série   (y)    ne  converge 
que  pour  i  =  o,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  On  a  donc 

W 

c  étant  une  quantité  finie  et  non  nulle.   M.   Schwarz   démontre   ensuite,    qu'on    peut 
trouver  un  nombre  fixe  K  tel  que 


«.(*,v)</iri/»'„, 

d'où  se  déduit  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la  série  (y)  est    — . 

c 

23.  Nous  savons  a  priori  que  le  point  ^,  =  —  est  un  pôle  simple  de  la  fonc- 
tion u  définie  par  le  développement  (y)  et  cette  fonction  a  ce  seul  pôle  sur  le  cercle 
de  convergence.  Tous  les  raisonnements  sont  alors  bien  simplifiés.  Si  nous  posons 


(14)  u  =  î^  ^v^-\'V^k-\-"'"    ^Vj"  -j-    '"  , 

tt'(x,  y)  sera  la  limite  de 

u^k"     pour  (n  =  00), 
et  la  série 

aura  un  rayon  de  convergence  supérieure  à  k^ ,  cette  convergence  allant  jusqu'au  second 
pôle  k^  (s'il  existe).  Or  c'est  précisément  l'existence  d'une  valeur  finie  de  k^^  que 
nous  devons  établir.  Mais  auparavant  remarquons  que  w'(x,  y^  s'annule  sur  le  bord  C 
et  satisfait  à  l'équation 

A  w'  -f-  Jk,  c  tt'  =  o, 

comme  on  le  voit  en  substituant  (14)  dans  l'équation  donnée;  d'ailleurs  il  est  clair  que 
u'  n'est  pas  identiquement  nulle. 
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La  substitution  indiquée  nous  donne  maintenant  les  équations 

à  v^  —  k^cu'  =  o, 
Av, +  cv^  =  o, 


Aî^, +  ct;„_,  =  0; 

v^  prend  la  valeur  un  sur  C,  tous  les  autres  v  sont  nulles  sur  C. 

La  fonction  v^ ,  ainsi  que  les  autres  v,  peuvent  avoir  un  signe  quelconque  dans  C, 
tandis  que  les  w.  tout  à  l'heure  étaient  positifs.  Cependant,  on  peut  former  les  mêmes 
constantes  positives  avec  les  v  qu'avec  les  u;  ce  seront 

On  a  encore  les  inégalités 


^<.    •  <-IE^<--- 


o  « — • 

W 
et  on  en  conclut  que       /    a  une  limite  c'  nécessairement  finie,  sans  quoi  la  série 

n— I 

ne  convergerait  que  pour  ^  =  o,  ce  qui  n'a  pas  liËu  puisqu'elle  converge  au  delà 
de  ij .  On  peut  aussi  établir  que 

l^«(^5  y)\  <  ^'^^^n  (^  étant  un  nombre  fixe) 

et  enfin  que  les  deux  séries 

^0+     ^.*+ f-    ^**"+  •••> 

jF^-f-  »^;i+  — f-  »^;*"+  ••• 

ont  même  cercle  de  convergence.  On  arrive  ainsi  au  second  pôle  k^  =  —rO^i  ^  ^1)5 

c 

et  ainsi  de  suite  aux  pôles  en  nombre  infini  i . ,  . . .  ,  ife^ ,  ... 

On  remarquera  que  la  grande  facilité  des  raisonnements  qui  viennent  d'être  esquis- 
sés tient  essentiellement  à  ce  que  nous  savons  à  l'avance  que  la  fonction  u  n'a  que 
des  pôles  simples. 

24.  A  chacune  des  valeurs  singulières  de  l'équation 

(15)  Aa-f-ikca  =  o 

correspond  au  moins  une  intégrale  u  de  cette  équation  s' annulant  sur  le  bord  et  non 
identiquement  nulle.  Nous  ne  considérons  pas  évidemment  comme  distinctes  deux  in- 
tégrales qui  sont  dans  un  rapport  constant. 

Quoique  tous  les  pôles  soient  simples,  il  peut  arriver  qu'à  un  pôle  correspondent 
plusieurs  intégrales  distinctes  s'annulant  sur  le  bord.  J'ai  eu  autrefois  l'occasion  de 
remarquer  que  cette  circonstance  ne  se  présente  pas  pour  le  premier  pôle,  que  nous 
avons  appelé  k^.  En  d'autres  termes,  V équation 

Rmd.  Cire.  Mattm.  Palnmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  17  agosto  1906.  33 
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n'admet  pas  d'autre  intégrale  s' annulant  sur  le  bord  C  que 

r.  tt'  (T  =  constante). 

Rappelons  d'abord  qu'il  résulte  des  travaux  de  M.  Schwarz  qu'il  n'existe  pas  d'in- 
tégrale continue  de  l'équation  (i),  pour  t>  k^^  toujours  positive  et  non  nulle  dans 
C  et  sur  C;  quant  à  w'  il  est  nul  sur  le  bord,  et  positif  à  l'intérieur. 

Ceci  posé,  indiquons  la  démonstration  du  résultat  énoncé  ci-dessus,  en  commençant 
par  la  remarque  suivante.  Relativement  à  l'équation 

Àtf  -j-  heu  =  o, 

soit  k=k^  la  première  valeur  singulière  pour  un  contour  C,  et  soit  pareillement  h=^k\ 
la  première  valeur  singulière  pour  un  second  contour  C,  intérieur  au  premier  (pou- 
vant avoir  avec  lui  un  arc  commun).  Je  dis  que  l'on  a 

En  eflfet,  considérons  la  valeur  de  la  fonction  de  Gïœen  G(x,  y\  û,  V)  relative  à 
C  pour  un  point  (a,  V)  intérieur  à  C  et  par  suite  à  C,  et  celle  de  la  fonction  de 
Grebn  G'(x,  y;  aj  b)  relative  à  C  pour  le  même  point  (a,  b).  Il  est  immédiat  que 
pour  tout  point  (x,  y)  à  l'intérieur  de  C,  on  a 

G'<G, 

car  G'  —  G  est  régulier  dans  C  et  est  négatif  sur  C. 

Si  maintenant  on  revient  aux  constantes  tV^  et  tV^  pour  C  et  C  relatives  à  notre 
équation  différentielle,  on  aura 

W  >  W  , 

qui  est  une  conséquence  de  l'inégalité  précédente. 
Or 

lim.de  yW^=^, 

lim.de  i/^„=-l, 

et  par  suite  k\  >  k^ ,  comme  nous  voulions  le  montrer. 

25.  Ce  lemme  établi,  supposons  qu'il  y  ait  pour  l'équation 

(16)  Au  -\-  k^cu  =  o 

deux  intégrales  s'annulant  sur  le  bord  C,  et  qui  ne  soient  pas  dans  un  rapport  con- 
stant. On  pourra  former,  en  choisissant  convenablement  la  constante  X,  une  intégrale 

U  =u'  —  lu" 

s'annulant  sur  le  bord,  et  en  un  point  0  de  l'intérieur. 

Je  dis  d'abord  que  ce  point  0  ne  pourra  pas  être  un  zéro  isolé  de  U.  En  effet, 
dans  le  cas  contraire,  U  serait  positif  (par  exemple)  et  différent  de  zéro,  tout  autour 
de  0  (à  l'exception  de  0).  Donc  sur  une  courbe  C  entourant  0,  U  serait  positif  et 
non  nul;  comme  i,  est  inférieur  à  la  valeur  k[,  première  valeur  singulière   relative   à 
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C,  l'intégrale  t/,  positive  sur  C,  est  certainement  positive  et  non  nulle  à  Tintérieur, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  puisqu'elle  est  nulle  en  0. 

L'intégrale  U  de  (i6)  aura  donc  une  courbe  sur  laquelle  elle  s'annulera,  soit  une 
courbe  C,  qui  pourra  d'ailleurs  avoir  des  parties  communes  avec  le  bord  et  à  laquelle 
correspondra  une  première  valeur  singulière  ^[  >  A, .  Alors,  nous  aurons  une  intégrale 
U  de  (i6)  s'annulant  sur  C  et  non  identiquement  nulle,  ce  qui  est  impossible,  car  k^ 
étant  plus  petit  que  k\  correspondant  à  C,  la  chose  ne  peut  exister. 

Il  est  donc  bien  établi  que,  à  la  premure  valeur  singulière  k^ ,  correspond  une  seule 
solution  s'annulant  sur  le  bord  (à  un  facteur  près). 

26.  Il  est  facile  de  voir  sur  des  exemples  que,  à  une  autre  valeur  singulière  que 
la  première,  peuvent  correspondre  plusieurs  intégrales  distinctes  s'annulant  sur  le  bord. 

Il  suflSt  de  considérer  le  cas  d'une  circonférence  C  de  rayon  R  ayant  l'origine 
pour  centre,  et  de  prendre  l'équation: 

(17)  Att  -j-  Ä'tt  =  G. 

En  désignant  par  /^  (x)  la  fonction  de  Bessel  correspondant  à  l'entier  n,  et  pre- 
nant pour  k  une  racine  de  l'équation 

on  aura  les  deux  solutions 

/^(ir)cos«e     et    /^(*r).sinn9 

en  se  servant  des  coordonnées  polaires  r  et  6.  Ces  deux  solutions  s'annulent  sur  la  cir- 
conférence C,  et  elles  ne  sont  pas  dans  un  rapport  constant. 

27.  D'une  manière  générale  les  solutions  correspondant  à  une  valeur  singulière 
jfc^.(i>  i),  s'annulant  sur  le  bord,  ne  restent  pas  de  même  signe  à  l'intérieur  de  C. 
En  effet,  dans  le  cas  contraire,  en  prenant  une  courbe  C  très  voisine  de  C,  on  aurait 
une  solution  de 

qui  resterait  toujours  positive,  et  non  nulle,  sur  C.  Donc  k-  serait  moindre  que  la 
première  valeur  singulière  correspondant  à  C  (qui  est  très  voisine  de  la  première  va- 
leur singulière  k^  correspondant  à  C);  on  aurait  donc 

ce  qui  n'a  pas  lieu. 
Paris,  juin  1906. 

Emile  Picard. 
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FOLGERUNGEN  AUS  EINEM  SATZ  VON  BOBILUER 

ÜBER 

CONFOCALE  FLÄCHEN  ZWEITEN  GRADES. 
Von  Th.   Re  y  e  (Strassburg  L  E.). 


AdttBftnu  del  la  «gotto  1906. 


BoBiLUER  beweist  analytisch  folgenden  Satz  *): 

«  Wenn  ein  orthogonales  Tricder  (trihdre  trirectangle)  sich  so  bew^[t,  dass  seine 
«  drei  Ebenen  a,  ß,  y  drei  confocale  Flächen  a*,  ß*,  y*  zweiten  Grades  umhüllen,  so 
«  beschreibt  sein  Scheitelpunkt  S  eine  mit  den  Flächen  concentrische  Kugel  jfc',  im  Fall 
«  confocaler  Paraboloide  aber  eine  zu  deren  Hauptaxe  normale  Ebene  ». 

Dieser  Satz  scheint  bisher  wenig  Beachtung  gefunden  zu  haben,  obwohl  er,  wie 
wir  sehen  werden,  zahlreiche  Folgerungen  zulässt.  Für  den  Fall,  dass  die  Flächen 
einen  Mittelpunkt  C  haben,  beweisen  wir  ihn  synthetisch  wie  folgt. 

I.  Die  zu  einander  normalen  Ebenen  a,  {4  des  Trieders  umhüllen,  wenn  die  dritte 
Ebene  y  ihre  Lage  zunächst  nicht  ändert,  zwei  confocale,  zu  y  normale  Tangentency- 
linder  der  Flächen  a*,  [4*.  Ihre  zu  einander  normalen  Schnittgeraden  mit  y  umhüllen 
folglich  in  y  zwei  confocale  Kegelschnitte;  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden,  d.  h.  der 
Scheitelpunkt  5  des  Trieders,  aber  beschreibt  nach  einem  bekannten  Satz,  der  gleichfalls 
von  BoBiLUER  herrührt,  in  y  einen  Kreis,  dessen  Punkte  von  der  Axe  der  confocalen 
Cylinder  und  folglich  auch  vom  Mittelpunkt  C  der  confocalen  Flächen  a\  ß*  gleichen 
Abstand  haben.  Wird  nunmehr  die  Ebene  {i  in  einer  ihren  oo*  Lagen  festgehalten, 
während  a  und  y  sich  bezw.  an  a^  und  y*  fortbewegen,  so  beschreibt  der  Trieder- 
scheitel  5  einen  Kreis  in  ß,  dessen  Punkte  ebenfalls  von  C  gleichen  Abstand  haben. 
Die  beiden  Kreise  in  y  und  [i  aber  schneiden  sich,  liegen  also  auf  einer  um  den  Mit- 
telpunkt C  beschriebenen  Kugel  k^j  und  diese  Kugel  ist  der  Ort  aller  analog  bestimmten 
Kreise.  Sie  enthält  den  Mittelpunkt  jedes  orthogonalen  Trieders,  dessen  Ebenen  je  eine 
der  confocalen  Flächen  a*,  ß*,  y*  berühren,  und  insbesondere,  wenn  die  drei  Flächen 
sich  schneiden,  deren  acht  Schnittpunkte.  —  Für  den  Fall  confocaler  Paraboloide  lässt 
sich  der  Satz  analog  beweisen. 


•)  BoBU,LiER,  Démonstration  de  deux  théorèmes  sur  les  lignes  et  surfaces  du  second   ordre  [Annales 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (de  Gergonne),  t.  XIX  (1828  et  1829),  pp.  317-333],  p.  329. 
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2.  «  Die  Kugel  k^  ist  auch  der  Ort  der  Punkte,  in  denen  je  eine  gemeinschaftliche 
v(  Tangente  t  von  zwei  der  confocalen  Flächen  a*,  {i*,  y*  zu  einer  Berührungsebene  der 
«  dritten  normal  ist  ». 

Denn  die  durch  t  gehenden  zwei  Berührungsebenen  der  beiden  Flächen  schneiden 
sich  bekanntlich  rechtwinklig.  Uebrigens  haben  zwei  centrische  confocale  Flächen  zweiten 
Grades  nur  dann  reelle  Tangenten  mit  einander  gemein,  wenn  sie  ungleichartig  sind, 
darunter  die  oo*  Tangenten  der  Krümmungscurve,  in  der  sie  sich  schneiden.  Für  diese 
gilt  der  Satz  : 

«  Die  Punkte,  in  denen  die  Tangenten  einer  Krümmungscurve  der  Fläche  a*  zu 
«  je  einer  Berührungsebene  der  mit  a*  confocalen  Fläche  y*  normal  sind,  liegen  auf 
«  einer  piit  a*  und  y*  concentrischen  Kugel  ». 

Wenn  a*  ein  Paraboloid  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Kugel  eine  zur  Hauptaxe 
normale  Ebene. 

3.  Nicht  nur  bestimmen  die  drei  confocalen  Flächen  a*,  ß*,  y^  zweiten  Grades 
die  mit  ihnen  concentrische  Kugel  k^y  sondern  es  bestimmen  auch  je  zwei  von  ihnen 
mit  k^  zusammen  die  dritte  Fläche.  Wenn  nämlich  der  Scheitelpunkt  5  eines  orthogo- 
nalen Trieders  die  Kugel  k^  beschreibt,  und  zwei  seiner  Ebenen  die  Flächen  a*,  ß* 
umhüllen,  so  umhüllt  die  dritte  Ebene  die  Fläche  y^ 

Daraus  ergibt  sich,  wenn  {i*  mit  a*  zusammenfällt,  folgende  Construction  einer 
mit  a*  confocalen  Fläche. 

«  Mit  der  Fläche  a^  zweiten  Grades  sei  die  Kugel  k^  concentrisch.  Errichtet  man 
«  dann  auf  jedem  der  oo'  Strahlen,  in  denen  sich  je  zwei  Berührungsebenen  von  a* 
((  rechtwinklig  schneiden.  Normalebenen  in  seinen  Schnittpunkten  mit  k'j  so  umhüllen 
«  diese  Ebenen  eine  mit  a*  confocale  Fläche  y*  zweiten  Grades  ». 

Ist  TL*  ein  einschaliges  Hyperboloid,  so  berührt  die  Fläche  y'  auch  die  oo'  Ebenen, 
die  zu  je  einer  Geraden  des  Hyperboloids  in  ihren  Schnittpunkten  mit  k*  normal  sind 
(vgl.  Nr.  2).  Denn  in  jeder  Geraden  von  a'  schneiden  sich  Berührungsebenen  dieser 
Fläche  rechtwinklig. 

4.  Von  den  confocalen  Flächen  a%  ß%  y*  können  zwei  sich  auf  die  Focalcurven 
der  dritten  reducieren,  oder  auch  sie  können  mit  einander  oder  mit  der  dritten  zusam- 
menfallen. Der  Satz  von  Bobiluer  enthält  demnach  wichtige  Specialfälle,  z.  B.  den 
Satz  von  Monge: 

«  Die  Scheitelpunkte  der  orthogonalen  Trieder,  die  einer  Fläche  zweiten  Grades 
«  umschrieben  werden  können,  liegen  auf  einer  mit  ihr  concentrischen  Kugel,  im  Fall 
((  des  Paraboloides  aber  auf  einer  zur  Hauptaxe  normalen  Ebene  ». 

Wenn  ein  orthogonales  Trieder  sich  so  bewegt,  dass  eine  seiner  Ebenen  eine  Flä- 
che a*  zweiten  Grades  umhüllt,  und  die  beiden  übrigen  je  eine  Focalcurve  von  a'  fort- 
während berühren,  so  beschreibt  sein  Scheitelpunkt  eine  mit  a^  concentrische  Kugel  Jk\ 
Jede  Gerade,  die  die  Kugel  k*  und  beide  Focalcurven  schneidet,  ist  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  k'  zu  zwei  Berührimgsebenen  von  a'  normal.  Ist  a'  ein  Paraboloid,  so 
tritt  an  die  Stelle  von  k^  eine  Ebene,  die  zu  der  Hauptaxe  von  a'  normal  ist. 
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Die  Ebenen,  welche  die  Focaieliipse  oder  auch  die  Focalhyperbei  eines  einschaligen 
Hyperboloides  a'  berühren  und  zu  je  einer  Geraden  von  a'  normal  sind,  schneiden  die 
zugehörigen  Geraden  von  a'  rechtwinklig  in  Punkten  einer  mit  a'  concentrischen  Kugd. 

5.  Ein  orthogonales  Trieder,  dessen  Ebenen  a,  ß,  y  drei  confocale  Flächen  a^ 
P%  y'  zweiten  Grades  berühren,  kann  sich  so  um  seinen  Scheitelpunkt  S  drehen,  dasi 
a  und  ß  zwei  Tangentenk^el  5(a'),  5(ß')  der  Flächen  %\  ß'  umhüllen.  Seine  dritte 
Ebene  y  umhüllt  dann  den  Tangentenkegel  5(y')  der  Fläche  y*.  Concentrische  Tan- 
gentenkegel der  confocalen  Flächen  aber  sind  bekanntlich  selbst  confocal.  Wir  schliessen 
daraus: 

c  Wenn  zwei  Ebenen  eines  orthogonalen  Trieders  confocale  K^l  zweitei*  Ordnung 
«  umhüllen,  so  umhüllt  auch  die  dritte  Ebene  einen  K^d  zweiter  Ordnung,  der  mit 
a  jenen  confocal  ist.  Zugleich  beschreiben  die  Kanten  des  Trieders  drei  concyklische 
«  K^l  zweiter  Ordnung,  deren  cydische  Ebenen  zu  je  einer  Focalaxe  der  confocalen 
«  K^el  normal  sind  ». 

Dieser  Satz  ist,  wenn  ich  nicht  irre,  bekannt. 

Die  confocalen  K^;d  5(a'),  5(ß')  können  zusammenfallen.  Es  ergibt  sich: 

«  Die  Strahlen,  in  denen  sich  je  zwd  Berührungsebenen  eines  K^ds  5(a')  zweiter 
«  Ordnung  rechtwinklig  schndden,  liegen  auf  einem  concentrischen  Kegel  zwdter  Ordnung 
a  und  sind  zu  je  einer  Berührungsebene  eines  mit  5(a')  confocalen  K^[ds  normal  9. 

Der  vorige  Satz  ist  umkehrbar.  Wenn  nämlich  zwd  Kanten  eines  orthogonalen 
Trieders  concyklische  Kegd  zwdter  Ordnung  beschrdben,  so  umhüllen  seine  Ebenen 
drei  confocale  Kegd  zweiter  Ordnung,  und  alle  drei  Kanten  beschreiben  concyclische 
Kegel. 

6.  Von  den  geodätischen  Curven  einer  Fläche  a*  zweiten  Grades  hat  Chasi-es  *) 
bewiesen,  dass  die  00*  Tangenten  und  Krümmungsebenen  einer  solchen  zugleich  eine 
mit  a'  confocale  Fläche  {i*  berühren.  Hieraus  und  aus  dem  Satz  von  Bobillier  folgt 
(vgl.  Nr.  2): 

«  Die  Punkte,  in  denen  die  Tangenten  einer  geodätischen  Curve  der  Fläche  a' 
«  zu  je  einer  Berührungsebene  der  mit  a*  confocalen  Fläche  y*  normal  sind,  liegen  auf 
«  einer  mit  a*  concentrischen  Kugel.  Diese  Kugel  ist  dieselbe  für  alle  geodätischen  Cur- 
a  ven  auf  a',  die  eine  Krümmungscurve  von  a^  berühren  ». 

Aus  der  Umkehrung  dieses  Satzes  ergibt  sich: 

«  Die  Tangenten  der  00'  geodätischen  Curven  auf  a%  die  eine  Krümmungscurve 
«  der  Fläche  a^  dnhüUen,  berühren  eine  und  dieselbe  mit  a*  confocale  Fläche  |i* 
«  zweiten  Grades  »  (Chasles,  loco  citato). 

Strassburg,  den  i.  August  1906. 

Th.  Reye. 


*)  Chasles,  Sur  les  lignes  giodésiqucs  et  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  degré  [Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i*«  série,  t.  XI  (1846),  pp.  5-20],  pp.  lo-ii. 
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LES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  LA  MÉCANIQUE  DANS  LE  CAS 
DES  LIAISONS  NON-HOLONOMES. 

Par  M.  Jean  Quanjel  (Hal). 


Adunania  del  24  giugno  1906. 


1.  Supposons  que  l'on  veuille  exprimer  qu'au  moment  t^  un  corps  C  roule  sans 
glisser  sur  une  surface  5;  il  faudra  écrire  qu'à  ce  moment  la  vitesse  du  point  de  con- 
tact de  C  avec  S  est  nulle  ;  ce  qui  donne  les  équations  de  liaison  exprimant  le  roulement 
de  C  sur  5.  M.  Korteweg  a  montré,  d'une  manière  générale  *),  que  ces  équations  ne 
peuvent  être  intégrées.  On  a  donné,  d'après  Hertz,  le  nom  de  liaisons  non-holonomes 
à  toutes  les  liaisons  qui  s'expriment  par  des  équations  différentielles  non  intégrables; 
tandis  qu'on  a  appelé  liaisons  holonomes,  celles  qui  s'expriment  par  des  équations  finies 
ou  intégrables. 

Nous  examinons,  dans  ce  qui  suit,  ce  que  deviennent  les  équations  générales  de  la 
Mécanique  analitique  dans  le  cas  des  liaisons  non-holonomes. 

I.  —  Les  équations  de  Lagrange. 

2.  MM.  Neumann  **),  Vierkandt  ***)  et  Korteweg  ****)  ont  montré  que  les 
équations  de  Lagrange  doivent  être  modifiées  dans  le  cas  des  liaisons  non-holonomes. 

M.  Appell  donne  dans  le  tome  II  de  sa  Mécanique  rationnelle,  une  démonstration 
de  ce  fait. 

Nous  allons  la  reproduire,  en  la  généralisant  légèrement. 

3.  Nous  supposerons  dans  tout  ce  qui  suit; 

1°  que  le  principe  de  d' Alembert  soit  applicable; 


*)  Korteweg,  Über  eine  :^Umlich  verbreitete  unrichtige  Behandlungsweise  eines  Problèmes  der  rol- 
lenden Bewegung,  etc.  [Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  Tweede  Reeks,  Deel  IV  (1900),  pp.  130-155]. 

**)  C.  Neumann,  Grundiüge  der  analytischen  Mechanik,  insbesondere  der  Mechanik  starrer  Körper 
(Zweiter  Artikel)  [Berichte  über  die  Verhandlungen  der  KgL  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Leipzig,  XL.  Band  (1888),  pp.  22-88J,  pp.  32-56. 

***)  Vierkandt,  Über  gleitende  und  rollende  Bewegung  [Monatshefte  der  Mathematik  und  Physik, 
in.  (1892),  pp.  31-54],  p.  47. 

•*^)  Loco  citato. 
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2°  qu'il  soit  possible  de  remplacer  les  liaisons  géométriques  imposées  au  système 
par  des  forces  de  réaction; 

3®  que  le  travail,  de  ces  forces  de  réaction  soit  nul  pour  tout  déplacement  com- 
patible avec  les  liaisons. 

4.  Supposons  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  système  exprimées  au 
moyen  de  n  paramètres  q^,  q^j  . , ,  q^  oi  au  temps  t;  de  sorte  que: 

^  =/,(?,»  ?a  •  •  •  ?«»  0 


Admettons,  en  outre,  que  les  n  paramètres  soient  liées  par  k  relations  non-holonomes 
distinctes  : 

Un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons  telles  qu'elles  existent  au  mo- 
ment ^,  est  déterminé  par  des  équations  de  la  forme: 

^  7  1  ^  In 

^'       dq,'~  dq„    ^" 

Si  les  S  y  sont  liés  par  les  k  équations  (2),  on  pourra  en  déduire  p.  c.  les  it 
derniers  S  ^  en  fonction  homogène  et  linéaire  des  w  —  k  premiers  qui  seront  arbitraires; 
si  Ton  élimine  de  (3)  les  k  déplacements  dépendants,  on  obtiendra  pour  ?5xx,  ^y,^  fî<, 
des  valeurs  de  la  forme: 

(4)  ]hi=^Kh.  +  Kh.+  "'+Khp  (P^n^k). 

Portons  les  valeurs  (4)  dans  l'équation  générale  de  d' Alembert,  et  égalons  les 
coefficients  des  mêmes  variations  ^q  dans  les  deux  membres,  nous  obtiendrons  p  équa- 
tions de  la  forme: 

T"(-.^ +  ''.^  +  '.'^)  =  !(■':>'  + ".y +'.^ 


qui  constituent,  avec  les  k  équations  (2),  les  n  équations  du  mouvement. 
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Je  dis  que,  règle  générale,  les  équations  (5)  différent  de  celles  de  Lagrange. 
Les  seconds  membres  étant  les  mêmes  dans  (5)  et  dans  les  équations  de  Lagrange, 
prouvons  que  les  premiers  sont  différents. 
On  a: 

Le  premier  membre  de  la  première  des  équations  (5)  peut  s'écrire 

(7)      ^Z'«(''.-'  +  *./  +  ^.0-I-(-v'^'+/^  +  ^''^)- 

Or,  (6)  donne  : 

_dx'  ,   _dy'  _di' 

et,  puisque  27=  XK^"+)'"  +  ^")5  ^^  premier  terme  de  (7)  pourra  s'écrire  -jt  l^-r  )  > 
qui  n'est  autre  que  le  premier  terme  de  l'équation  de  Lagrange.  La  difference  entre 
le  second  terme  de  l'équation  de  Lagrange 

et  le  second  terme  de  l'expression  (7)  est: 

Or 
et 


dq,~dq,'^'-^dq,^'-^  "  "^  dq,^'  -^  d  q/ 
Tenant  compte  de  ces  valeurs,  le  coefficient  de  x'  dans  (8)  sera: 

Les  coeflScients  de  v'  et  ;('  auront  des  formes  analogues. 

Pour  que  l'équation  de  Lagrange  s'applique  au  paramètre  y,,  il  faut  que  (9)  et 
les  deux  autres  expressions  analogues  soient  identiquement  nulles,  ce  qui  n'est  pas  gé- 
néralement. ÇVoir:  Appell,  Les  mouvements  de  roulement  en  Dynamique^  p.  41). 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

5.  Remarques,  —  L  On  pourra,  quelles  que  soient  les  liaisons,  écrire  les  premiers 
membres  des  équations  de  Lagrange,  à  condition  d'ajouter  aux  seconds  membres  des 
expressions  telles  que  R^ .  On  aura  donc  dans  tous  les  cas  : 

Nous  indiquerons  (n°  7)  une  équation  différentielle  à  laquelle  doit  satisfaire  Ä, . 

RmU,  Ort.  M»têm.  Pûlêrm;  t.  XXU  (1906).  —  Stampato  il  17  agosto  1906.  34 
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n.  Si  les  expressions  (4)  sont  intègrables,  on  voit  immédiatement  que  R^  :=  o, 
et  que  les  équations  (10)  se  ramènent  à  celles  de  Lagrange. 

m.  Dans  les   seconds   membres   des  formules  (4)  et  (6),  écrivons   d'abord  les 
termes  a^iq.j  *,'^S',>  ^i^îi»  formons  deux  parties  des  termes   en   S^^,  Hq^,  ...  etc. 
en  q[j  ^ y  . . .  et  du  terme  a:  la  première  contenant  q^j  la  seconde  ne  la  contenant 
pas;  ainsi  posons: 
Ä.  =  «. +  ^,;    a,  =  a, -j-v<3,  etc.;       *.  =  ß,  +  J5,,  etc.;       c,  =  y,  +  C,,  etc.; 

les  lettres  grecques  désignant  des  quantités  renfermant  le  paramètre  q^;  les  majuscules 
des  quantités  ne  le  renfermant  pas.  Les  formules  (4)  et  (6)  pourront  s'écrire: 

(4')  ]h  =  QM  +  ^,^9,+  '•■  -\-^M)  +  i^»^9'+  •••  +5,^?,) 

Démontrons  que: 

Si  les  premières  parenthèses  des  seconds  membres  constituent  des  différentielles  exactes, 
les  formules  ordinaires  de  Lagrange  sont  applicables  au  paramètre  q^ . 

On  a,  par  hypothèse,  ^'  =  ^-^;  et,  puisque  ^ — ^  =  o,  on  pourra  écrire: 

Mêmes  égalités  pour  les  autres  a^  b^  c  . . .  Donc  R^  =  o.  M.  Appell  (Les  mou- 
vements de  roulement  en  Dynamique,  p.  44^  donne  une  autre  démonstration  de  ce  théo- 
rème, et  reproduit  l'application  que  Ferrers  en  a  faite  (1872)  dans  la  formation  des 
équations  du  mouvement  du  cerceau. 

Note.  —  Il  est  inutile  de  montrer  que  le  théorème  précédent  s'applique  toujours  si 
les  coefficients  dans  (4)  ou  (6),  autres  que  a^ ,  ne  contiennent  pas  q^ ,  et  si  a^  ne  con- 
tient ni  q^,  q^y  ...  q^,  t. 

IV.  Il  se  peut  que  quelques-unes  des  équations  (2)  soient  intégrables.  Admettons 
que  s  de  ces  équations  se  trouvent  dans  ce  cas.  En  intégrant,  nous  obtiendrons  s  équa- 
tions liant  les  paramètres,  ce  qui  fera  tomber  le  nombre  des  paramètres  indépendants 
de  />  i  p  —  s. 

V.  Si  les  équations  (2)  ne  sont  pas  immédiatement  intégrables,  on  peut  se  de- 
mander si  elles  n'admettent  pas  un  facteur  d'intégration;  cette  question  a  été  examinée 
en  partie  par  M.  Hamel  dans  son  mémoire:  Die  LAGRAKGE-EuLER'5c/?en  Gleichungen 
der  Mechanik  (Leipzig,  Teubner,  1902). 

6.  Équations  de  M.  Appell.  —  Nous  allons  transformer  l'équation  (10)  de  manière 
à  en  faire  disparaître  la  quantité  R^ ,  dont  la  formation  d'après  la  formule  (8)  est  trop 
compliquée. 
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On  a: 

dr       ^     /  ,dx'        ,dy'    ,    ,a:c'\ 

OU,  vu  (6), 
Ensuite 

Posons,  avec  M.  Appell, 
et  nous  pourrons  écrire: 

^''^        -dt\j^)--d^-^^"'V-dr+y-dT-^^-dt)- 

D'ailleurs  : 

(-)  dT  =  ^''VJi  +  yÂ-^'Â)- 

Retranchant  (12)  de  (11),  nous  reconstituerons  le  premier  membre  de  l'équation  (10), 
qui  devient: 

Or,  d'après  (8),  le  deuxième  terme  du  premier  membre  n'est  autre  chose  que  R^  ; 
on  aura  donc: 

03)  11=  ß., 

et  des  équations  analogues  relativement  aux  autres  paramètres  indépendants.  Ces  équa- 
tions sont  dues  à  M.  Appell,  qui  en  a  donné  une  autre  démonstration  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (1899). 

M.  Appell  part  du  principe  de  d'ALEMBERX,  au  lieu  de  transformer  comme  nous 
l'avons  fait,  l'équation  (10)  de  Lagrange  généralisée. 

7.  Remarques,  —  I.  Le  procédé  suivi  pour  arriver  aux  équations  (13),  nous  semble 
avantageux  aux  points  de  vue  suivants  : 

1°  Les  équations  (13)  se  sont  présentées  tout  naturellement  comme  une  généra- 
lisation des  équations  de  Lagrange. 

2°  On  voit  immédiatement  l'équivalence  des  équations  (10)  et  (13);  en  eflfet,  en 
faisant  sur  (13)  des  transformations  inverses  de  celles  qui  ont  été  faites  sur  (10),  on 
retrouve  ces  dernières. 

3°  On  voit  en  outre  que  pour  les  systèmes  holonomes,  les  équations  (13)  sont 
identiques  aux  équations  ordinaires  de  Lagrange. 

4**  enfin,  le  procédé  suivi  permet  de  montrer  facilement  l'équivalence  des  équations 
(13)  et  de  celles  obtenues  par  d'autres  auteurs,  MM.  Korteweg  et  Vierkandt,  entre 
autres,  et  dont  nous  dirons  un  mot  tout  à  l'heure. 
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n.  Retranchant  (13)  de  (io),  on  obtiendra: 

(14) 


__^/ar\_dr_  as.      _ 


M.  Appell  établit  la  même  équation  (^Journal  de  Jordan,  1901),  et  y  fait  rebr 
tivement  d'intéressantes  remarques. 

Ces  quantités  R^ ,  R^  interviennent  dans  la  généralisation  que  nous  donnons  phis 
loin  du  théorème  de  Jacobi. 

8.  Équations  de  M.  Korteweg  (Nieuw  Ar  chief,  1899). 

Nous  allons  donner  une  exposition  simple  du  procédé  de  M.  Korteweg.  Suppo^ 
sons  un  moment  que  nous  fassions  abstraction  des  liaisons  (2)  à  condition  de  les  rem- 
placer par  des  forces  de  réaction  que  nous  ajouterons  aux  forces  agissantes.  Le  corps 
est  alors  rendu  libre  et  on  peut  lui  appliquer  les  équations  de  Lagrange. 

Écrivons  dpnc: 


(H) 


Ä, ,  Ä, ,  ...  R^  étant  les  composantes  des  forces  de  réaction. 

Imaginons  un  déplacement  Xy^,  ^y^,  ...  tq^  compatible  avec  les  liaisons,  et  sup 
posons  que  ce  déplacement  puisse  se  faire  de  manière  que  le  travail  des  forces  de 
réaction  soit  nul  (ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  pour  les  mouvenients  de  roulement), 
c'est-à-dire  que 

(15)  R,^q.  +  Kh.+  ---+K^q„^o. 

Par  hypothèse,  les  équations  (2)  expriment  toutes  les  liaisons  auxquelles  le  système 
est  soumis;  (15)  doit  donc  être  conséquence  de  (2).  En  d'autres  termes,  les  valeurs 
des  k  déplacements  S?._^,,  ...  ^q^  déduits  de  (2)  en  fonction  de  S^^ ,  . . .  X<7  ,  doivent 
satisfaire  à  (15)  quels  que  soient  S^/^,  S 9^,  ...  S^  ;  ce  qui  exige  que  le  déterminant: 


A^q.  +  A,Îiq^  + 


P-^I 


A. 


soit  identiquement  nul.  Cette  condition  fournit  les  p  équations: 


(16) 


R, 

A. 


v+' 


p*' 


■K 

.  A. 


=  o, 


1^»     V. 
!  Al    ^p^, 


etc. 


L.    I. 


L,    I. 


p-k-l        *       •       *  H       I  I  2  f^l 

Éliminant,  au  moyen  de  (14X  1^  quantités  R^^R^^ 
obtiendra  les  équations  du  mouvement. 


R^  des  équations  (i6)^  an 


LES   ÉQ.UATIONS   GÉNÉRALES   DE  LA   MÉCANiaUE   DANS   LE   CAS   DES   LIAISONS   NON-HOLONOMES.    269 


Remarque.  —  Le  point  de  départ  de  M.  Korteweg  est  le  même  que  celui  qui  nous 
a  permis  de  retrouver  les  équations  de  M.  Appell. 

La  supériorité  de  ces  dernières  sur  celles  de  M.  Korteweg  s'impose.  U  est  d'ail- 
leurs possible  de  montrer  l'équivalence  des  équations  de  M.  Korteweg  et  de  M.  Ap- 
pell, moyennant  des  calculs  assez  longs. 

g.  Méthode  d$  M,  Vierkandt  —  EUe  n'est  autre  que  celle  des  multiplicateurs  de 
Lagrange, 

En  substituant  les  valeurs  de  x,  y^  x^  et  celles  de  Sx,  %yy  %7^  déduites  de  (i)  dans 
l'équation  de  d'ALEMBERT,  celle-ci  prend  la  forme: 

(.7)  2:[i(|f)-|f-a]*».=<-       «=-••■  .X 

OU,  en  abrégé. 

Supposons  les  Xy  liés  par  les  k  équations  (2). 

Ajoutons  ces  équations,  multipliées  respectivement  par  des  quantités  ^, ,  ^j ,  ...  \^ 
momentanément  indéterminées,  aux  équations  (17);  nous  obtiendrons: 

Prenons  toujours  comme  paramètres  indépendants  y, ,  y^ ,  ...  q    (j>  =  n  —  k). 
Choisissons  les  multiplicateurs  "k  de  manière  que  les  coeflScients  des  k  déplacements 
dépendants  soient  nuls;  nous  obtiendrons  ainsi  les  k  équations: 

(19)  

(P,    -Q,    -\A. \L,     =0. 

L'équation  (18)  deviendra; 

Les  S  y  qui  figurent  dans  cette  dernière  équation  étant  indépendants,  leurs  coefficients 
devront  être  nuls,  ce  qui  fournit  p  nouvelles  équations,  qui,  jointes  au  système  (19) 
et  au  système  (2),  formeront  un  système  de  n  -}-  Â:  équations  entre  les  n  -f-  Jk  inconnues 

y,  5  Î2>   •••  in'y  \j  \^  "'  \' 

Remarque.  —  Ce  procédé  est  sujet  aux  mêmes  critiques  que  celui  de  M.  Korteweg, 

dont  il  ne  diffère  pas,  au  fond.  En  effet,  puisque  (15)  est  une  conséquence  de  (2),  on 

pourra  écrire: 

ce  qui  exige  que: 
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^        la  8ur  remploi  abuitf  qui  ê  été  fait  d$$  efUat/oM  de  Ißinrnge  mm  g^ténlMm, 

Plusieurs  auteurs  esdmés  ont  fait  un  usage  abuaf  des  équations  de  Lajomasigb  hod 
généralisées,  surtout  dans  la  résolution  des  problèmes  sur  les  mouvements  de  roakfneat 
Voici  comment  ont  procédé  ces  autmrs:  Ils  forment  la  quantité  2  T  en  fonctioii 
des  n  paramètres  q;  ils  éliminent  ensuite  de  cette  expression,  au  moyen  de  (a)^  A  do 
paramètres,  et  appliquent  les  formules  de  Lagrange  non  généralisées  aux  n  —  h  =zp 
paramètres  restants,  ce  qui  n'est  pas  permis,  ea  général,  ccHnme  il  a  été  montié  wa 
n^  4«  [Citons  parmi  ces  auteurs:  M.  Schouten,  Over  de  rollende  bew^ing  van  een 
Omwenttlingslichaam  op  een  vlak  (Versb^n  der  Koninklijke  Akademie^  Anuœrdam, 
1899);  Ernest  Lindelöf,  Mouvemmt  de  roulement  d^un  corps  de  révolution  sur  un  pUm)\ 

n.  —  Les  éqoatioiis  canoniques. 

II. — M.  Painlevé  a  montré  {Leçons  sur  Yintigration  des  équations  de  la  Mécanique, 
pp.  140  et  suiv.)  comment  il  faut  écrire  les  équations  canoniques  d'un  systbne  bokmôme, 
lorsque  la  quantité  2  T  n'est  pas  une  forme  quadratique  en  q[j  q[. 

Nous  aUons  vcnr  comment  il  faut  modifier  les  équations  canoniques  habitndles 
pour  les  systèmes  non-holonomes. 

L'équation  de  Lagrange  généralisée  -j-  (  yy  )  —  ^— =  d  +  *,  >  q^i  est  du  sfr 
cond  ordre,  est  équivalente  au  système  du  premier  ordre: 

l±(dT\       dT_ 

\  "•        dt 

Appliquons  au  système  (21)  la  transformation   de   Poisson,  qui  consiste   à  faire 

(Ì  T  dT 

p,  =  -^— r,  P,  =  -^^—Ti  etc.  et  à  introduire  une  fonction  K  définie  par: 
dq,     ^*        d?, 

(22)  K  =  p,q:-\-p^q[-\. r. 

On  obtient,  en  suivant  une  marche  indiquée  dans  les  traités  classiques  de  Méca- 
nique, le  système 

dq^_dK  àh.^àK  _ 

dt  —  dp,  '  dt  "T"  dq,  -  ^'-r^> 

(23) 

dt    ~dp^_,'  dt    "•"d^-^-* ■!■*-»' 

qui  sont  les  équations  canoniques  les  plus  générales  du  mouvement. 

la.  Lorsqu'il  existe  une  fonction  de  forces  U  explicitement  indépendante  du  temps 
et  de  la  vitesse  des  points  du  système  (en  d'autres  termes,  si  U  dépend  uniquement 
des  paramètres  q,,  q,,  ...  q^)  les  équations  (25)  prennent  la  forme  : 

Cdq,_diK-U)         dp,       diK-U)_ 
(24)  l  dt  ~        dp,        '  dt  "*■        dq,         ~     ' 
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13.  Si,  outre  les  conditions  indiquées  ci-dessus  pour  t/,  les  expressions  des  coor- 
données des  différents  points  du  système  sont  explicitement  indépendantes  du  temps, 
on  sait  qu'alors  T=K;  et  si  Ton  pose  ensuite,  comme  d'habitude,  K — U=^T — U^=H^ 
le  système  (24)  s'écrit  sous  la  forme  plus  simple: 

^^^^  ir-  dp,'      dt  -~  dq,  - ■*• 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  peuvent  être  exprimés  au  moyen  des  pa- 
ramètres q^y  q^j  jp  ...  et  de  leurs  dérivées  q[^  q[j  q'^^  ...  (n°  7). 

ni.  —  Le  théorème  de  Jacobi. 

14.  —  Dans  ce  paragraphe,  nous  admettrons  que  les  coordonnées  x,  y^  ;(,  s'expri- 
ment explicitement  en  fonction  des  paramètres  et  du  temps.  Nous  supposerons  unique- 
ment U  explicitement  indépendante  du  temps,  et  nous  continuerons  à  désigner  la  quan- 
tité UT  —  f/  par  H,  Les  équations  canoniques  garderont  ainsi  la  forme  (25). 

Peut-on,  dans  le  cas  des  liaisons  non-holonomes,  faire  dépendre  la  résolution  du 
système  (25)  de  celle  de  l'équation  ordinaire  de  Jacobi: 

(26)  _  +  //^_,   _,  -._,  y^,  q^^  q^^  ,)  =  o.P 

(Pour  la  facilité  de  l'écriture,  nous  supposerons  seulement  3  paramètres  q^j  q^j  ç)- 
Faisant  les  calculs  de  vérification  tels  que  les  donne  par  ex.  M.  Appell  {Mécani- 

qutj  tome  H),  nous  constaterons  que  les  valeurs  des  -^  tirées  de  (25)  sont  identiques 

à  celles  que  fournit  (27),  mais  qu'il  n'en  est  pas  de  même  des  valeurs  des  -p .  Il  se 

pose  donc  la  question  :  EsUil  possible  de  modifier  l'équation  (26)  de  manière  que  le  théo- 
rème de  Jacobi  reste  applicable? 

C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

15.  Tâchons  de  déterminer  une  fonction  o  des  paramètres  telle  qu'une  solution 
^(îi>  ?aJ  îj)  ^  ^i>  ^aJ  ^3)  (^1)  ^2i  ^3  ^^^"^  ^^  constantes  arbitraires)  de  Téquation 
r     ^  ^^    I    Lj{dr      dV    dV  \    , 

(27)        ^  ^"Wr  w.'wr  ^^'  ^^'  ?,.  ^)+?=o 

fournisse,  en  posant 

(    ö^_A  ^^  -h  ^^        h 


(28) 


( 


^a    ~-P"         Fin   ~^"        TT—^y' 


pour  les  -jj  et  les  -j-  les  mêmes  valeurs  que  les  équations  canoniques  (25). 

Cherchons  d'abord  quelle  doit  être  la  forme  de  ç  pour  que  les   -j-  aient  des  va- 
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lean  ideDttqnes  dans  (25)  et  (28).  Ces  deroiferes  donaent 

(29)        jdt  - dq,dt  ■»■  d,:  *•  "^  ?5:^/*  "^ 5?:^/^ 

Exprimons  que  F  est  seètitàoa  de  (2j;),  nous  obtiendraos: 

d'y   I     an    aT  ,    an     yr        aH     yr    .oh      a^  _ 

ou,  vu  (28): 

/',n^        y^    .    -à'r  .^  yy    ,  ..  yp  _     an      dr 
^^°^       a/a?.  +  *■  a?:  ■*■  ^'a^.a?."*" ^'a^.a?, "=     a?,     d^' 

Le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  autre  chose  que  -^f^  (form.  20);  ëcrivoos 
que  cette  valeur  est  identique  à  celle  fournie  par  (25),  et  nous  aurons: 

àq,  ^    '  a?.  ^  a^.  '  •        dq, 

On  trouverait  rdativament  à  ;, ,  ^,  des  expressions  analogues;  nous  avons  donc  les  trois 
conditions: 

'     a?, 

S'il  existe  donc  une  fonction  (p  admettant  comme  dérivées  partielles  par   rapport 

à  ^, ,  q^,  q^  les  quantités  —  Ä, ,  —  Ä, ,  —  Äj ,  les  valeurs  des  -£-  tirées  de  (25)  et  de 

(28)  sont  identiques.  Un  calcul  facile  montre  que,  si  ?  existe,  les  valeurs  des  q'  tirées 
du  système  canonique  sont  aussi  identiques  à  celles  déduites  de  (28).  Donc  : 

Théorème  de  Jacobi  géneralisu.  —  Pour  que  h  théorime  de  Jacobi  reste  appli- 
cable aux  systèmes  non-holonomes,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  compléter  l'équation 
ordinaire  de  Jacobi  au  moyen  d'une  fonction  ip  admettant  —  U, ,  —  if, ,  —  R^  comme 
dérivées  partielles  par  rapport  à  q^,  q^,  q^. 

16.  La  fonction  9  existe  si: 

(\  ^-ÎK       ^-Î3l       i*L_^ 

^''^  dq.  ~  dq,  '        dq,  "  dq,  '        dq,  "  dq,  ' 

et  puisque  : 

^^-lt[dq',)         dq,         â^'      *'-  ""•' 

les  conditions  (a)  peuvent  s'écrire,  après  des  réductions  très  simples: 

.„.  a    d  /dT\       d's    _  d   d  /dT\       ys 

(P-»  dq,    dt\dq:}        dq:dq,  "  dq,    dt\dq:)        dq'^dq,^''^' 


LES  ÉQ.UATIONS   GÉNÉRALES  DE  LA  MÉCANIQUE  DANS  LE   CAS   DES  LIAISONS   NON-HOLONOMES.   273 

Il  est  à  remarquer  qu'il  suffit  pour  calculer  les  premiers  termes  des  deux  membres 
de  (ß),  de  déterminer  dans  T  les  termes  contenant  les  produits  q^q\y  q^q[;  et  pour 
calculer  les  seconds,  il  suffit  de  déterminer   dans  5  les  termes  contenant   les  produits 

17.  Cas  particulier,  —  Si  les  quantités  — R^^  — R^j  — R^  son  indépendantes  de 
Pi  y  Pi'i  Pi  y  ^^  première  des  équations  (25)  peut  s'écrire: 

dt         dp, 

et  la  dernière: 

dp,  _-a(H-y) 

dt    -  dq,         ' 

à  condition  de  pouvoir  prendre  pour  <p  la  fonction  définie  dans  le  n°  16,  cette  fonction 
étant  changée  de  signe. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  prend  pour  fonction  H  l'expression 

//  =  UT  —  t7  -  9, 

l'équation  de  Jacobi  généralisée  aura  la  forme  ordinaire: 

18.  Certains  auteurs  ont  fait  un  usage  abusif  du  théorème  de  Jacobi  non  géné- 
ralisé. Nous  ne  citerons  que  M.  Ezio  Crescini  [Sul  moto  di  una  sfera  cht  rotola  su  di 
un  piano  fisso  (Rend.  Acc.  Lincei,  voi.  V,  i""  sem.  1889,  pp.  204-209)],  qui  au  para- 
graphe 3°  de  son  étude,  applique  ce  théorème. 

Hal  (Bruxelles),  juin  1906. 

J.     QUANJEL. 


Rend.  Cire.  Matern.  PûUrmo,  t.  XXll  {jkfOS).  —  Stampato  il  |8  agotto  190e. 
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DETERMINAZIONE  DELLA  FUNZIONE  m^  m  GREEN 
PER  UN  CAMPO  SFERICO  DI  P  MMENSIONL 

Memoria  di  Pierina  Quintili  (Roma). 


A4«nâiiM  del  la  «fotto  i^oC 


Non  è  privo  di  importanza  il  problema  di  int^are  l'equazione 

A'-«  =  F 

(dove  F  rappresenta  nna  funzione  nota)  in  un  campo  sferico  di  p  dimensioni,  se^  in- 
dica un  numero  intero  >>  i,  quando  al  contomo  sia  dato  il  valore  della  fumdone  e 
qudb  delle  sue  derivate  normali  fino  all'ordine  m  —  i. 

L'int^azione  della  (i)  può  essere  es^[uita  coi  metodi  del  Prof.  Almaksi  *),  3 
quale  la  riduce  a  successive  integrazioni  della  A',  indipendentemente  dal  metodo  di  Greek.  | 
Nel  caso  di  m  =:  2  il  Prof.  Laurigella  **),  facendo  uso  della  funzione  di  Green,  ha 
integrata  l'equazione  differenziale  A^  w  =1  o  in  un  campo  di  forma  circolare  (J>  =  2), 
supposti  noti  al  contorno  i  valori  della  funzione  incognita  e  quelli  della  sua  derivata 
normale  e,  per  il  primo,  ha  trovato  una  soluzione  composta  di  soli  integrali  definiti, 
che  si  presta  molto  bene  alla  verifica  delle  condizioni  che  debbono  essere  sodisfatte  nei 
punti  del  contorno. 

n  Prof.  Marcolongo  in  un  suo  notevole  lavoro  ***)  ed  in  una  successiva  Nota  f) 
ci  dà  l'espressione  della  funzione  di  Green  di  grado  m  per  la  sfera,  problema  che  è 
anche  risoluto,  con  un  altro  metodo  assolutamente  diverso,  dal  Prof.  Boggio  +-{-).  D 
Dr.  Orlando  in  una  sua  Nota  +++)  ci  dà  un  metodo,  molto  elegante,  per  mettere  sotto 


*)  SuU'inUgraxUme  dell'equazione  differenziale  A*"  =  o  [Annali  di  Matematica,  serie  III,  tomo  II 
(1899),  pp.  1-5 1]. 

•*)  Integrazione  dell'equazione  A*  (A*  m)  =  o  in  un  campo  di  forma  circolare  [Atti  dell' Accad.  di 
Torino,  voi.  XXXI  (1895-96),  pp.  1010-1018J. 

•**)  Determinazione  della  funzione  di  Green  di  grado  n,  nel  caso  di  una  sfera  [Rend.  Acc.  Lincei, 
voL  X,  2°  semestre  1901,  pp.  131- 137]. 

t)  Sulla  funzione  di  Green  di  grado  n  per  la  sfera  [questi  Rendiconti,  t.  XVI  (1902),  pp.  230-235]. 

ff)  Sulle  funzioni  di  Green  d'ordine  m  [questi  Rendiconti,  t.  XX  (1905),  pp.  97-135,  377]. 

f ff )  Sulla  funzione  »*"''  di  Green  per  la  sfera  [Giornale  di  Matematiche  di  Battaglini,  voL  XLII 
(1904),  pp.  292-2961. 
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forma  breve  e  chiara  le  costanti  che  figurano  nella  funzione  G^,  non  interamente  de- 
terminata dal  Prof.  Marcolongo  nel  suo  primo  lavoro. 

Noi  faremo  qui  vedere  un  metodo,  per  determinare  la  funzione  m*"*  di  Green  per 
una  sfera  di  p  dimensioni  con  un  procedimento,  che  è  un'estensione  dei  metodi  del 
Prof.  Marcolongo  e  del  Dr.  Orlando. 

I.  Funzione  nT"  di  Green  per  una  sfera  di  p  dimensioni,  —  Espressione  di  questa 
funzione,  —  Senza  premettere  i  noti  concetti  relativi  alle  funzioni  w"*  di  Green  ed  al 
loro  ufficio  nella  risoluzione  dell'equazione  A^*"  =  o,  vogliamo  esporre  il  procedimento 
indicato,  che  ci  condurrà  a  determinare  una  funzione  G  che,  in  una  sfera  S  di  p 
dimensioni,  sodisfa,  regolarmente,  all'equazione: 

Per  calcolare  questa  funzione  è  necessario  distinguere  due  casi: 

1°)  />  impari  arbitrario,  o  p  pari  >  2m, 

2°)  p  pari  e  ^  2  m. 

Nel  1°  caso  si  hanno  sul  contorno  <t  del  campo  5  le  condizioni: 


e  nel  2°  le  altre: 


(3) 


G.,,  =  r'-Mog-f. 


^-G,,_^f--l°gf) 


dn'  dn' 

(*  =  I,  2,  . . .  m  —  i), 
dove,  al  solito,  r  è  la  distanza  di  un  punto  fisso  arbitrario  A  del  campo  S  da  un  punto 
mobile  Af ,  e  j-  rappresenta  la  derivata,  secondo  la  normale,  rivolta  verso  l'interno  di  S. 

Diciamo  R  il  raggio  della  sfera  di  p  dimensioni,  nel  cui  centro  0  è  posta  l'origine 
degli  assi,  p  la  distanza  del  punto  M  dal  centro,  ed  r'  la  distanza  del  punto  A  dall'im- 
magine M'  di  M,  Poniamo  allora: 

essendo  r,  funzione  delle  coordinate  ài  A  *)j  e  consideriamo  le  funzioni: 

r    r,  (v  =  o,  I,  2,  ...  m  — i), 

dove  è 

2t/-f-2tt;  —  I  =2m  —  p. 

Si  dimostra  facilmente,  adoperando  il  procedimento  d'induzione,  che  essa  è  m-armonica 
nell'interno  della  sfera  di  p  dimensioni;  allora,  nel  caso  di  p  dispari  arbitrario,  o  pari 
>  2w,  poniamo,  per  risolvere  il  problema: 

(4)  c;^,  =  2«,»1-^''*v'-» 


*)  Marcolongo,  Teoria  maUmaOca  ddPequiUbrh  id  curfi  éhsiM  OBkoa,  1904),  cap.  I,  $  io, 
pag.  31. 
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e  nd  caso  di  p  pari  ^  21»,  posto  p  =  2(t,  consideriamo  la  fufmcme: 

^  I        »—i 
e  calcoliamo  i  coefficienti  costanti  a^  ed  a\  che  figurano  in  queste  due   esspéesàoEà^  k 
modo  da  sodisfare,  rispettivamente,  alle  conditemi  (2)  e  (3). 

Volendo  calcolare  i  còeflkienti  a.  della  funzi<Mie  (4)  notiamo  che  la  condizioiie  al 
contorno: 

à  può  mettere  sotto  la  forma: 

e  mostriamo  come  questa  si  converta  facilmente  ndl'ahra: 

d*(G  .  — r*""') 

(2")  "^^ ^  =  0  (*=I.  3.....-.-IX 

dove  il  simbolo  di  derivazione  d  vak  a  denotare  che  qui  deriviamo  rispetto  a  r, ,  sob 
in  quanto  figura  esplicitamente  (in  G^^. 

Applichiamo  perciò  il  noto  procedimento  d'induzione.  Chiamiamo  <>(f,  r,}  la  fun- 
zione G^p  —  r**^^  omogenea  in  r,  r ,  ;  vogliamo  dimostrare  che  la  condizione  -j-  =  0 

equivale  all'altra  :  3 —  =  o.  Siano  (t^  ,  a^ ,  . . .  ,  d       gli  archi  di  cerchi  massimi,  fra  di 

loro  ortogonali,  che,  passando  per  il  punto  nel  quale  consideriamo  la  normale  n,  com- 
piono il  sistema  di  coordinate  curvilinee  al  quale  ci  riferiamo.  Risulta  chiara  la  relazione: 

d^         d^  d^  â^ 

^  ^  dr^         dn        '    dd,    *    '    dd^    ^    '  ' 

d^ 

dove  X,  X^ ,  \^  ...  sono  costanti  e  -j —  denota  la  derivata  totale  di  4>  rispetto  ad  r^ , 

cioè  vale  la  formula: 
.  d^  d^     ^^  d^  dr 

dove  si  deriva  r  rispetto  a  r,  in  conformità  della  relazione  subilita  in  principio. 

Poiché  nel  nostro  caso  è  0  =  o  sopra  tutto  il  contomo,  la  (6)  mostra  che,  se  è 

d^  d^ 

nulla  -7—  è  anche  nulla  -7—;  dunque,  sul  contorno,  vale  l'equazione  ottenuta  dalla  (7): 

Chiamando  con  q  il  grado  di  «I»,  l'omogeneità  di  0(r,  r,)  ci  permette  di  scrivere  la 
relazione 
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che  ci  dà,  sul  contorno: 

(7")  o  =  ''.3^H-'' 


df.  ^     dr  • 

dr. 


Le  equazioni  (7')  e  (7")j  ^^U^  ^^^^  ^  determinante  r  —  r^-T —  non  è  identicamente 


nullo,  mostrano  che  sul  contorno  vale  la  -^r —  :=  o  e  la 

or 

(8)  |Ì  =  o. 

Supponiamo  allora  di  aver  dimostrato  che  la  condizione  — r —  =  o  si  può   sostituire 

sul  contorno,  con  l'altra  — 73-  =  o  e  che  ciò  avvenga   anche  per  tutti  i  valori   più 

dr\  * 

bassi  dell'indice  di  derivazione. 

Ponendo  nella  (6)  al  posto  di  0  la  funzione  omogenea  — - —  e  supposte  nulle, 

al  contorno,  la  derivata  normale  di  ^  fino  alla  (k  —  i)"*,  otteniamo,  nel  2^  membro, 

insieme  con  termini  che  son  nulli  al  contorno,  la  quantità  a  — --  (in  cui  a  è  un  coef- 

dn 

ficiente  numerico)  perchè  le  derivate  fatte  rispetto  ad  r,,  nel  sistema  di  coordinate 
ortogonali  considerato,  danno  derivate  di  indice  uguale  od  inferiore  rispetto  alla  nor- 
male «.  Abbiamo  allora  nel  i^  membro  la  quantità 

d    /d*--'4>\ 

e  quindi  sarà: 

perciò  dalla  formula: 

^^^  dr,  \dr'r)  ~  dr\  "^  of  VorJ- j  dr,  ' 

analoga  alla  (7),  otteniamo: 

,  ,.  a'4»    ,     d   /d'-'4»\  dr 

^'^  °=ä;f +§-457^)777' 

ma,  per  l'omogeneità  di  — 7 —  e  per  la  condizione  già  ammessa  precedentemente,  si  ha  : 

(9)  o  =  r  — +  r^(— j^. 

Dalle  equazioni  (9')  e  (9")  segue  che  la  condizione  al  contomo  — j-  =0  vale  insieme 

con  l'altra  — -  =  o  e  con  quelle  già  ammesse.  Conchiudendo  possiamo  dire,  che  le 
dnr 


iji  VttttMA   aOIMTILI. 


condiâoni  al  contomo: 
sono  sostituibili  con  le  ^tre: 

♦  =  o.    ^=0,    ...,   —  =  0 

e  risulta  quindi  dimostrato  come  alla  condizione  (2)  o  (2')  al  contiCHHO^  posiamo  so- 
stituire la  (2"). 

Ma  avevamo  scritto  precedentmente  la  formula: 

(4)  G^,  =  Ì«iC-'^'"V*-' 

e  se  fonniamo  la  — -^,  otteniamo  l'espressione: 

ori       i«i 
die  sul  contomo  A  riduce  alTakra: 

^  ^  ^'  "'  a»G 

e  riandando  che,  come  iMiamo  dimostrato^  vale  su  «  la  relazione  :  -^'^  =  o  ot- 

drf 

teniamo,  dalla  formula  precedente  l'altra: 

m 

(io)    ^a^(^2m  —  2i--p'\-2)(^2m  —  2i—p'\-i)..,{2m  —  2t— /)  — Ä-f-3)  =  o, 

che  ci  fornisce  la  (Jk  +  i)"*  equazione  del  sistema  che  dovrà  determinare  i  coefficienti 
a.  della  funzione  G. . . 

Quest'ultima  relazione  vale  intanto  per  ik  >  o,  perchè,  per  jk  =  o,  la  condizione  al 
contorno  : 

dà  l'equazione  tra  i  coeflScienti: 

(io')  ^.  +  ^a  + h  ^«.  =  I  ; 

quindi,  per  determinare  le  m  quantità  a^^  a^^  . . .  a^  à  hz  û  sistema  di  equazioni  : 

^,+^aH f-^«.=i 

(^2m~px-K2nt—p—2X+  -  -K— /H-2K=o 
(II)  l  (2^— /^X^^— />— 0^.4^2^— />— 2X2w-^-3X+---4<— Z^+^x— />+iK=o 

{2fn—p\2fn—p — i)...[2m— p — (w— 2)]flj-}-{2m— ^ — 2\2m—p — 3)... 

...[2m-/>-2-(m-2)K+ ...  +(_/,-|.2X-H-i)...[-/)+2-<m— 2)K=o 
e  ciò  nel  caso  di  p  impari  arbitrario,  o  p  pari  >  2m. 

Calcoliamo  ora  il  sistema  di  equazioni  che  ci  determinerà  gli  m  coefficienti  a\  che 
figurano  nella  funzione  (5). 
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Poniamo  per  semplicità  nella  6^,^^: 
(12)  r^,.,=  l<r^r''-"*'r"-'; 

immX 

avremo  : 

(5')  G.,,  =  r-"'log^  +  r„,,, 

I 

e  ricordiamo  che  al  contorno  deve  essere  verificata  la  relazione: 

dn'  dn' 

che,  tenendo  presente  la  (5')  si  muta  facilmente  nell'altra: 

^»r  d'(r— 'logli-) 

^^^  dn'  dn' 

pure  al  contorno.  Ma,  ripetendo  un  ragionamento  già  fatto  nel  caso  precedente,  è  chiaro 

come  questa  condizione  si  possa  convertire,  sempre  su  (7,  nell'altra: 


d'r, 


(3")  —^  =  -^———L-L  (*  =  .,..., ,„-.). 

Òr*  dr 


Se  ora  consideriamo  l'espressione  (12)  e  formiamo  la   "--—^  si  ottiene: 

_j::^=ya;(2m— 2(iL— 2J+2X2m-2(iL— 2i+i)..<2m— 2(iL— 2j-jk+3>r^ 

dr*        ili 
e  poiché  è 

d*(f^'^'Mog-^) 

^      ^,       "  =  (-  x)(-  2)  . . .  (-  fc  +  i)r7V--^ 
or] 

ricordando  che  per  la  (3")  i  primi  membri  di  queste  due  ultime  relazioni  sono  uguali 
su  (x,  avremo  ancora  l'equazione: 

(J3^  \Z^i(2^  — ^f^  — ^^+2)(2^  — ^1^  — 2^  +  0---(2w  — 2(^— 2i  — i  +  j) 

i  =(-l)(-2)...(-t+l), 

che  ci  rappresenta  la  (Jk  -j-  i)"*  equazione  del  sistema  che  dovrà  determinare  i   coeffi- 
cienti a\  della  funzione  G      . 

Ma  questa  equazione  vale  per  i>i,  come  è  evidente;  per  A  =  o  dalla  condizione 
al  contorno: 

r       =  f ''"-'»'  log  -^ 

ricaviamo  la  relazione: 

^',  +  <+•••+<*!.  =  o» 

che  ci  fornisce  la  prima  equazione  tra  i  coefficienti  a.  della  G^^^^. 


riBRXItA    aUINTILL. 


Per  i  =  I  dall'altra  condizione  al  contorno  : 


ôr.,^ 


>(r-^*^log-^) 


(h) 


à  ottiene  l'espressione 

^aj(2m  — 2(t  —  2ì  +  2)=i, 

che  d  rappresenta  la  seconda  rdazione  tra  i  coefficienti. 

Quindi  il  sistema  che  determina  le  m  costanti  in',,  a[,  ...  d"^  è  ü  s^aeom: 

(2m— 2ft)aJ-f^2m— 2(1— 2X+  •••  "K— ^+^Xi=ï 
(2m — 2ptX2m— 2fi — iX-K^^'^^^^f* — 2X21»— 2fA — 3X+  '•• 

(zm—ziiXim — 2(1 — iX^^** — 2(1 — 2)aJ 

'^2m^2iL—2X2m—2iL—$")(2m — ^ — ^4Xa+- 

•..  +(_2,.+2X-2(l+lX-2(lK=(— iX-ì) 

(2m— 2(l)...[2W — 2(1— {W — 2)]Ä,'-|-{2m— 2(1^— 2)...[2m— 2(1— 2— (m — 2)]a^-f- 
...+(-2(l+2)...[-2(l+2-(m^2)K=(-lX-2>-[— (^«-2)1 

e  dò  nd  caso  di  p  pari  =  2  (i  e  ^  21». 

In  complesso,  la  (h  -f-  i)"**  equazione  può  scriversi  sotto  la  forma  : 

(15)    X^.(^^— /'-2**  +  2)(2m-/>  — 2t  +  i)...(2m— /)  — 2i  — *  +  3)  =  e,, 

dove  è 

e^  =  o    per  p  impari  arbitrario  oppure  p^  im  Ä  >  o 


< 


ed 


=  1      »     »       »  »  »  »  jk  =  o 

=  ( —  i)( —  2)  . . .  ( —  A  -|-  i)    per  p  pari  mz,  p  ^im     Jfe>i 
=  1  »     »     »      »  »  t  =  I 

=0  »»»»»fc=o 


A.  =  fl .     nd  caso  di  p  impari  arbitrario  o  pari    >  2  w 
A^  =  a!     »       »      »  p  pari    ^  2  m. 

2.  Risoluzione  del  sistema  di  equazioni  cite  determinano  i  coefficienti,  —  Per  risolvere 
i  sistemi  di  equazioni  (11)  e  (14)  del  n^  precedente,  che  determinano  i  coefficienti 
a-  ed  a',  delle  due  funzioni  G„ .  e  G^ ,., ,  cominciamo  col  calcolare  il  determinante  D 

t  1  '"^P  911^21»   ' 

dei  coefficienti  che,  come  vediamo,  ha  in  ambedue  i  sistemi,  la  stessa  espressione.  Si  ha: 
I  I  ...  I 

Ì2m-p)  (2m-p-2)  .  .  .         (-/'+2) 

(2m-/)X2m— /.-i)    (2m-/)-2X2m-/»— 3)    •  •  •    {-p+^X—p-^i) 


(I)    D  = 
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Questo  determinante,  come  osserva  il  Dr.  Orlando  nella  Nota  citata  *),  equivale 
all'altro  : 


D  = 


I  I  ...  I 

{ini—p)  (2m-/)-2)       ...  {—p  +  2) 

{im^py     (2m-/)-2y    . .  .  (-/>  +  2y 


!  (2m  —py-'  {itn  —  p  —  2)""'  ...(—/>  +  2y-' 

che,  come  sappiamo,  è  uguale  al  prodotto  di  tutte  le  differenze  che  si  formano,  to- 
gliendo dagli  elementi  a.  d'indice  maggiore,  quelli  d'indice  minore,  ed  avremo,  con  cal- 
coli semplicissimi  : 

m(m— X)     m(m—\) 

0')  D  =  {—  i)~~~2""^i!2!  ...  (m  — 2)!(m  —  i)! 

Per  l'osservazione  fatta  relativamente  all'espressione  Z),  data  dalla  (i),  possiamo 
scrivere  senz'altro  il  determinante  D-,  che  figura  come  numeratore  della  quantità  co- 
stante a^,  sotto  la  forma: 

£),.=(— iy"^'(2m— j))(2W— j)  — 2)...(2W— /)  — 2t  +  4)(2m— /?  — 2Ì)...(— /)  +  2)X 

I  ...  I  I  ...         I 

{2m—p)      ...(2m— /)  — 21  +  4)  (2m—p  —  2i)      ...(—/)  + 2) 

X     (Ì2m—py     ...(2m-/>  — 2i  +  4y         (^2m—p  —  2iy     ...(— p-|-2y 

(2m  -/))'"-^ . . .  (2m  — /)  ~  21  +  4)'"-^     (2w  —p  —  2iy^'  ...(—/>  +  2y- 
che  si  riduce  faciknente  all'altra  : 

m(m— i)     m(m— x) 


(2) 


^D;=(— i)  '     2     '    (2m— /))(2m— /.  — 2)...(2m— /)  — 2Ì  +  4)X 


Quindi,  per  p  impari    arbitrario,  o  pari  >  2  w/,  la  quantità  a.  =  -^y    è    espressa 

dalla  relazione  : 

,v«.     (2m  — j?)(2m--j>  — 2)  ...  (~j?  +  2) 


(3) 


a.  _  (      i)-"*  ^^_,  ^^  _  ^.^  j  ^.  _  ^^  j ^^  ^  _  p  _  2  X  -f.  2) 


ed  abbiamo  dunque  per  G^.  la  formula: 

/^  A     r;      —  fV—  tV^^    (2m  — /?)(2w— j?~  2)  ..  .(—/>  + 2)    ^»m-2>-r.2  ..-a 
W;     ^,H,^  — A^      ^v'       2'"-^(m  — 0!(t— i)r(2m— /)--2Ì-|-2)    '  ' 

che  ci  rappresenu  I'm"*  funzione  di  Green    per  una  sfera   di  p   dimensioni,   quando 
sia  p  impari  arbitrario  o  pari  >  2m, 

Per  />  =  3  Otteniamo  la  nota  funzione  di  Green  di  grado  m,  per  la   sfera  dello 


*)  Sulla  funzione  n*"*  di  Green  per  la  sfera. 

Rimi»  Gre  Mmitm,  PmUnm0,  t.  XXJI  (1906),  — Sumpato  il  18  agosto  1906. 


aSi 


riiftiitA  avmTtLL 


spaao  ordinario: 

r     —frr     ,\<^^»^i         (^^  ~  3)(^^  —  5)  -  -  '  ,.«t-*i->i^«<^ 

che  può  porsi  facilmente  sotto  la  forma: 

W  ^«,,-2.^     U         2*-»(m— 2)!(m— i)!(i— i)l[a(«i— 0— i]"^ 
dau  dal  Dr.  Orlando  nel  citato  lavoro. 

G>nsideriamo  ora  il  2®  caso  e  calcoliamo  il  determinante  U^^  nmneratxne  dd 
quantità  costante  «!,  che  figura  ndUa  fìmaone  (5)  dd  n®  precedente;  questo  determiiian 
avrà  Tespressione: 

X  •••  I  O       —  I 

(am— a^)  ...  (am — ^2(t — 2t-|-4)  i     ...  ( — 2fi-f-2 

(2m— 2(tX2m^— 2(t— i) ...  (2m— 2ft— 2i+4X^''*~2f* — ^*+3)     ( — ^)  —  ( — ^4"^X~2 


Per  trovare  il  suo  vabre,  considero  l'altro 
I  ...  I 


m>- 


«.(«.—0 

«.(«-lX«-2) 


"i-t 


O 

I 

«,_.(«.--ïX«.--2)  Ç(Ç-0 


I 


dove  nel  caso  nostro  è 

a.  =  2(m  — (1  — i+i). 

Se  moltiplico  quest'ultimo  determinante  per  i  ottengo  : 

f(0=(5+oö;(0 

I  ...  I  o  .  . 

«.(«.-0    •••     «<_.(C-o        a+i)^^    •• 


che  posso  anche  scrìvere  sotto  la  forma: 


Ma  è  nota  la  relazione  : 


-i-i 


o 

(5  +  ly 


Ci'  (5  +  0""'  «rr 


/^•(-  0 = [m)]^.,  =£iTT = ('51 L 


DETERMINAZIONE  DELLA   FUNZIONE   m™*  DI   GREEN  PER  UN   CAMPO   SFERICO   DI  p  DIMENSIONI.    283 


e  giacché  le  derivate  dei  termini  della  colonna  i"*  sono  date  da 

o,  I,  2(Ç  +  I),  3(5  +  ly,  . . . ,  (m  -  i)(Ç  +  i)-S 
che,  per  $  =  —  i,  valgono  tutte  zero,  all'infuori  della  seconda  che  è  uguale  a  i,  ottengo  : 


m- 1)  = 


= (-  0' 


I 

I 

0 

I 

I 

«. 

«.- 

I 

«.+, 

«« 

< 

«L. 

0 

«L. 

< 

«7- 

«r.' 

0 

C-' 

«r" 

I 

.  .  I 

I          .    . 

.  I 

<    • 

«L.  .  . 

•  < 

«1    • 

•  •  «L. 

• 

<.  •  • 

■  < 

•  •  ■  • 

Se  in  quest'ultimo  determinante  una  delle  a,  per  es.  a^,  va  allo  zero,  otteniamo  : 

D-(-  0  =  C-  0'"'*'  «  •  •  •  <.<•  •  •  •  <-.<.  •  •  •  <  X 


I 

.  I 

I 

. .  I 

I 

• 

I 

«.    ■ 

•  V, 

«.>.  • 

•  •  *.-. 

«.+. 

• 

«« 

< 

•<. 

«L.  • 

•  •  <, 

e 

• 

< 

a^-'. 

•  «t;' 

«r:;'- 

■ .  «r.' 

e-.' 

• 

«r 

è 
quando 


X 


Nel  nostro  caso,  in  cui  è 

/)  =  2n^2m    e    a^  =  2(m  —  [t  —  •»  +  !)> 


e  l'espressione  precedente,  se  sostituiamo  al  posto  delle  a.  i  loro  valori,   si   riduce   al- 
l'altra :  ^^^^^  ^ 

I  ...  I  I  ...  II  ...         I 

(m-(A)      ...(m— (A— 1+2)         (m— (A-0       ...  i     (—1)      ...(— (t  +  i) 
X(m-(.)'     ...(m-(ii-t  +  2y        (m-iii-O'     ...  i     (-1)'  •  ...(-f*  +  iy 

(m_^)— 3..,(m  — n— i  +  2)"-»    (m  — ft— »■)"-'...  I     (— 0""' ...(—(*+ 0""' 
Ma  il  determinante  che  figura  come  fattore  nel  secondo  membro  è  del  tipo  di 
quelli  già  considerati  precedentemente,  e  quindi,  con  calcoli  molto  sepiplici,  otteniamo 
per  DJ  l'espressione: 

(m-i)l  (m-(t)l(|x-i)l 


H-IW— IM 1 I  1  2  1 

(7)   i);  =  (-i)    "^    '    2    ' 


(m  —  t)!(i  —  i)!        m  —  (A  —  «  +  i 


ftBftillA  aVtVTIl.1. 


Ë  chiaro  dunque  come  fer  iz^m  —  p-f"'  ^  quantità  ^  =  ^w  & 
rdazbne: 


(8) 


<  =  (-!)' 


(*»— rttfr-Qt 


(»  —  «)!(«  —  1)1 2(JI.  —  ^  _  I  -f-  1)  • 

Calcoliamo  ora  il  cocflkaeme  <^,  ,,,  di  r*""^  odk  fimaooe  G^^. 

"  r*'  ••1' 

Per  osservaäoni  g^  fane,  vediamo  saHto  come  il  éetemâiMine  J9^ 
£KÌimenie  al  tipo: 

I  I  ...I  Ol  ...I 


„,airid 


^^.= 


Ma  essendo 
ricaviamo: 


«r-i  o  «— ' 


0>) 


IX 


[2(«-ii)r    [2(m^-i^i)y  ...2'    [2(-i)y    [2(-2)r  -4:<--H-ï) 
[2(«-,t)]'    LâC^-f^O?   -2*    W-0?     [2(-2)3'  ..4:a(— H-i) 


Per  calcolare  questo  determinante,  consideriamo  l'altro: 


(IO) 

Ê  evidente  che,  se  poniamo: 


K  = 


K'  = 


I 

1     . 

.    .    I 

K 

K- 

..K 

K 

H- 

..\l 

K 

K- 

.  .x; 

I 

I      . 

•    .    I 

\ 

\- 

..\ 

K 

K- 

..x; 

K 

K- 

..  x; 

'Ìq-O 


si  Ottiene  la  relazione: 

--(4f). 

e  quindi,  molto  semplicemente,  la  formula: 

che  possiamo  ora  applicare,  nd  nostro  caso,  al  determinante  D'^ 


(r> 
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Si  ha  dunque,  eseguendo  calcoli  facilissimi,  la  relazione: 

(m— i)(tii— a)     m(m— i) 


dove  con  1'  s'intende  che  la  sommatoria  va  fatta  escludendo  il  valore  i=::m  —  {^-  +  i. 


Ma  essendo  a'    .,^.  =     *" J*"^' ,  otteniamo  subito: 


am— 2|fc— 2»-l-2^2»— 3 


(^ ^)  ''--«*-»  "=  ~  Ç,' 2(m-(iL  — ì+i) • 

Noti  cosi  i  coefficienti  a\y  per  la  funzione  G^^^^  avremo  l'espressione: 

(  G      — r^^-'^^lo^—  4-  y  Y—  I Y^''^ (m— [^).((a— i). 

\  é\2(m-(^— i+i)' 

che  ci  rappresenta  I'm"*  funzione  di  Green  per  una  sfera  di  p  dimensioni,  supposto 
p  =1  2\L  t  ^2in. 

Per  pt.  =  I  otteniamo  la  nota  funzione  di  Green  di  grado  m  per  il  cerchio: 

T  m=ii  (m iM  -2«-a.    ai-a 

^m,a-^        ^og^Ì-2-<.      ^;         {m  —  ty.{i  —  i)\2{m  —  i)  £2(^-0 

a  cui  possiamo  dare  la  forma  : 

(15)  G^,  =  f^^--^uog— +  y(-ir--M'^     iV^-^-y-? — ^• 

^  £t  \I—  I/2(w  —  t)  .672(^1  — f) 

Determinate  dunque,  rispettivamente,  le  due  funzioni  (4)  e  (14)  sarà  risoluto  il 
problema  dell'integrazione  dell'equazione  : 
(i)  A*-  tt  =  F 

in  un  campo  sferico  di  p  dimensioni  (se  p  indica  un  numero  intero  >  i)  mediante 
le  formule: 

|_A''--''(r''-'''log-f-G..^)^A''«]d«-^(r'"-'%g-i--G„,,,)A'"«^ 

dove  h  e  ife^^^jj^  sono  costanti  dipendenti  dal  numero  di  dimensioni.  Determinata  dunque, 
come  abbiamo  fatto,  la  funzione  generale  di  Green,  noi  potremmo,  estendendo  un  noto 
procedimento  *),  costruire  una  formula  che,  per  le  funzioni  poliarmoniche  in  una  sfera 


*)  Margolongo,  Teoria  maUmaiica  deirequilibrio  dei  corpi  elastici  (Milano,  1904),  pp.  35  e  36. 
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ài-p  dimensbni,  avesse  l'ufficio  che,  per  le  fuozioiii  biarmonicbey  ha  nel  cerchio  la» 
goente: 

/     ,_.R'-p"    I     rdu y  — p" , 

)  4-  ^     fu   (^'-P"K^-P'«»(^-'9Lja 

(  +I^7/ä'[ä'  -^r-  2iìp'cos(0  -  O')]-^' 

data  dal  Prof.  Lauricella  *).  Ciò  mostrerebbe  la  coincidenza  dei  risultati,  ottenuti  d 
metodo  del  prof.  Volterra  esteso  dall'Ing.  Almansi,  con  quelli  contenuti  ndi  prcseok 
lavoro,  ma  i  calcoli,  destinati  a  verificare  la  coincidenza  di  questi  risultati,  sard)bero,m 
generale,  lunghi  e  penosi. 

Roma,  maggio  190& 

Pierina  Quintili. 


•)  Loco  citato. 
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SOPRA  LE  SESTIGHE  GOBBE  DOTATE  DI  INFINITI  PIANI  TRITANGENTL 
Nota  di  Edgardo  Ciani  (Genova). 


Adunanza  del  aa  luglio  1906. 


1.  Una  sestica  gobba  generica  possiede  un  numero  finito  di  piani  tritangenti.  Però 
si  conoscono  esempi  di  sestiche,  che  pure  essendo  irriduttibili,  ne  posseggono  un  nu- 
mero infinito.  Il  caso  più  ovvio  è  fornito  dalla  curva  d'intersezione  di  un  cono  qua- 
drico  con  una  superficie  cubica  non  passante  per  il  vertice  del  cono.  Evidentemente 
ogni  piano  tangente  al  cono  è  tritangente  alla  curva.  Un  esempio  più  interessante  si 
presenta  nello  studio  della  configurazione  del  pentaedro.  È  noto  infatti  che  esistono  due 
sestiche  razionali  irriduttibili  invarianti  rispetto  al  sottogruppo  alterno  delle  collinea- 
zioni  che  trasformano  il  pentaedro  in  sé  stesso  e  ognuna  di  queste  sestiche  possiede 
come  si  sa  infiniti  piani  tritangenti  *).  Queste  due  curve  costituiscono,  dal  punto  di 
vista  proiettivo,  una  sola  specie  che  noi,  per  brevità,  indicheremo  col  nome  di  sestica 
del  pentaedro.  Ebbene,  altri  esempì  di  sestiche  con  infiniti  piani  tritangenti  non  si  co- 
noscono. Sorge  quindi  spontanea  la  questione  di  esaminare  se  altri  esempi  possano  esi- 
stere. Chi  scrive  presume  di  risolvere  negativamente  tale  questione  mediante  le  con- 
siderazioni seguenti. 

2.  Abbiasi  dunque  una  sestica  Q  irriduttibile  dotata  di  infiniti  piani  tritangenti. 
Escludiamo  per  ipotesi  il  caso  ovvio  in  cui  essa  esista  su  di  un  cono  quadrico.  Ci  pro- 
poniamo di  dimostrare  che  la  Q  deve  essere  la  sestica  del  pentaedro. 

Faremo  la  dimostrazione  per  gradi. 

Anzitutto  è  manifesto  che  i  piani  tritangenti  in  questione  non  possono  costituire 
una  doppia  infinità,  altrimenti  per  un  punto  generico  dello  spazio  ne  passerebbe  una 
semplice  infinità  :  una  proiezione  piana  della  Q  da  quel  punto  ammetterebbe  oo*  tri- 
tangenti.  Dunque  la  infinità  dei  piani  triungenti  supposti  sarà  semplice,  cioè  essi  costi- 
tuiranno una  sviluppabile  che  indicheremo  con  S.  Questa  sviluppabile  non  può  essere 
evidentemente  di  i*  classe  e  per  ipotesi  non  è  di  seconda.  Vedremo  in  seguito  (n°  3) 
che  deve  essere  di  sesta.  È  anche  manifesto  che  le  generatrici  di   S  debbono   necessa- 


*)  Gir.  la  mia  memoria:    Sopra  la   configuras^iofu   del  pentaedro    [questi   Rendiconti,   tomo   XXI 
(1906),  pp.  322.341]. 
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riamente  essere  trìsecanti  di  Q  per  cui  si  potrà  dire  che  deve  esistere  una  rigata  di 
trisecanti  che  è  sviluppabile:  è  la  sviluppabile  trìtangente  S.  Ma  ancora  non  si  può  af- 
fermare che  questa  sviluppabile  esaurisca  per  intiero  la  rigata  delle  trìsecanti.  Però  an- 
che questo  resulterà  in  seguito  (n^  4).  Segue  intanto  che  la  Q  non  può  esistere  su 
di  una  quadrica  altrimenti  quest'ultima,  contenendo  le  trìsecanti,  sarebbe  un  cono  0 
che  è  contro  l'ipotesi.  Cosi  anche  il  fatto  accertato  che  i  tre  punti  di  contatto  di  on 
piano  trìtangente  devono  essere  in  linea  retta,  esclude  che  tutte  le  tangenti  di  Q  skoo 
delle  tangenti-secanti  (dato  anche  che  possano  esistere  delle  sestiche  sghembe  irrìdutd- 
bili  con  infinite  tangenti-secanti). 

3.  L'ultima  osservazione  ci  dice  che  ninna  delle  trisecanti  di  Q  tirate  da  un  suo 
punto  generico  P,  sarà  tangente  a  Q  e  quindi  la  proiezione  piana  di  C^  fatta  da  ?. 
sarà  una  curva  di  5^  ordine  che  avrà  tanti  tacnodi  quante  sono  le  generatrici  di  S 
passanti  per  P,  od  altrimenti  quanti  sono  i  piani  trìtangenti  passanti  per  P.  E  siccome 
il  numero  massimo  di  tali  tacnodi  è  tre,  cosi  ne  segue  che  tre  è  il  numero  massimo 
di  piani  trìtangenti  che  si  possono  tirare  da  P.  Vogliamo  dimostrare  che  questi  piani 
trìtangenti  sono  proprìo  tre.  A  tal  fine  si  osservi,  anzitutto,  che  ninno  dei  suddetti  piam 
può  essere  osculatore  in  P  a  Q ,  altrìmenti  un  tale  piano  sarebbe  stazionario  in  P,  e  P 
non  sarebbe  più  punto  generìco  di  Q.  Ciò  premesso,  si  può  dire  che  ciascuno  àé 
piani  in  parola  non  può  contare  per  più  di  due,  perchè  se  contasse  per  tre,  o  per 
più  di  tre  esso  sarebbe  osculatore  in  P  a  Q.  Sono  dunque  da  esaminare  i  2  ca^  se* 
guenti  :  per  il  punto  P  passa  un  solo  piano  di  5,  ovvero  ne  passano  due  distinti.  D  i" 
caso  è  da  escludere  subito  perchè  il  piano  in  parola  contando  al  più  per  due,  la  classe 
di  S  sarebbe  uno,  o  due.  Nel  2°  caso  la  Q  è  linea  multipla  per  S  e  quindi  la  classe 
di  5  è  almeno  4,  ma  non  può  essere  maggiore  di  4,  perchè  ciascuno  dei  due  piani 
tritangenti  che  passano  per  5  conta  al  massimo  per  due:  inoltre  Q  è  linea  doppia 
per  S.  Per  accertare  la  impossibilità  di  questo,  basta  osservare  dualmente  che  una  s\'i- 
luppabile  irriduttibile  di  6^  classe  non  può  mai  far  parte  della  sviluppabile  bitangenie 
di  una  curva  gobba  di  4°  ordine.  Dunque  effettivamente  per  P  passano  tre  piani  tritan- 
genti distinti  e  non  più.  Segue  che  la  proiezione  di  Q,  da  P  e  del  5°  ordine  e  possiede 
tre  tacnodi,  ossia  è  razionale:  quindi  anche  Q  e  razionale.  Ix  sei  trisecanti  che  pas- 
sano per  un  punto  generico  di  una  sestica  razionale  generica  si  riducono  nel  caso  at- 
tuale a  tre  sole  distinte:  in  altre  parole  esse  sono  a  due  a  due  infinitamente  vicine  e 
costituiscono  le  tre  generatrici  dì  S  che  passano  per  ogni  punto  di  Q.  Di  qui  si  trae 
anche  che  5  è  di  sesta  classe.  Infatti  per  determinare  la  classe  di  S  basta  enumerare  i 
piani  di  S  passanti  per  un  punto  dello  spazio,  osservando  che  se  il  punto  è  sopra  S  li 
piano  di  S  che  \ì  passa  deve  esser  contato  almeno  due  volte  nella  enumerazione  sud- 
detta. Ora  i  ragionamenti  precedenti  provano  che  Q  è  linea  tripla  per  S,  quindi  cia- 
scuno dei  tre  piani  che  passano  per  P,  punto  generico  di  Q,  deve  esser  contato  al- 
meno due  volte,  ma  ninno  di  essi  può  contarsi  più  di  due  volte,  altrimenti  Q  farebbe 
parte  dello  spigolo  di  regresso  di  S,  ciò  che  abbiamo  già  osservato  essere  impossibile. 

4.  Le  considerazioni  del  n°  precedente  servono  anche  ad  escludere  che  la  Q  pos- 
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segga  dei  punti  multipli.  Infatti  sia  M  un  punto  doppio  di  Q  e  P  il  solito  punto  ge- 
nerico della  stessa  curva.  Il  cono  che  da  M  proietta  Q  è  costituito  da  trisecanri  e  non 
da  quadrisecanti  altrimenti  tale  cono  è  quadrico  contro  l'ipotesi.  Quindi  la  generatrice 
MP  non  incontra  ulteriormente  Q .  Inoltre  il  piano  individuato  da  M  e  dalla  tangente 
a  Q  in  P,  non  può  toccare  altrove  Q  se  no  la  proiezione  di  Q  da  M  avrebbe  infi- 
nite bitangenti  e  d'altra  parte  il  medesimo  piano  non  può  essere  stazionario  in  P  per- 
chè P  è  generico.  Affinchè  dunque  tale  piano  riuscisse  tritangente  a  Q  bisognerebbe 
che  M  assorbisse  4  punti  d'intersezione  e  quindi  che  I4  tangente  in  P,  si  appoggiasse 
alle  tangenti  nodali  se  M  fosse  un  nodo,  alla  tangente  cuspidale  se  M  fosse  una  cu- 
spide, ipotesi  tutte  da  scartarsi  perchè,  al  solito,  P  è  generico.  In  conclusione  la  retta 
PM  deve  riguardarsi  come  trisecante  ma  non  come  generatrice  di  S.  Ebbene  i  ragio- 
namenti del  n°  precedente  dimostrano  che  per  P  passano  tre  generatrici  distinte  di  5, 
ora  abbiamo  veduto  che  ninna  di  queste  generatrici  può  essere  costituita  dalla  PM^ 
quindi  la  proiezione  di  Q  da  P,  oltre  i  tre  tacnodi  provenienti  dalle  generatrici  in  pa- 
rola avrà  anche  un  punto  doppio  proveniente  dalla  PM.  Questo  è  manifestamente  im- 
possibile. 

Il  ragionamento  si  applica  anche  al  caso  in  cui  M  sia  triplo.  Se  poi  M  fosse  qua- 
druplo, la  Q  esisterebbe  su  di  un  cono  quadrico:  il  cono  che  la  proietta  da  M. 

Le  considerazioni  di  questi  due  n'  provano  anche  che  la  sviluppabile  tritangente  S 
deve  esaurire  per  intiero  la  rigata  delle  trisecanti. 

5.  Essendo  Q  razionale  e  senza  punti  multipli  noi  conosciamo  i  seguenti  numeri 
di  Cayley:  m  =  6,  H  =  ^  =  o^  /7  =  io.  Vogliamo  dimostrare  che  è  y  z=  iS,  Infatti 
si  osservi  che  nel  piano  di  due  tangenti  distinte  ve  ne  è  sempre  una  3*.  (Perchè,  una 
tangente  t  generica  di  Q  si  appoggia  alle  6  tangenti  che  provengono  dal  considerare 
le  tre  generatrici  di  S  che  passano  per  il  punto  di  contatto  di  f).  D'altra  parte  t  non 
può  incontrare  altre  tangenti  di  Q,  essendo  in  generale  2(«  —  3)  il  numero  delle 
tangenti  di  una  curva  razionale  d'ordine  n  che  incontrano  una  tangente  generica  della 
stessa  curva.  Da  tale  osservazione  segue  che  la  S  esaurisce  tutti  i  piani  che  sono  bitan- 
genti a  Q  in  punti  aventi  tangenti  distinte.  La  classe  di  S  è  sei  (n**  4)  ogni  piano  di 
5  essendo  tritangente  va  contato  tre  volte,  dunque,  secondo  le  notazioni  di  Cayley,  si 
ha  j  =  i8.  Allora  dalle  formule  relative  si  trae  a)  =  6,  cioè  la  curva  possiede  6  bitan- 
genti :  esse  quindi  stanno  a  rappresentare,  nel  caso  attuale,  le  sei  quadrisecanti  che  pos- 
siede in  generale  una  sestica  razionale.  Ebbene  sia  t  una  di  queste  bitangenti  :  essa  in- 
dividua un  fascio  di  piani  che  segna  su  Q  una  involuzione  di  cui  indicheremo  con  M 
ed  N  i  punti  doppi.  I  piani  tM^tN  sono  tritangenti,  dunque  (n°  2)  i  relativi  pùnti  di 
contatto,  su  ciascuno,  saranno  in  linea  retta  :  ciò  esige  che  M  ed  N  sieno  infinitamente 
vicini  ai  punti  di  contatto  di  t  e  che  i  piani  in  parola  sieno  stazionari  in  essi.  Rimane 
da  escludere  che  la  suddetta  involuzione  possa  degenerare  (il  che  accadrebbe,  ad  esem- 
pio, se  i  punti  di  contatto  di  /  coincidessero),  ma  allora  la  t  funzionerebbe  da  cinquise- 
cante:  le  quadrisecanti  sarebbero  più  di  sei,  che  la  sola  t  ne  assorbirebbe  più  di  una; 
la  Q  ammetterebbe  dunque  infinite  quadrisecanti,  fra  cui  almeno  una  cinquisecante,  e 

Rêmd,  Ort.  Uttm,  FmUrmo,  u  XXU  (1906).  —  SumpAto  il  13  «ettcmbrc  1906.  37 


qma^  esisterebbe  sa  di  unit  quadrica  cbe  8ard>be  vm  omo  (n*  a)  fl  die  è  entro  k 
H>ojte$L 

6>  RioMrriamo  adesso  alla  rappresentazb&e  paxssnetricat  di  C^^  û^àmé  hdm  ftrìi 
C^  k  razionale  (jf  3).  Assumiamo  per  punti  (1000)  e  (0100)  i  punti  4i  contatio  i 
una  Htangente  ^  e  per  piani  x^  =  o^  ^4  =  ^  ^  ^  P^'^  staaonari  pasmiti  per  V 
secondo  quanto  è  stabilito  nel  n®  precedente.  La  rapprese&taadoiie  <S  C^  jpzi  dna}« 
ddla  forma  seguente; 

dove  —  è  il  parametro  e  i  puna  X  :=  o,  y.  =  o  sono  collocati  nei  punti  di  contatto 

di  t  I  piani  jc^  =  o,  jc,  =  o  sono  assoggettati  all'unica  condizione  di  passare  per  i 
punti  (^  =  o,  X  =  o  rispettivamente.  Ebbene  fissiamoli  in  guisa  che  essi  coìndikio 
riq)ettivamente  con  i  piani  s^;uenti: 

dove  sta 

«<^. +  ß«j  =  o>        «'«,  +  ?'«,  =  o. 
Ciò  allo  scopo  di  eliminare  i  termini  in  X'*!*',  X'i*'*  che  compaiono   nelle  prime 
due  coordinate  x, ,  x, .  Aggiungendo  poi  un  evidente  cambiamento  dell'elemento  uniti, 
la  rappresentazione  si  semplifica  cosi: 

X,  sflVft  +  *V|a'  +  cXfx«  -f-  (X*, 
X,  =  X*  +  d  V  fx -f- a  V  4-/X(*', 

x^  =  XV». 
Le  intersezioni  di  un  piano  generico  w,  =  o  con  Q  sono  date  da  : 

Se  si  esige  che  w,  =  o  sia  un  piano  tritangente,  sarà  il  primo  membro  dell'equa- 
zione precedente  un  quadrato  perfetto  della  forma: 

Si  perviene  cosi  alle  seguenti  condizioni: 

u^  =  pw^        ^x^  +  ^2^  =  P-2mn, 
^  =  PC*^'  +  2^/>)j         ",*  +  ^.«  =  P-2(w/)  +  mq), 
^  =  P(P'  +  2^Ù         ^.^  +  ^J=?'2pq,         u^  =  fq\ 
dove  p  è  un  fattore  di  proporzionalità. 
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Con  un  facile  calcolo  si  giunge  necessariamente  alla  seguente  equazione  I  in  —  I 

m*.dj  —  m* q.  2e  -{-  m' q\4  -\-  af  -\-  ed)  —  mqKib  -\-  q^.ac  =:  o 

che  deve  essere  identicamente  soddisfatta  qualora  si  esiga  che  i  piani  tritangenti  sieno 
in  numero  infinito.  Si  è  cosi  condotti  ai  due  casi  s^uenti: 

i)  {  « 

Ma  quest'ultimo  si  esclude  perchè  la  cyrva  esiste  sul  cono  quadrico: 
Quanto  alla  prima,  basta  cambiare  il  parametro  cosi: 

e  poi  attuare  la  seguente  trasformazione  di  coordinate 


per  ottenere  la  curva: 


che  è  la  sestica  del  pentaedro  (cfr.  la  mia  memoria  già  citata:  pag.  i6).  Il  teorema  è 
dunque  dimostrato.  Cioè  : 

Unnica  sestica  gobba  irriduUibile  dotata  di  infiniti  piani  tritangenti  h  la  sestica  del 
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pentaedro,  aH^infuari  del. caso  ovvio  della  interses^iàm  di  un  cono  quadÊrkù  um  mm sufth 
fide  cubica. 

7.  Chiudo  queste  poche  linee  con  le  osservazioni  s^ueoti. 

Dopo  la  stampa  del  mio  recente  lavoro  sul  pentaedro^  il  proli  Segkb  ini  ha  &» 
notare  che  la  sesdca  in  parola  trovasi  già  accennata  in  Klein  [Varhmmg^^  über  db 
Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade  (Lipsia^  1884)^  pag.  ifi?)} 
n  prof.  Berzolari,  a  sua  volta,  mi  scrìve  che  se  non  proprio  la  Q,  la  svfluppaUeS 
trovasi  in  Geiser  [Die  konjugierten  Kernflàchen  des  Pentaeders  (Vierteljahrsschrift  der 
Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich,  1905].  Infatti  in  questa  Nota,  in  fine  deb 
pag.  IO,  l'Autore  osserva  che  mentre  un  punto  P  percorre  una  generatrice  ddla  epa- 
drìca  invariante,  il  vertice  del  cono  polare  quadrìco  di  P,  rispetto  ai  pentaedro,  descrm 
una  conica.  Mentre  poi  la  generatrice  descrive  la  serie  rigata  cui  appartiene  (sulla  qm- 
drica  invariante),  il  piano  della  conica  suddetta  descrive  una  sviluppabile  razionale  dì  <* 
classe.  Cosi  alle  due  serie  rigate  della  quadrica  suddetta  corrispondono  due  tali  svihp- 
pabili.  Ora  siccome  ho  dimostrato  che  il  G^  possiede  due  sole  sviluppabili  razìoniE 
invarianti,  irriduttibili,  di  6'  classe,  che  sono  precisamente  le  sviluppabili  tritangeod 
delle  due  Q  pentaedriche  (pag.  20  della  mia  memoria)  cod  ne  segue  la  ideatiti  & 
queste  ultime  sviluppabili  con  quelle  di  Geiser. 

Ma  né  l'uno,  né  l'altro  dei  due  autori  approfondisce  lo  studio  sull'argomento  :  ad  cs. 
ninno  dei  due  considera  gli  infiniti  piani  tritangenti,  o  gli  elementi  duali.  Ë  però  indi' 
scutibile  che,  ove  ne  valesse  la  pena,  io  non  ho  più  alcun  diritto  a  priorità  di  som 
circa  alla  esistenza  di  questa  sestica  Appunto  per  questo  mi  sarà  dunque  tanto  più  ledto 
mettere  in  evidenza  il  particolare  interesse  che  ha  tale  curva  di  cui  mi  propongo  in 
una  prossima  pubblicazione  esporre  altre  notevoli  proprietà. 

Quinto  al  mare,  15  luglio  1906. 

Edgardo   Ciani. 
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C 


Memoria  di  Beppo  Levi  (Torino). 


Adunanza  del  24  giugno  1906. 


È  merito  recente  del  signor  Hilbert  **)  di  aver  richiamata  l'attenzione  dei  mate- 
tici sul  procedimento  induttivo  che,  sull'esempio  del  Riemann,  si  usa  ricordare  col  nome  ^ 
di  principio  di  Dirichlet;  principio  pel  quale,  dall'esistenza  di  un  limite  inferiore  dei 
valori  di  un  integrale  contenente  una  funzione  indeterminata,  soggetta  solo  a  date  con- 
dizioni al  contorno  del  campo  di  integrazione,  dovrebbe  concludersi  l'esistenza  di  una 
funzione  limite  la  quale  soddisfaccia  alle  nominate  condizioni  e  che,  sostituita  alla  fun- 
zione indeterminata,  faccia  assumere  all'integrale  considerato  precisamente  il  valore  di 
quel  limite  inferiore. 

L'insufficienza  del  principio  fu  rilevata  con  particolare  evidenza  dal  Weierstrass  ***), 
e  dopo  d'allora  gli  sforzi  dei  matematici  rimpetto  ai  problemi  che  esso  era  destinato  a 
risolvere  si  rivolsero  a  costruire  le  funzioni  richieste  come  soluzioni  di  equazioni,  in  cui, 
sotto  convenienti  ipotesi  di  continuità  e  di  derivabilità,  si  traducevano  le  condizioni  di 
minimo.  Eppure  il  principio  non  solo  conserva  una  particolare  forza  suggestiva,  ma  un 
larghissimo  valore  di  capacità  deduttiva  non  si  potrà  disconoscergli  per  le  dimostrazioni 
d'esistenza,  ove  appena  si  rifletta  che  in  esso  si  assume  come  fondamento  l'intuizione  a 
priori  dell'aggregato  di  tutte  le  funzioni,  mentre  ogni  procedimento  costruttivo  poggia 
di  necessità  sulla  base  più  ristretta  formata  dall'intuizione  dell'aggregato  dei  numeri. 

Come  si  possa  concludere  in  forma  rigorosa  sulla  base  di  questi  concetti  hanno 
mostrato  il  signor  Hilbert  e  la  sua  scuola  colla  trattazione  di  alcuni  problemi  partico- 


•)  Mio  fratello  Eugenio,  in  un  esame  critico  del  Festschrift  del  signor  HasERT,  Über  das  Diri- 
CHLET* sehe  Prinzip,  che  sarà  tosto  citato,  era  giunto  a  proposizioni  di  cui  quelle  dei  n'  30-53  non  sono 
che  ulteriori  sviluppi  agli  scopi  precisi  del  presente  lavoro.  Furono  quelle  prime  osservazioni  a  suscitare 
in  me  i  pensieri  che  nel  presente  lavoro  si  troveranno  sviluppati. 

•*)  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  VIII  (1900),  pp.  184-188. 

•*^  OUr  d,  sogenannU  T>nacBLBT*sche  Prinzip,  Werke,  II,  p.  49. 
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lari:  il  problema  delle  geodetiche  *)  ed  un  caso  pàrtiodaie  ad  œdéeiË»  praUeon  I 
DiRiCHLET  **).  Ma  le  difficoltà  del  procedimento  sono  ancora  tntt'altro  die  cotimai:  hai 
osservare  che  le  condizioni  particolarissime  in  cui  FHilìert  tratta  il  ^roUeaia  di  Ik- 
MCHLET  appaiono  elemento  integrante  ddle  sue  dedmdoni  e  pare  hscäu^  ben  poca^ 
ranza  che  con  ragionamenti  analoghi  possa  trattarsi,  sœza  ^ofonde  nxKfifirariwii,  1 
problema  generale. 

Con  ragionamenti  che  si  dHungam^  completameme  da  qodfi  or  riocurdati  àétBa.- 
BERT  e  dei  suoi  discepoli  —  e,  oso  sperare,  anche  di  maggior  portata  come  meiodo 
generale  —  io  tratto  qui  per  Tappunto,  secon<b  il  noosinato  ccmcetto,  il  proUema  di 
DiRiCHLET  nella  sua  forma  più  generale: 

Assonata  sul  piano  (jc,  y)  una  curva  sempìke  e,  ed  assegnaki  su  di  essa  wmfim- 
xyme  continua  dcWarco,  mostrare  V esisterne  di  una  funzione  u^  la  quede — fra  çudk 
definite  in  ogni  punto  del  campo  V  intemo  a  e,  continue  in  T  e  sul  concerno,  e  deriifM 
in  r  e  che  su  e  coincidono  colla  funxfone  assegnata  —  renda  minimo  Viniegraie 

(,>       ,(.)=//...,., =//[(|iy+(|^)>w, 

p  r 

Rs^lioni  di  sempHdtà  inducono  qui  ad  assoggettare  la  curva  e  ad  una  oondmooe 
analoga  alla  convesstti  —  ma  assai  più  larga  —  che  sarà  precisata  in  si^;iittó;  Sulla  ri- 
mozione di  tal  restrizione  e  su  altre  appUcazioni  del  metodo  ar  questo  medesimo  pro- 
blema e  ad  altri  affini  mi  riservo  di'  ritornare  in  s^uito.  Mi  sia  però  concesso  cU  rile- 
vare che  l'essenza  del  lavoro  non  può  ridursi  a  una  quistion  di  metodo  :  risultati  essen- 
zialmente nuovi  vi  sono  ottenuti,  sia  riguardo  al  carattere  generale  della  curva  e  —  ari 
non  si  suppone  l'esistenza  della  tangente  — ,  sia  riguardo  all'amplissimo  campo  funzionale 
considerato  —  perchè  alle  funzioni  u  per  cui  si  considera  l'integrale  non  si  impongono 
altre  condizioni  che  l'esistenza  delle  derivate  necessarie  per  la  formazione  dell'integrale 
medesimo,  e  cionondimeno  si  ottiene  l'analiticità  della  funzione  minimizzante  — ,  sia  per 
qualche  risultato  particolare,  fra  cui  mi  piace  ricordare  la  dimostrazione  della  formola 
di  Green  come  conseguenza  della  proprietà  di  minimo  e  senza  supporre,  come  d'ordi- 
nario avviene,  l'esistenza  delle  derivate  seconde. 


*)  Noble,  Eine  tum  Methode  in  der  Variationsrechnung  (In^Mg.'Tyiss.y  Göttingen  1901).  V.  pure  Bolza, 
Lectures  on  the  calculus  of  Variations  (Chicago,  1904),  p.  253  e  seg.  Per  un  integrale  doppio  analogo  al- 
l'integrale di  DiRiCHLET  di  cui  SÌ  parlerà  tosto,  il  sig.  Hbdrick  nella  sua  tesi  Über  den  analytischen  Cha- 
racter der  Losungen  v.  Differentialgleichungen  (Göttingen  1901),  cap.  V,  espone  considerazioni  analoghe  a 
quelle  dell*HiLBERT  nella  Nota  sopracitata,  che  vorrebbero  esserne  il  completamento,  ma  sono  lungi  noo 
solo  dal  rigore  necessario  ma,  oserei  dire,  da  ogni  indizio  della  via  per  cui  tal  rigore  potrebbe  intro- 
dursi. 

•*)  Hilbert,  Über  das  Dirichlbt'jcä*  Prinzip  [Festschrift  rur  Feier  des  150-jàhrigen  Bèst^ens 
der  König!.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  1901  ;  Math.  Ann.,  LIX  (1904),  pp.  161-186]. 
Vi  si  tratu  il  problema  di  Diricmlbt  per  una  superficie  di  Ribmahm,  ove  alla  ftinzione  incognita  si 
imponga  la  sola  condizione  di  subire  il  salto:  r  lungo  tw  «^  non   spezzi  la   superficie, 

mentre  del  resto  la  si  suppone  cominoa  e  dèttMAb 
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I  Necessità  di  cose,  non  ingiustificato  amore  di  generalità,  mi  ha  indotto  ad  adottare 

e  per  l'integrale  la  nozione  recentemente  proposta  e  sviluppata   dal  sig.  Lebesgue  *)  an- 

3  ziclìè  quella  comune  del  Riemann  ;  e  se  il   lettore   vorrà   concedermi   tal   necessità,  ne 

:j  risulterà  forse  un  esempio  dell'utilità  che  i  nuovi  concetti,  apparentemente  talora  troppo 

ó  complessi  e  ricercati,  possono  avere  in  ricerche  comuni. 

Concetti  direttivi  del  procedimento. 

Le  considerazioni  di  questo  primo  paragrafo  non  hanno  in  generale  alcun  carat- 
tere di  rigore  ;  esse  sono  piuttosto  intuizioni,  atte,  spero,  a  guidare  il  lettore  nella  con- 
cezione e  nella  giustificazione  del  metodo  seguito.  Particolarmente  le  considerazioni  del 
n°  I  non  hanno  altro  scopo  preciso  che  di  facilitare  una  concezione  geometrica:  esse 
non  troveranno  però  applicazione  nei  successivi  sviluppi  analitici. 

I.  Nel  piano  numerico  (a\,  y)  sia  data  una  curva  e  semplice  chiusa  (giacente  in- 
teramente al  finito);  sopra  di  essa  sia  distesa  una  funzione  continua  limitata  u{/)  del 
suo  arco  s  ;  ponendo  z^=^  u(J)=^  ^(^y)>  ü  sistema  della  curva  e  e  della  funzione  n{s) 
risulterà  rappresentato  da  una  curva  e  dello  spazio  (^xyz)-  Per  tutte  le  superficie 
X^  =  u{xy)  definite  pei  valori  di  (xy)  interni  al  campo  r  limitato  da  e,  ed  aventi  per 
contorno  la  curva  e,  s'immagini  costruito  l'integrale 

(I)  IÇu)  =  JJ^u(^xy)dxdy 

e  si  chiami  d  il  limite  inferiore  dei  valori  di  questo     /    /  :    sarà  chiaramente   d  X  o. 

Si  immagini  poi  dall'aggregato  delle  funzioni  :(  =  u{xy)  estratta  una  semplice  infinità 

(a)  tt,,     tt,,     t*3,  ... 

tale  che 

Alcune  ipotesi  possono  tosto  farsi  circa  \t  u: 

Si  osservi  anzitutto  che  per  la  funzione  [=zax-\-by'\'C  è^-^  +  ^-y  =  a';(^  =  o, 

onde,  per  una  nota  proprietà  delle  funzioni  armoniche,  1'/    /  ^[dxdy,  calcolato  per 

questa  funzione  7^  è  mìnimo   qualunque   sia   il   campo    d'integrazione.    Se    quindi    un 
piano  ;(  =  fl.v  -f-  ^3'  -(-  e  taglia  una  superficie  [  =  u^(^xy)  secondo  una  linea  chiusa,  e 


•)  Vedi  :  Lebesgub,  Intégrale,  Longueur,  Aire,  Thèse.  [Annali  di  Matematica,  serie  III,  t.  VII  (1902), 
pp.  231-359]  e  Leçons  sur  VinUgration,  etc.  (Paris,  Gauthier- Villars,  1904)  od  anche  Borel,  Leçons  sur 
Us  fonctions  de  variables  réelles,  etc.  (Paris,  Gauthier- Villars,  1905).  Per  gli  integrali  d'area,  vedi  parti- 
colarmente la  memoria  degli  Annali. 
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se  si  chiama  ;(  =  ",('^3')  '^   superficie  che  si  ottiene  sostituendo  alla  parte    di   ^  =  « 
interna  a  questa  linea  Tarea  piana  limitata  dalla  medesima,  sarà  evidentemente 

Si  può  quindi,  nella  serie  delle  u,  sostituire  la  u.  alla  f*. ,  eventualmente  attribues- 
dole  un  indice  più  avanzato.  Per  tal  modo  si  può  supporre  che  nessuna  superficie  ^=ii 
sia  tagliata  da  un  piano  secondo  una  linea  chiusa.  In  particolare,  considerando  i  piaic 
:(  =  cost.,  si  può  supporre  che  esse  superficie  non  abbiano  entro  V  alcun  punto  di  nm^ 
simo  o  di  minimo,  ed  in  particolare  possono  supporsi  tutte  contenute  nello  strato  fra  i 
piani  ;(  =  cost.,  tangenti  a  e  nei  punti  di  ordinata  massima  e  minima  *). 

Si  supponga  ancora  che  le  due  superficie  ;(  =  m^  ,  ;ç  =  w^  (Ä:  >  h)  si  anraveràno 
in  un  punto  A  ;  per  ragioni  di  continuità  esse  si  taglieranno  secondo  una  linea  /  pas 
sante  per  J,  chiusa  ovvero  facente  capo  a  due  punti  Mj  N  di  e:  in  ogni  caso  spei 
zante  ciascuna  delle  due  superficie  in  due  parti.  Chiameremo  rispettivamente  F'  e  \" 
le  due  parti  corrispondenti  di  T;  mJ.,  u'^j  w^,  u^  le  parti  delle  due  superficie,  attn- 
buendo  lo  stesso  apice  alle  parti  i  cui  punti  hanno  lo  stesso  Ç\y).  Si  verificherà  almeno 
una  delle  disuguaglianze 

fj\uldxdy  >  JJlu[dxdy,  J J lu'ldxdy  >  Jfsu^dxdy, 

Si  supponga  verificata  la  prima,  e  si  formi  la  funzione  Uj^  uguale  a  ul  in  V  t  i 
u'I  in  r"  :  sarà  /(wj  >  ^("/,)  >  -^C'^)  ^  ^^^^a  serie  {(ì)  si  potrà  sostituire   la  Uh  alla 

Uy,  (sempre,  eventualmente,  attribuendole  un  indice  >  /;,  ma  certo  <^  Âr)  e  le  due  su- 
perficie :(  =  /f .  ,  :;^  =  u^,  non  si  attraverseranno  più  lungo  la  linea  /,  né  si  attraver- 
seranno lungo  linee  nuove  che  non  appartenessero  alFintersezione  di  u^^  e  di  //  .  Ora. 
finché  si  ammettono  intersezioni  di  due  superficie  della  serie  (r/),  questo  ragionamento 
si  può  ripetere  ;  si  può  quindi  completare  una  iutui:(ione  della  serie  di  superficie  :(^z=z  u 
ammettendo  che  esse  non  si  attraversino  mai. 

Si  consideri  ancora  l'aggregato  delle  intersezioni  delle  superficie  u.  con  una  retti 
X  =  cost.,  )•  =  cost,  fissata  arbitrariamente  per  un  punto  interno  a  T,  e  sia  K  uno  de: 
suoi  punti  limiti  :  da  questo  aggregato  si  estragga  una  successione  di  punti  avente  K 
per  limite  e  seguentisi  in  un  ordine  determinato,  e  tali  che  ciascuno  appartenga  sempre 
ad  una  superficie  u.  di  indice  più  elevato  dei  precedenti  ;  si  chiami 

W  "..     "^,,     t^,,  ... 

la  successione  delle  funzioni  u.  che  determinano  le  superficie  passanti  per  questi  punti. 
Sopra  ogni  retta  x  =  cost.,  y  =  cost,  per  un  punto  interno  a  F,  questa  successione  ci 
superficie  determina  una  successione  di  punti,  seguentisi  tutti  nello  stesso    senso  —  per 

•)  È  appena  da  ossen-are  che,  se  l'illazione  precedente  presta  il  finnco  a  qualche  dubbio  per  b 
necessità  di  ripetere  infinite  volte  la  sostituzione  di  una  faccia  piana  a  una  regione  della  superficie  e 
di  respingere  eventu;ilniente  la  superficie  ottenuta  ad  u"  «'^ctr»  oiù  avanzato  della  serie  (a),  compleu- 
mente  rigorosa  ò  l'ultima  osservazione  per  la  qual  te  due  piani  perfettamente    definiti. 
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.,    es.,  per  fissare  le  idee,  nel  senso  delle  i  crescenti  —  e  non   sorpassante  mai   il  punto 
I    d'intersezione  della  retta  col  piano  ;(  =  max.  u(^s);  ciascuna  di   queste  serie   di  punti 
avrà  dunque  un  punto  limite  unico  e  ben  determinato  e  la  serie  delle  superficie  rappre- 
sentanti le  fun:^ioni  (F)  tenderà  ad  un  aggregato  limite  avente  uno  ed  un  solo  punto  su 
'    ciascuna  retta  x  =  cost.,  y  =1  cost,,  che  incontri  r.  Tale  aggregato  sarà  esso  una  super- 

^    ficie  avente  la  linea  e  per  contomo,  ed  avente  derivate,  per  cui  si  possa  considerare  Tin- 
t 

E 


(Fig.  0- 
tegrale  I(u)?  La  Fig.  i,  che  si  riferisce  al  caso  di  una  successione  di  linee  anziché  di 
superficie,  mostra  in  forma  intuitiva  che  la  conclusione  sarebbe  precipitata  *).  Genera- 
lizzando tale  intuizione  allo  spazio  si  vede  facilmente  —  e  non  sarebbe  difficile  il  con- 
fortare l'intuizione  con  più  precisi  ragionamenti  che  qui  sarebbero  totalmente  fuor  di 
luogo  —  che  **)  l'aggregato  limite,  previamente  chiuso,  si  potrà  comporre  d'una  super- 
ficie (eventualmente  composta  di  pezzi  sconnessi)  e  di  un  certo  aggregato  di  linee,  di 
punti  e  di  segmenti  di  cilindri  a  generatrici  parallele  all'asse  delle  ;(.  Né  ancora  sulle 
diverse  parti  potrà  affermarsi  l'esistenza  di  tangenti  e  piani  tangenti,  né  che  la  superficie 
abbia  per  contorno  la  linea  e.  ***). 


*)  Sulla  figura  si  vede  generarsi  la  linea  r  e  i  punti  Ay  B,  C,  ...  X,  H,  come  limiti  di  una  serie 
di  spezzate  rappresentanti  altrettante  funzioni  continue,  che  soddisfano  precisamente  alle  condizioni 
della  serie  (b).  Al  più  si  potrà  dubftare  di  dover  escludere  dall'aggregato  limite  i  punti  della  linea  r 
che  hanno  la  stessa  ascissa  dei  punti  ^,  B,  C,  . . .  ,  e  il  dubbio  non  si  potrà  risolvere  se  non  preci- 
sando in  qual  modo  deve  essere  preso  il  limite,  questione  che  qui  sarebbe  oziosa  ed  intempestiva. 

*•)  se  superficie  si  vuol  chiamare  un  aggregato  chiuso  di  punti  tale  che  su  ogni  retta  x  =  cost., 
y  =  cost,  (attraversante  il  campo  F)  possegga  uno  e  un  sol  punto,  linea  un  aggregato  analogo  che  uno 
e  un  sol  punto  abbia  su  quelle  fìra  queste  rette  che  passano  pei  punti  di  una  linea  piana  (e  qui  mi  si 
conceda,  per  brevità  Tintuizione  della  linea  piana). 

*^  Sull'esempio  in  una  sola  variabile  rappresentato  colla  Rg.  i  è  da  notarsi  che  l'aggregato  dei 
punti  che  non  appartengono  alla  linea  r  non  può  costituire  un'altra  linea  (segata  dalle  stesse  ordinate 
della  precedente),  ma  l'aggregato  delle  loro  ordinate  non  è  denso.  E,  mutatis  mutandis,  analoga  osser- 
vazione si  applica  allo  spazio. 

Rmd.  Circ.  U»têm,  i'nUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpftto  il  x)  setumbre  1906.  }8 
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Ma  queste  osservazioni,  pur  tenendo  conto  del  loro  valore  di  una  semplice  ç 
prossimazione  intuitiva,  mostrano  per  l'appunto  come  1'  aggregato  di  quei  punti  lini 
che  non  appartengono  alla  superficie  abbia  per  proiezione  sul  piano  Çxy^  un  aggr^ 
non  denso  in  nessuna  parte  di  r  *),  e  che  le  considerazioni  seguenti  danno  spcram 
di  eliminare. 

2.  Si  riprenda  l'integrale  /(«,):  si  potrà  immaginare  nel  piano  Çxy^  una  lineai 
interna  afe  sufficientemente  prossima  a  e,  perchè,  detto  y.  il  cannp>o  intemo  ad  esK. 

\u.dxdy  differisca  di  poco  quanto  si  vuole  da  /(u.).  Si  supponga  allora  di  or 


//' 


subire  al  campo  y.  una  piccola  traslazione  che  lo  porti  nella  nuova  {>osizione  y|  ancon 
completamente  interna  a  F,  e  la  stessa  traslazione  di  far  subire  alia  parte  corrispoc- 
dente  della  superficie  u.  ;  si  riattacchi  poi  il  pezzo  di  superficie  spostata  alla  linea  e  i» 
diante  un  conveniente  pezzo  di  superficie  continua,  e  si  chiami  u[  la  nuova  superfià 
cosi  ottenuta.  Poiché  per  la  costruzione  fatta. 


f  j  \u\dxdy  =    i  jSu.dxdyj 


II 


T.-  f' 


\u\dxdy  differirà  pochissimo  dal  valore  di  /(a,).  Cosicché,  se  a   ciascuna  «■  s 


fa  corrispondere  una  d.  in  modo  che  col  crescere  di  i  vada  indefinitamente  assoni- 
gliandosi  la  corona  limitata  dalle  curve  e  q  d.^  si  avrà,  nella  successione  delle  u.  uni 
nuova  serie  di  funzioni  cui  corrisponde  una  serie  di  valori  dcirintegralc  /  tendente  i 
minimo  d.  E  se  alle  funzioni  tr  e  alle  loro  derivate  si  suppongono  convenienti  pro- 
prietà di  continuità  —  il  che  potrà  farsi,  al  bisogno  mediante  una  limitazione  del  canix 
funzionale  cui  si  suppongono  appartenere  le  funzioni  //  rispetto  alle  quali  si  cerca  l 
minimo  **)  —  con  ugual  diritto  alla  successione  delle  u^  e  a  quella  delle  u.  si  potrà  s<.^ 
stituire  quella  formata  da  convenienti  medie  di  funzioni  omologhe  delle  due  serie.  M: 
se  a\"veniva  che  (per  il  variare  sufficientemente  rapido  delle  derivate  in  taluni  pur.: 
la  superficie  :(  =  //,,  in  punti  sufficientemente  radi  del  campo  F,  si  allontanasse  note 
volmente  dalla  superficie  limite  (onde  il  prodursi  dei  punti  e  linee  linìiti  isolati  sop::- 
nominati),  la  traslazione  che  avrà  portato  la  :^  =  u^  nella  :;;  =  u]  avrà  trasportato  ques: 
punti  in  altri,  corrispondenti  ad  altre  coordinate  {xy),  cui   corrispondono    invece   silü 


*)  Suggerirebbe  il  desiderio  di  dire  un  aggregato  di  misura  nulla  o  in  qualsiasi  modo  trascura 
bile  :  disgraziatamente  un  aggregato  può  essere  non  denso  ed  avere  misura  prossima  quanto  si  vuoic 
alla  misura  totale  del  campo!  [CJt.  :  Encyklopndie,  Art.  Mengenlehre  (Schoenflies),  n"^*  15  ;  Osgood, 
A  Jordan  Curve  of  positive  area  [Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  IV  (igii^u 
pp.  107-112J.  D'altronde  è  ben  naturale  che  la  presente  veduta  d'insieme  non  possa  portare  ad  alcur. 
risultato  positivo,  giacche  quanto  è  detto  qui  si  può  dal  più  al  meno  ripetere  per  ogni  problema  ii 
variazioni:  e  non  sempre  la  soluzione  esiste.  Qui  s'intende  solo  mostrare  il  filo  direttivo  del  metodo  e 
le  ragioni  che  ne  fanno  prevedere  la  riuscita  probabile,  quando  le  condizioni  del  problema  lo  permcttajio. 

**)  Cfr.  per  es.  il  5  3,  particolarmente  il  n°  5. 
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superficie  :(  =  u.  punti  per  cui  tal  singolarità  più  non  si  presenti;  onde  sulla  superficie 
media  che  alle  due  si  è  voluto  sostituire  verrà  ad  attenuarsi,  in  questi  punti  eccezio- 
nali, la  rapida  divergenza. 

La  speranza  di  giungere  eflFettivamente  ad  una  superficie  limite  appare  notevol- 
mente accresciuta. 

Ragioni  di  simmetria  consigliano  poi  di  alterare  alcun  poco  il  procedimento  di  me- 
dia ora  descritto;  qual  nozione  potrà  invero  guidare  la  scelta  della  traslazione  cui  si 
assoggetta  la  u.  ?  Non  certo  la  conoscenza  a  priori  della  funzione,  poiché  è  nel  princi- 
pio fondamentale  della  ricerca  che  di  essa  non  si  conosca  che  il  valore  che  fa  assumere 
all'integrale  I,  e  le  condizioni  generali  di  comportamento  al  contorno,  di  continuità,  di 
derivabilità,  ecc.,  —  ogni  altra  conoscenza  dovuta  ad  una  descrizione  della  funzione  non 
potendo  provenire  che  da  procedimenti  costruttivi  che  qui  si  escludono.  Si  sostituirà 
quindi  alla  semplice  media  delle  funzioni  w. ,  u.  una  media  di  tutte  quelle  funzioni  che 
dalla  //.  si  ottengono  applicandovi  tutte  le  traslazioni  di  dilezione  arbitraria  e  di  am- 
piezza non  superiore  ad  una  certa  *).  Si  dovrà  cioè  integrare  la  funzione  in  una  certa 
area,  dividendo  intanto  per  la  misura  dell'area  medesima  :  una  funzione  che  si  otterrà 
da  una  funzione  data  u  mediante  un  tal  procedimento  —  che  nel  seguito  verrà  meglio 
precisato  —  si  chiamerà  funzione  mediatrice  della  u  :  e  ripetendo,  al  bisogno,  anche  più 
volte  questo  procedimento  di  media,  da  una  successione  prefissata  di  funzioni  u^,  u^^  u  ,  ... 
tale  che  lim  /(w.)  ^  d,  si  riuscirà  a  ricavare  una  successione  di  funzioni  che  soddisfano 

»■"00 

pure  a  tal  condizione,  e  convergono  uniformemente  ad  una  funzione  limite  (cfr.  n°  $9). 
Questa  sarà  allora  continua  e  avrà  la  e  per  contorno;  la  dimostrazione  dell'esistenza 
delle  derivate  e  là  determinazione  del  valore  dell'integrale  /  per  la  funzione  ottenuta  ri- 
chiederà ancora  qualche  attenzione  e  ancora  sovverrà  perciò  il  procedimento  di  media. 
L'integrazione  si  presenta  in  questo  procedimento  come  un  me^ZP  ptr  ridurre  le  increspa- 
ture della  funzione  primitiva. 

L'integrale  del  Lebesgue. 

3.  Come  si  disse  nell'introduzione,  necessità  di  cose  ci  porterà  ad  adottare  la  defi- 
nizione dell'integrale  data  dal  Lebesgue;  ne  riassumerò  perciò  brevemente  il  concetto. 
Occorre  anzitutto  ricordare  la  nozione  di  misura  di  un  aggregato. 

Sopra  un  segmento  S  di  lunghezza  s  sia  dato  un  aggregato  E  di  punti  :  si  consideri 
una  infinità  numerabile  (necessariamente)  di  segmenti  contenuti  nel  segmento  5  e  con- 
tenenti, nel  loro  insieme,  l'aggregato  E  ed  aventi  a  comune  al  più  gli  estremi.  La  somma 
delle  loro  lunghezze  si  dice  la  misura  dell'aggregato  di  segmenti  :  essa  sarà  minore  o  al  più 


*)  La  condizione  che  la  traslazione  non  facesse  uscire  y,-  fuori  di  T  imponeva  un  limite  alla  gran- 
dezza della  traslazione  considerata  nelle  linee  precedenti. 
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Uguale  ad  s.  S'immaginino  ora  tutti  i  possibili  aggregati  di  segmenti  di  5  nelle  con&m 
enunciate  rapporto  ad  E;  esisterà  un  limite  inferiore  (che  può  essere  nullo)  delle  Iod 
misure;  questo  limite  si  dirà  la  misura  esterna  di  E.  Si  consideri  poi  l'aggregato  C{Ei 
dei  punti  di  5  che  non  appartengono  ad  f;  la  differenza  fra  x  e  la  misura  estenui 
C{E)  si  chiama  la  misura  interna  di  E,  l^  misura  intema  non  è  mai  maggiore  èk 
misura  esterna;  se  le  due  misure  sono  eguali,  l'aggregato  E  si  dice  misurabile,  e  il  valor 
comune  delle  due  misure  si  dice  la  misura  di  E. 

La  definizione  si  estende  immediatamente  ad  aggr^ati  superficiali  ;  Taggr^ato  £ 
sia  contenuto  in  un  campo  V  di  area  a  :  si  consideri  un'infinità  nunnierabile  di  aree  eoo- 
tenute  in  r,  contenenti  E  e  non  aventi  parti  comuni;  la  somma  delle  loro  grandezze 
sarà  la  misura  del  loro  aggregato,  ed  il  limite  inferiore  delle  misure  di  tutti  gli  agg^^ 
gati  analoghi  sarà  la  misura  esterna  di  E.  Considerando  poi  l'aggregato  CÇ^E)  dei  pumi 
di  r  che  non  appartengono  ad  E  si  potrà  definire  come  sopra  la  misura  interna  di  E\  j 
se  le  due  misure  saranno  uguali,  E  sarà  misurabile  e  avrà  per  misura  il  valore  comune 
delle  due  misure.  È  appena  da  osservare  che  alle  aree  in  cui  si  racchiude  E  per  deter- 
minare la  misura  si  può,  senza  restringere  la  definizione,  imporre  una  forma  determi- 
nata, per  es.  cerchi  o  quadrati,  il  che  può  talora  semph'ficare  la  ricerca. 

Ciò  posto,  in  un  campo  F,  lineare  o  superficiale,  sia  definita  una  funzione  /(/>) 
del  punto  mobile  />,  finita,  ma  non  necessariamente  limitata.  Si  dice  che  la  funzione 
è  misurabile  quando,  comunque  si  assegnino  i  due  numeri  at  h  (a  <:^F)y  Taggregato 
dei  punti  per  cui  a  <if{p)  <  J  è  misurabile;  è  allora  misurabile  Taggr^ato  dei  punii 
per  cui  a  =  /(/))  *). 

Se  la  funzione  f{p)  è  misurabile,  si  supponga  scomposto  l'intervallo  di  variabilità 
di  /(^)  in  un  aggregato  finito  od  infinito  di  intervalli  di  ampiezza  ^  £  ;  si  chiami 
/.  ...  /._^,  uno  qualunque  di  questi  intervalli  (/.  <;  l.^^\  gli  indici  i  possano  anche  di- 
venir negativi)  e  si  chiami  m.  la  misura  dell'aggregato  dei  punti  per  cui  l.^J(jì)<^l^ 
e  M.  la  misura  dell'aggregato  dei  punti  per  cui  /.  <^f{p)^li^^'  Si  considerino  le 
somme 

tssQ  sono  convergenti  assolutamente  tosto  che  una  di  esse  e  convergente,  e  qualunque 
siano  £,  e'  è  sempre  g^  ^  }L^,  e  il  limite  superiore  delle  c^  è  uguale  al  limite  inferiore 
delle  \r,  la  funzione /(p)  si  dice  allora  integrabile  in  F.  Se  con  ^y  si  indica  il  diffe- 
renziale del  campo  F,  il  valor  comune  dei  due  limiti  si  dice   1'    1  f(j>)dy. 

Quando  la  funzione  f(j))  potesse  avere  punti  d'oo  la  definizione  dell'integrale  di- 
viene sommamente  arbitraria,  come  pure  arbitraria  è  l'estensione  a  tal  caso  della  defi- 
nizione di  RiEMANN  **).  Tale  arbitrarietà  si  riduce  quasi  totalmente  quando  l'aggregato  dei 


*)  Cfr.  Lebesgue,  Leçons  sur  rintégration,  p.   iii. 

**)  Cfr.  ScHOENFLiBS,  LHc  Etttwickelung  der  Lehre    von   den  PunktmannigfdiigkeiUn   [Jahresbericht 
der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  VIII,  2  (1900)],  pag.  174  e  seg. 
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Spunti  d'oo  abbia  misura  nulla  (in  particolare  sia  numerabile);  basterà  allora,  nella  pre- 
4  cedente  definizione,  trascurare  tale  aggregato. 
91         Ogni  funzione  integrabile  è  assolutamente  integrabile. 

■i  Quando  la  funzione  /(p)  è  limitata  e  misurabile,  è  anche  sempre  integrabile  nel 

f  senso  del  Lebesgue,  e  se  è  integrabile  nel  senso  del  Riemann,  i  due  integrali  coinci- 
ìl  dono  *).  Se  invece  la  funzione  non  è  limitata  può  mancare  l'integrale  del  Lebesgue; 
€  può  mancare  precisamente  anche  quando  la  funzione  sia  integrabile  nel  senso  di  Rie- 
f  mann-Cauchy,  ma  non  sia  assolutamente  integrabile  **).  Anche  in  questo  caso  però  i 
L  due  integrali  sono  uguali  quando  esistono  entrambi  ***). 

i  Appunto  lo  scopo  per  cui  nella  presente  ricerca  si  presentò  particolarmente   utile   la 

i    consider a:^one  dell'integrale  in  questo  senso  generalizj^ato  fu  di  evitare  le  discussioni  pro- 
:    venienti  dai  dubbi  di  integrabilità:  ma  le  proprietà  fondamentali  del  nuovo  integrale  non 
I    sono  diverse  da  quelle  dell'integrale  di  Riemann,  onde  assai  raramente  il   lettore  dovrà 
preoccuparsi  del  conutto  proprio  di  esso,  poiché,  ammessa  appena  l'integrabilità,  i  ragio- 
namenti si  svolgeranno  in  generale  indipendentemente  dalla  estensione  adottata. 

S3. 
Il  campo  funzioiiale. 

4.  Un  problema  di  variazioni  non  è  determinato  finché  non  sia  definito  il  campo 
delle  funzioni  rispetto  alle  quali  si  cerca  il  minimo.  Questa  definizione  daremo  dunque 
nel  caso  presente: 

Si  dovrà  supporre  anzitutto  che  ciascuna  funzione  u(^xy)  del  campo  sia  continua  in 
r  e  sul  contorno  t)  e  per  essa  esistano  le  derivate  rispetto  alla  x  e  alla  y^  e  quindi  esista 
la  s^u:  che  inoltre  questa  funzione  sia  integrabile  nel  campo  T  f +).  Sono  queste  le  con- 
dizioni essenziali  aflSnchè  esista  l'integrale  l{u).  È  però  da  notarsi  che  nella  definizione 
dell'integrale  secondo  il  Lebesgue  si  possono  sempre  supporre  esclusi  dal  campo  d'in- 
tegrazione i  pund  di  un  aggregato  di  misura  nulla:  si  può  quindi  ammettere  che  le 
f  unisoni  u{xy)  possano,  nei  punti  di  un  tale  aggregato^  ma  soltanto  in  essi,  mancare  di 
derivata  determinata  rapporto  alla  x  o  rapporto  alla  y.  Questa  condizione  sarà  certo 
soddisfatta  se,  per  esempio,  sopra  ciascuna  retta  y  =  cost.,  escluse  al  più  quelle  di  un 


*)  Lebesgue,  Intégrale,  etc.,  loco  citato,  pag.  254  (n°  20). 

**)  Lebesgue,  Leçons  sur  VinUgraHon,  p.  115. 

•**)  Lebesgue,  Intégrale,  etc.,  loco  citato,  pag.  270  (n°  33). 

f)  La  condizione  di  continuità  delle  funzioni  u  è  evidentemente  necessaria,  senza  di  che  l'integrale 
potrebbe  senz'altro  assumere  valori  arbitrari,  e  ogni  senso  perderebbe  la  condizione  che  la  u  assuma 
determinati  valori  al  contomo. 

f  f  )  Si  noti,  in  connessione  colle  ultime  linee  del  n°  precedente,  che,  anche  quando  A  u  non  sia 
limitato,  la  condizione  di  integrabUità  nel  senso  del  Lebesgue  non  è  qui  più  restrittiva  che  nel  senso 
del  Riemann,  perchè  À  «  è  sempre  positivo,  onde  non  vi  è  distinzione  fra  il  chiedere  la  semplice  inte- 
grabilità e  l'integrabilità  assoluta. 
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aggregato  di  misura  nulla,  la  funzione  uÇxy)  ha  —  rapporto  alla  x  —  derivatasi^ 
riore  (o  inferiore,  a  destra  o  a  sinistra)  generalmente  finita  (non  necessariamente  imi 
tata)  *);  ed  analoghe  condizioni  si  verifichino  sulle  rette  a*  =  cost.,  per  la  derivata  if 
porto  alla  y. 

Non  sarà  fuor  di  luogo  il  notare  —  perchè  dovrà  essere  in  seguito  richiamato - 
che,  pur  soddisfacendo  a  queste  condizioni,  alla  funzione  uÇxy)  potrebbe,  almeno  k 
alcuni  punti  del  campo,  mancare  la  derivata  secondo  un^altra  qualsiasi  direzione  u  a 
pure  esistendo^  non  esser  legata  alle  derivate  rapporto  a  a  e  a  ^  dalla  relazione  foo- 
damentalc  **): 


*;  Cil.:  Lebesgue,  Leçons,  p.  123;  Levi,  Ricerche  sulle  funiioni  derivate  [Rendiconti  della  R.  Aco- 
demia  dei  Lincei,  s.  V,  voi.  XV  (i"  sem.  1906),  pp.  433-438;  674-684J,  pp.  437-438  (n**  4);  p.  òS: 
(n*^'  4);  Lebesgue,  Sur  ks  fonctions  dérivées;  e  Levi,  Ancora  alcune  osservazioni  sulle  funzioni  derhik 
[stessi  Rendiconti,  s.  V,  voi.  XV  (2°  sem.  1906)].  In  questi  luoghi  si  troverà  mostrato  che,  nelle  üß 
dizioni  enunciate  nel  testo,  ed  in  altre  assai  più  generali,  —  per  es.  se  si  ammette  che,  sopra  ogni  rai 
y  =  cost,  (escluso  un  aggregato  di  misura  nulla)  la  derivata  considerata  possa  anche  divenire  inóna 
in  un  aggregato  riducibile  di  punti  —  la  funzione  u  (^xy)  ha  sulle  rette  y  =  cost.  —  che  non  appartc:- 
gono  a  quell'aggregato  di  misura  nulla  —  derivata  determinata  rapporto  alla  x,  in  ogni  punto,  tatù  e; 
cezione  al  più  per  i  punti  di  un  aggregato  di  misura  nulla,  purché  si  sappia  che  la  funzione  deriva 
(superiore  o  inferiore,  a  destra  o  a  sinistra)  considerata  è  integrabile.  Ora  tale  ulteriore  condizione  e 
soddisfatta  senz'altro,  nel  caso  presente,  a  causa  delle  ipotesi  proprie  del  problema.  In  vero  dall'ipotdi 

che  esista  e  sia  finito     /    j  \udxdy  segue  che  esiste  pure     /    /  ^-  —  ìdxdy  (cu,  il   Lemma  del  n^  :; 

e  quindi     /  1— Ifi.v  [cfr.  la  seconda  nota  a  pie  di  pagina  del  n°  22,  c)\    e   poiché        —     è    misuribu 

(cfr.  Lebesgue,  Levi,  11.  ce.)  esiste  anche  /  -dx  per  ogni  y,  fatta  astrazione  per  gli  y  di  un  aggrc 
gato  di  misura  nulla. 

Segue  allora  che  quest'integrale  è  uguale  all'incremento  della  funzione,  vale  a  dire  ch'è  pur  so: 
disfatta  la  condizione  (3)  di  cui  si  parlerà  tosto. 

Che  poi  diUle  cose  dette  e  dal  verificarsi  delle  condizioni  analoghe  collo  scambio  della  x  e  dell: 
y  risulti  che  anche  ha  misura  superficiale  nulla  l'aggregato  dei  punti  in  cui  può  mancare  la  derivau  dcD 
u  (xy)  rapporto  alla  x  o  rapporto  alla  y^  discende  immediatamente  da  proposizioni  note  (Ctr.  Lebesgo. 
«Thèse»  già  citata,  n°  37). 

Si  rilevi  ad  ogni  modo  che,  agli  scopi  del  presente  lavoro,  l'assegnare  condizioni  sufficienti  perch; 
la  u(xy)  soddisfi  alle  condizioni  generaU  enunciate  nel  testo,  è  argomento  di  secondaria  importanti,  i 
richiami  qui  fatti  non  hanno  altro  scopo  che  di  illuminare  la  natura  assai  poco  restrittiva  delle  limiu 
zioni  imposte. 

**)  È  noto  che  questa  relazione  può  solo  dimostrarsi  nell'ipotesi  della  continuità  delle  derivate. 
Esempi  di  funzioni  per  cui  essa  non  è  soddisfatta  sono  facih  a  formarsi.  Non  soddisfa  ad  essa  neH'orii^nc 
la  funzione  //  —  Vx^  -j-  y^  -  Si  considerino  tutti  i  punti  razionah  di  un  campo  F,  situato  tutto  al  finito, 
ordinati  in  una  serie  semplice,  e  si  chiamino,  nell'ordine  scelto,  (x^  _^'j),  (x^>J,  ...  :  sia  ^  a-  una  serie 
convergente  a  termini  positivi  :  la  funzione  //  =  ^a^t^x  —  x-y  -f  (y — y.y  non  soddisfa  alla  relazione 
(2)  in  tutti  i  punti  razionah,  pur  essendo  continua  e  derivabile  in  tutto  il  campo  F;  nessuna  dilììcolti 
presenterebbe  ancora  il  considerare  le  a  variabiU. 


SUL  PRINCIPIO   DI   DIRICHLBT.  303 


;  Le  condizioni  descritte  fin  qui  sono  nella  natura  medesima  del  problema  trattato. 

;  Una  dobbiamo  aggiungerne  di  natura  meno  direttamente  contingente  al  problema,  ma 
,  relativa  piuttosto  al  concetto  in  cui  ne  abbiam  dovuto  precisare  la  soluzione,  ed  al  me- 
todo adottato  [e  la  cui  importanza  sarà  tosto  discussa  (n'  5-8)]:  e  si  è  che  sopra  ogni 
retta  y  =  cost.,  escluse  al  più  quelle  di  un  aggregato  di  misura  nulla^  valga  la  rela:(ione 

(ed  analogamente  sulle  rette  x  =  cost,  per  Tintegrazione  rapporto  ad  y).  Condizione 
sufficiente  (non  necessaria)  perciò  è  *)  che  sopra  ciascuna  retta  y  =  cost.,  escluse  al  più 

quelle  di  un  aggregato  di  misura   nulla,    l'aggregato    dei  punti  in  cui  -^z=  oo  sia  ridu- 

au 
cibiky  e  l'analoga  condizione  si  verifichi  pei  punti  in  cui  ^r—  =  00  sopra  le  rette  x  =  cost. 

o  y 
Chiameremo  \u\  l'aggregato  di  tutte  le  fun:(ioni  che  soddisfano  alle  condi^^ioni  de- 

scritte,  e,  naturalmente,  assumono  sopra  il  contorno  e  di  T  i  valori  della  fun'^ione  asse- 
gnata u(s). 

5.  È  facile  prevedere  perchè  Tultima  condizione  relativa   ai  punti  in  cui  possono 

essere  infiniti  i  valori  delle  derivate  ^^,  ^;—  sia  essenziale  pel  metodo   adottato,    se  si 

ox    ay 
ritorna  un  istante  sulle  linee  generali  del  §  i  (n°  2);  poiché,  si  disse,  se  i  punti  in  cui  le 

derivate  di  u  subiscono  un  rapido  incremento  sono  suflScientemente  radi  nel  campo  T,  si 
può  sperare,  col  procedimento  di  media  descritto,  di  ridurne  l'influenza  sul  modo  di 
convergenza  delle  u.  ad  un  limite,  senza  notevolmente  alterare  il  valore  dell'integrale  /. 
Ma  come,  coU'accrescersi  della  misura  dell'aggregato  dei  punti  di  V  cui  corrispondono 
tali  punti  singolari,  si  accresce  anche  l'influenza  di  essi  sul  comportamento  delle  deri- 
vate della  funzione  dedotta  col  procedimento  di  media,  e  diminuisce  quindi  la  speranza 
dell'efficacia  del  metodo,  —  ugual  effetto  potrà  produrre,  anche  col  decrescere  illimitato 
della  misura  di  quell'aggregato,  il  divenire  infinite  quelle  derivate. 

Però  la  restrizione  nominata  non  e  senza  efficacia  nemmeno  sulla  risoluzione  della 
questione  proposta,  perchè  mostreremo  ora  che,  suppostala  non  verificata,  esistono  fun- 
Trioni  che,  soddisfacendo  alle  condi:^ioni  al  contorno,  rendono  l'integrale  I  piccolo  a  pia- 
cere;  ed  infinite  ne  esistono  per  cui  esso  h  identicamente  nullo;  [mentre  fra  le  fun^^ioni  li- 
miti di  quelle  che  rendono  I  piccolo  a  piacere  ne  esistono  di  quelle  che  cessano  di  soddi- 
sfare alle  condizioni  prescritte  al  contorno"]  **). 

6.  L'Harnack  ***)  ha  definito  una  funzione  non  soddisfacente  alla  condizione  (3) 
(ove  y  si  pensi  costante,  e  quindi  u  funzione  della  sola  variabile  a)  nel  modo  seguente  : 

Si  consideri,  per  semplicità,  l'intervallo  di  variabilità  della  x  :  o  . . .  i  ;  lo  si  divida 


*)  Vedi  la  3*  nota  del  presente  numero. 

**)  A  questo  riguardo  si  confronti  ancora  la  nota  inserita  in  fine  alla  Memoria. 
***)  Die  allgemeinen  Sät^e  über  den  Zusammenhang  der  Functionen  einer  reellen  Variahelen  mit  ihren 
Ableitungen,  II.  Theil  [Math.  Annalen,  XXIV  (1884),  pp.  217-252J,  p.  225. 


•««^T  ixtn. 


n   f   niEr'-.'aii   :«ruu  imiaTTr  £l  t  —  r  mmr  —  -  — - 

z  ^uxssaeroA      nuc:   i"xxc:inxrn   otl^  zridxxss  k  nMSK  imnr  nJg  :iczz.    l.  :    i: 

t  i  3JI5225CÌ  A  i  A  1  A  -Î.  A"  s:  :aisDa  r  =  a.   .r 

1>   'me:!  nuxucL   ;£  sesï  nsxrusnm*  smrs 
«   bs  »nii:nn  1  J.   vxsjimz  aFmc^ala   z   . 

'sanr^rKnnaiK  ma.  fucâ:ixe  r  =  i.'^x .  S  rbd  aoccxÀ  zoKnamiK  aisùac 
K-ian   ùsci  nnerrali   -^-:  —  r  —  "I Hl*=  —  = |*oÊi 

^^crasyjiignrr  ccTucxzls.  arr.-Ti^a  nssmsL  £  nac  s:  inaezfiä  TnnRfiiiì.Minnir«  ì 

icxä  xre  a  firranuir  :•    x  ^  ;..  r  ..  :.  's  -      ..  -iirwr  tfciig  niiiî.i  mriTrrir  a£ 


puxxr  A   sub  r:s=s.  ^,«/.    3.  loi  :içxe  acn   su:    punzr    âsz  m!  jminr    vâcLî  : 

T 


O-tt-u  f-rizioT..t  i^ii^LZTjt  £  ccxizcroü  ieî  rer:irp:!a>  :  vilcci  jLsssc^xud.  è  axni 


SUL  PRINCIPIO  DI  DIRICHLBT.  JOS 


— :.  tutto  il  campo,  e  derivabile  rispetto  ad  x  ed  ^^  in  tutto  il  campo  fatta  eccezione  per 
^1  aggregato  di  punti  di  misura  nulla,  e  precisamente  si  ha: 

^  dy  d{i  -  y) 

/(*>.)  _  _  àHi  —  \x\;  fi)  ^ /-,      s 
_i  dx      ~~  d(i  -|x|)       \x\-'^  ^'^ 

dx      ~      ^^^^      d(i  -  \x\)       |x| 

dy  d(i-y)      *^         '  ''  ^ 


per  y,^y^i 


i    dx      -       moy,)-ilJ^°y''>     d(i-\x\)  'j^' 


X 

ày  f(pyd  - 1        ^(i  -  y) 


per  oZ^y  Z.y,' 


^       Sopra  ogni  retta  x  =  cost.  -^  è  nulla  in  tutti  i  punti  meno  che  in  un  aggregato 
cii  misura  nulla  ;  ha  quindi  misura  superficiale  nulla  l'aggregato  di  tutti  i  punti  di  r  in 

"^ui  3=^^o.  Parimenti  ha  misura  nulla  l'aggregato  dei  punti  in  cui  ^r^éo  ^  y^Z-y  Z.i» 

Si  ha  quindi  : 


ff.fä.äy  =  f£{^^'ä.ä,. 


Ora,  per  o  ^y  ^y^j  si  ha 


B 

m  là/ 

t  \dx 


in  ogni  punto,  salvo  che  nell'aggregato  di  misura  nulla  in  cui  —^ — '.  '     ^  =oo; 

e  poiché  I  X/(o_y)  ^  o  e,  per  y  ^Cy^ì  f(9y)^f(Qy^)j  si  ha  ancora,  fuori  di  tale 
aggregato,   -^ 


dx 


Z.  I  ;  onde  : 

fjsfdxdy  <  j^'f    dxdy  =  2y^. 


r 

Rendendo  y^  abbastanza  piccolo  questo  integrale  diviene  cosi  piccolo  a  piacere. 

8  Basta  alterare  appena  la  definizione  della  funzione  /  per  ottenere  una  funzione 
che,  ogni  altra  condizione  restando  inalterata,  renda  precisamente  nullo  l'integrale  /. 

Si  consideri  cioè,  in  luogo  dell'unico  numero  y^,  una  successione  y^j  y^y  ...  tale 
che  )fi  >  yi^^j  limjf^.  =  o,  e  corrispondentemente  una  serie   di  interi  n^,  w^,  ...  tali 

che  n.  <  «._^j  (quindi  lim  w.  =  oo)  e  si  ponga  : 

»■■00 
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/(oj)  =  4(i-,;«) 

K'7)  =f(pjy^O  -  W;  «.)  I«  7.  ^  J  ^  « 

/(xo)=i— ^. 

Le  precedenti  esfoeasiom  delle  demate  resKranno  iuahaaie  per  jr,  ^y  ^'  i.  S 

^/  _       i /(OJ) -/(OJ^.)  r.      .^vQ  -x;  O  X  ^4>(i  -  lx|; 

dj-        i{x-j)  Koyd-Koy^d 

Sa  queste  opressiooi  si  possono  rqietere  le  osservazioiii  precedenti,  colla  s 
fiociua  che  i  sdì  valori  dl  x  per  cui  ^  ^  o  in  uo  qualunque  intervallo  t  . 
sono  quelli  dei  due  aggregati  di  misura  nulla  in  cui 

àiji  -  x;  n;)  _  d-:,{i  -  X  ;  n^..) 

Che  la  funzione  f{xy)  ora  definiu  soddisfi    alle  condizioni   al   contorno 
riesce  evidente  quando  appena  si  ricordi  ritornando  aile  notazioni  del  n®  6,  che  \ 
passa  per  i  punti  ^^^^  ...  ^^  e  col  crescere  di  n  converge  uniformemente  ali: 

S4- 
La  curva  e  e  il  campo  r. 

9.  Supporremo  che  la  curva  e  contomo  di  r  sia  convessa  rispetto  ai  punt: 
campo  R  interno  a  r,  vale  a  dire  che  ogni  raggio  uscente  da  un  punto  di  R 
in  un  sol  punto  (se  e  fosse  assolutamente  convessa,  R  potrebbe  estendersi  a 
campo  Vy  Potremo  sempre,  a  piacer  nostro,  restringere  R  ad  ur.a  parte  soltanto 
fircgito  dei  punti  rispetto  a  cui  f  è  convessa  ;  si  potrà  quindi  sempre  supporre  — 
M  farà  in  seguito  —  che  R  sia  un  cerchio,  ule  che  il  suo  coniorno  r  non  abbia 
punto  comune  con  e,  e  che  e  sia  convesso  anche  rispetto  ai  punti  di  r.  Chiamer 
il  raggio  di  Ä  ed  fl  la  sua  area  :  a  =  ìt  p" .  Indicheremo  inoltre  con  0  il  centre 
e  con  p  e  con  q  la  distanza  minima  e  massima  di  O  da  r  (sarà  f  <ip  ^  q). 

Dimostreremo  tosto  che  e,  senza  possedè  iamente  tangente,  in  ogni 
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però  rettificabile  e  quindi  quadrabile  *).  Ne  indicheremo  con  L  la  lunghezza,  con  A 
i  massima  corda.  Infine  indicheremo  con  A  l'area  di  r. 

IO.  Occorre  pel  seguito  porre  in  evidenza  alcune   proprietà   che   conseguono  alla 
urva  e  dalle  ipotesi  precedenti. 
Si  ponga  ancora 

P 


=  are  sen 


p 
4^  =:  2  are  cos  -^ . 


Sia  m  un  punto  qualunque  di  e,  mm'  una  tangente   da  m  a  r,  m'  il  suo  punto 
■"il  contatto  (Fig.  2):  w'  appartenendo  ad  r,  il  raggio  m'm  non  taglia  ulteriormente  e, 


ma  il  suo  prolungamento  la  taglia  una  ed  una  sola  volta  in  un  punto  n.  Sarà 

m'mO^^^        mOn^if 

e  la  congiungente  m  con  un  punto  di  e  interno  all'angolo  m  On  forma  col  raggio  m' m 
un  angolo  ^  m'mO  **). 


*)  Lebbsgue,  Leçons,  p.  60. 

•*)  Infatti  il  raggio  Om  esce  dal  campo  F  in  m  e  resta  in  seguito  interamente  esterno  al  campo: 
un  raggio  che  da  tn  projetti  un  punto  di  e  che  stia  rispetto  alia  mm^  dalla  stessa  parte  di  questo  pro- 
lungamento di  Om  iorma  quindi  col  raggio  m'tn  un  angolo  maggiore  di  quello  dei  raggi  Om,  n^m^ 
angolo  opposto  al  vertice  e  quindi  uguale  3i  n/mO, 


)oS  »irpo  LITI. 

Si  fissi  ora  un  angolo  x  ^^  ^ 

X  <  ?        e        X  ^  f 
Dimostreremo  che  ogni  arco  di  e  interno  ad  un  angolo  di  vertiu  O  edwpà 
è  rettificabile  ;  ne  seguirà  che  la  curva  e  si  può  spezzare  in  un  numero  finito  I  ^  —  -f: 

«...  .^       .......       ..  .a.       •  ..  \  w  Ä  J 


: 


di  archi  rettificabili  ed  h  quindi  rettificabile  essa  stessa. 

Sia  infatti  ancora  m  un  punto  qualunque  di  e.  Per  m  si  conduca  un  raggio 
tale  che  Dm 0  =  iz  —  f ;  il  prolungamento  mD'  di  mD  ha  almeno  un  puntoapp 
tenente  ad  R;  quindi  mD  non  taglia  ulteriormente  la  curva  e  e  tutti  i  punti  &cà 
stanno  rispetto  alla  m  0  dalla  pane  di  m  D  sono  intemi  all'angolo  DmO.  Si  coarù 
quindi,  da  questa  parte  di  m  0,  l'angolo  m  OD  =  x>  ^^  taglieri  mD  in  D  tei 
un  punto  d  hai  O  e  D.  Siano  ora  e,  f  due  punti  qualunque  dell'arco  md  &  c^E^ì 
le  intersezioni  di  Oe,  Of  con  mD.  Poiché  «  0/  <  x  <C  +>  ^^  retta  ef  non  inconinr. 
perciò  gli  angoli  Oef,  Of  e  sono  entrambi  >  9,  mentre  quello  d^li  angoli  Off. 
OF  E  che  è  acuto  è  <  9  (per  essere  Om  D'  =  9)  :  tqiendo  presente  che  0£>  Ot 
0 F '^  Of  si  conclude  che  FE^  ef.  Quindi  la  lunghezza  di  ogaì  poligonale ìdsoà 
nell'arco  md  k  <^  MD  ed  è  cod  ^  MD  il  limite  superiore  di  queste  poligonafi.  Onic 
la  retdficabilità  dell'arco  *). 

11.  Sia  ancora  e  un  punto  qualunque  dell'arco  m d;  si  ha  da  quanto  precede 

lungh.  arco  me  zi  mE  ^  Om 7 ^,  1 

—         —         sen((p  — x)  ' 

d'altronde 

corda  me^  Om  sen  m  Oe; 

quindi 

arco  me      .  i 

y^   • 

corda  me  —  sen  (9  —  x) ' 

e  questa  relazione  avri  luogo  tosto  che  mOe  ^x  ^  quindi  certo  quando 

corda  me  ^pscnx- 

Si  può  dunque  enunciare  che  per  ogni  arco  di  e  la  cui  corda  sia  sufficienUrm:^ 
piccola  (^  p  sen  x)  il  rapporto  dell'arco  alla  corda  i  sempre  minore  di  un  numero  pn' 

sen  (9  —  x) 

12.  Non  occorre  insistere  suirosser\'azione  già  fatta  (n°  9)  che  esistono  cur\'e  :. 
convesse  rispetto  a  un  campo  interno  e  non  aventi  tangente  in  un  aggregato  denso  di 
punti.  Il  principio  della  condensazione   delle  singolarità  dà  per  es.  un   modo   evidente 


*)  Con  considerazioni  analoghe  a  quello  del  n**  1 2  questo  risultato  avrebbe  potuto  (arsi  discendere 
dalle  proposizioni  del  Libesgue  richiamate  in  tal  11",  o,  più  direttamente,  dalle  proposizioni  dclli) 
ScHEEFFBR  in  Allgemeine  Untersuchungen  über  Rectification  der  Curven  [Acu  Mathematica,  V  (1884), 
pp.  49-82],  part.  Teor.  IV.  Per  la  sua  semplidti,  e  per  ottenerne  ancora  la  proposizione  del  n^  11  si 
é  creduto  utile  conservare  questa  dimostrazione. 
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di  costruirne.  Geometricamente  si  può  offrire  una  semplice  costruzione  d'una  tal  curva 

per  es.  come  segue: 

In  un  cerchio  di  raggio  <i  si  iscriva  un  ottagono  regolare  e  per  successiva  bisezione 
"  di  archi  si  considerino  ancora  i  poligoni  iscritti  di  i6,  32,  ...  lati.  Su  ogni  raggio,  a 
il  partire  dalla  circonferenza  si  porti  un  semento  uguale   alla   somma   dei  segmenti  (in 

numero  finito  o  infinito)  intercetti  su  di  esso  fra  la  circonferenza  e  i  lati  dei  nominati 
..  poligoni.  Il  luogo  degli  estremi  di  quei  segmenti  è  una  curva  Cj  convessa  certo  rispetto 

j  a  tutti  i  punti  di  un  cerchio  concentrico  e  di  raggio  -j=z  e  non  ammettente  tangente 
nei  punti  che,  rispetto  al  raggio  che  dal  centro  proietta  un  vertice  dell'ottagono,  hanno 

,    anomalia  della  forma  k-^  i^^  ^^  ^  mteri). 

I  Deve  però  notarsi  che  l'aggregato  dei  punti  di  e  in  cui  non   esiste  la  tangente    ha 

j  misura  lineare  nulla  (cfr.  n**  3).  Si  conducano  infatti  le  tangenti  a  r  parallele  ad  una 
direzione  arbitraria  (/..  Esse  segheranno  sopra  e  due  archi  appartenenti  alla  striscia  com- 
presa fra  di  essi.  Si  chiamino  (x  e  v  un  sistema  di  coordinate  ad  assi  (J^  =  o,  v  =  o 
rispettivamente  parallelo  e  normale  alla  direzione  (x  :  le  rette  (x  =  cost,  appartenenti  alla 

^  striscia  nominata  intersecano  uno  qualunque  di  questi  archi  in  uno  e  in  un  sol  punto  : 
l'arco  medesimo  rappresenta  quindi  una  funzione  v  :=/(jjl);  e  tal  funzione  è  continua 
e  a  numeri  derivati  limitati  (<[  cot  ç).  Tal  funzione  ha  quindi  derivata  per  ogni  [l  tolti 
al  più  quelli  di  un  aggregato  di  misura  nulla  *).  È  quanto  dire  che  sull'arco  conside- 
rato l'aggregato  dei  punti  in  cui  può  mancare  la  tangente  corrisponde  ad  un  aggregato 

•  di  valori  di  (x  di  misura  nulla.  In  conseguenza  della  proposizione  del  n°  11,  il  rapporto 
fra  la  misura  di  questo  aggregato  di  punti,  fatta  lungo  la  curva  e,  e  la  misura  dell'ag- 
gregato dei  (i.  corrispondenti  è  finito.  L'aggregato  di  quei  punti  ha  dunque  misura  nulla 
sull'arco  considerato.  Ora  è  chiaro  che  la  curva  e  può  spezzarsi  in  un  numero  finito 
di  archi  compresi  ciascuno  fra  due  tangenti  a  r  parallele.  Ne  segue  la  proposizione 
enunciata. 

13.  Se  in  particolare  si  considerano  i  punti  comuni  a  e  e  a  un'altra  curva  y,  sarà 
naturalmente  di  misura  nulla  l'aggregato  di  questi  punti,  in  cui  e  non  ha  tangente.  Pos- 
siamo aggiungere  che  se  tali  punti  sono  in  numero  infinito,  in  essi,  esclusi  al  più  quelli 
di  un  aggregato  di  misura  nulla^  e  e  ^  hanno  la  stessa  tangente.  Supponiamo,  per  preci- 
sare la  nozione  della  curva  y,  che  questa  abbia  in  ogni  punto  tangente  unica  e  deter- 
minata. (L'ipotesi  non  ha  nulla  di  essenziale,  per  es.  potrebbe  la  y  essere  della  natura 
medesima  della  c\  però  sarà  quello  il  solo  Osò  che  si  presenterà  in  seguito).  I  punti 
comuni  a  e  e  a  Y  si  distingueranno  in  un  aggregato  numerabile  N  formato  dagli  estre- 
mi di  segmenti  di  y  che  non  contengono  punti  di  e  e  in  un  aggr^ato  P  formato  dai 
punti  limiti  di  iV.  P  a  sua  volta  si  distinguerà  in  un  aggregato  di  misura  nulla  N'  nei 
cui  punti  e  non  ha  tangente  ed  in  un  aggregato  residuo  T,  N  ha  misura  nulla,  quindi 
anche  N  •-\'  N\  La  tangente  poi  a  e  in  un  punto  m  qualunque  di  T  è  il  limite    delle 


*)  Levi,  Ricerche  suUe  funzioni  derivate,  1.  e,  pag.  437  ;  Lbbesgue,  Leçons,  L  e,  p.  123. 


'-a  m^wwi  &EVS. 


vxa:ur.]f^.c   :iu»j.'.  jiicxn   rr.ti   uli  siczs&cixic:  n:  nine  £  x  xfhr  s  .arriomiìr'  lEno:- 


Tjcnc^  ;«:   ^.    r^   icsrmriürt    nieiis   r?ng    s:  tuc  ^aiimn-  ssqruiBrx:    xxna  fffirrygair^ 


yirxi  ::  -?*L  *  j  i^j^  n  zû^  sima,  fut  gitfi    rnnre-   jbcz  gvzrs:  ^  -^-^^Mw^rm-  x  -  n  t. 

raîîc-r^   ::   ::uîr»û±  '»tu:  ^»'.ctl  rumcmr»   i.tgrnmnfTTTg-  ìl  Dfeao  süiSCJi  t  irr  mcaci^ 
isir.c  rr.tiru'-.   ::   -  lì.  pi--:  ìithutdc  1  r  ì  ì  ^  per  ni  t«»«^'^  Xca^eaûc^  t  i  :..  jas: 

s  5 


15,  Sii  i(xi;  "^  =i  finâjce  :r^:''y  ir  F  e  sci  axnonio  £.   3ì--<ìi*»t     Sdì  j[  [ 
:'  .irr.rjt  r-rtrfcrt   :*f  pjct  tiLlctì  lsscì-zzL  Szl  cctrtcrzo  r  sf  sctcxk»  îiDcine  che  i  'n    ' 

-^Vi  ,   •,...    j^,  :.  ^r.irc  s-:er:.:rc  1:    ^-      5-rri:r_ii:zc  iiifzê  che   i'xn)    ^    irii^rir.: 
r.  r 

' ':;.:-i';r-:;r.".  ^er.eri.rr.c'tc  j^c'    ^'  ".''    -   — -^  r_r-d:De  iefniti  Del  meco  se^^enti: 

•  —  7 
■.-.-•-.',    .    I     ■/   c.':irr.:   '-« '^  ••    ;  ^^  "^  -i  runzirnc  j~c  iz  Y:-^  cciiiciic  colli 

!«     X    —    ~     T-i    1   •     *■    —   "     *i    T  i 

'  w^    *    ;  ",  :  :';r.  .''j  :r.  c:2cc--r.  r-n:j  l  vigere  ere   ••^*^;'}  tjl  ne.  p'-into  corrisponiecte 
;/<  '     '//.'/v/  ;     ^;  :'.(;.  r.v-.2  ztïT.ZLt  .LT.'.iiU  :rj  :  jjr.::rz:  .-  e  .*r,^-  prence,  su  oc^i  rj^î^c 


*^  T-»  f.f./.'/r.-  w ''/;*,  :'e  cjf  si  corisieri  ^J^r.  ieve,  r.ejes&iriimctrte,  essere  assogeettata  lue 
'/':./.'/;..  >.  '  '  >!  ''y.r. >..' .-^-ir-.o  pero  :c  sccssc  siir.ro'.v^  r-r-nor.ile  perche  1  quelle  funzioaì  avranno 
',   vi/y,*'/  :;  >^^.^^^   ip^iiiiri'^r.i  le  cor^ieridv^ri  ii  cue5:o  ;". 

••y  ^ rU  \\  t/'  >  «:  vt^,  c  Là  ta%-oü  »id  segrà  in  rjìe  della  Memoria.  A.-rerro  che,  salvo  dichiararìc^nc 
',i,^i*n4  .  t^Y/'  v/TKVtrvcrar.iio  costintemcntc  il  sìgninca:o  ^.^  é  predsato  a  voha  a  voha  che  sì  intro 
'*  v/,//  i     i,*r  ^  *l4Ïtr/ftûi:  ruordato  nella  detta  uvola. 


SUL  PRINCIPIO  DI  DIRICHLBT. 


311 


U{xy\h)  =  ±-JJu(ixy\U^)dldn. 


•per  P,  il  valore  di  u  nel  punto  in  cui  questo  incontra  e.  Si  ponga  infine 

li 

'  R 

i  Sarà  utile  pel  seguito  trasformare  alcun  poco  questa  definizione: 

i-  Si  consideri  (Fig.  5)  il  campo  ^(xyl^)  omotetico  di  r  rispetto  al  centro  (^xy)  e  al  rap- 

Î  porto fì~ì  ^  seconda  della  posizione  di  Çxy),  R  potrà  essere  totalmente   interno   o 

F  totalmente  esterno  o  parte  interno  e  parte  esterno  a  ^{xy\^):  Si  chiami  generalmente 
'  B(^>'l^)  ^^  P^^^  ^^  ^  esterna   a  (l|(xy|e),   ^'(xv|ö)  la  parte  interna.  Se  P(çï)) 


\/'  i 


Per  rendere  possibile  la  rappresentazione  grafica  si  -son  dovuti  concretare  in  due 
archi  gli  aggregati  dei  punti  comuni  a  e  e  a  r(jc^lô)  i  quali  potrebbero  ben  essere  in- 
vece aggregati  non  densi.  L*arco  comune  a  e  e  a  r(xylô)  a  sinistra  rappresenta  così 
Taggregato  che  ai  n'  22  b)  e  22  e)  è  indicato  con  r^ ,  Tarco  analogo  a  destra  r,  ,  i 
due  archi  che  compleuno  r(x^'O)  costituiscono  r,  ,  l'uno  intemo  a  F,  Taltro  esterno. 


appartiene  a  ^'(jcj^lö),  l'omotetico  di  Çxy)  rispetto  a  P  e  al  rapporto      ,  ^  appartiene 
a  T;  si  ha  quindi 

[(Sn)  in  %'ixym     u(xy\lr>^)  =  u[x  +  ^x  -l),y-^^(y-  -,)]. 
Se  invece  P(Çvi)  appartiene  a  ^(jc>'|0),  uÇxyUr,^)  è  definito  (secondo   quanto 


-â 


^fj»i^r)i^ir = ^ff»(F-y^^ 


âoae,  c  m  V  fjppmeatmo  le  «arijbfi  idjôve  ad 


cE  cdordiiu 


(5)  U(xy]h)  =  ^JJ'u(jL.)df.d.-\--Lfj\ixyr.x9)dUx. 

Si  chiami  r^  il  campo  coratme  a  tutti  i  campi   y^^  quando   P(;i^)    percorre 
CMO  non  sarà  illusorio  tosto  che  4  è  sufficientemente  piccolo  e,  tendendo  0  a  o,  tee 
a  coinàdcre  con  f.  Il  caso  in  cui  (xjr)  appartenga  a  r^  è  perciò  particolarm^ite  i 
portarne;  allora  il  campo  ^(xj\h)  si  annulla  e  si  ha 

(5,  Q  Uixy\H)  =  ^ffu(j..)Jf.d.. 

16.  Dalla  formula  (4)  ä  ha 

R  R 

vale  a  dire  //i  futtTiione  nudiairiu  h  anch'essa  limitata  ed  il  limite  superiore  del  suo  i 
dulo  i  minore  0  uguale  al  limite  superiore  di  \u\. 

Inoltre,  quando  {xy)  sta  su  e,  a(x^|;Tfj6)  =  i*(xj);  quindi 

Uixy\V)  =  ^u{xy)J  fdU^  =  u^xy), 
vale  a  dire  /a  funx}ùm  mediatriu  assume  1  i  medesimi  della  funzioni 
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^       Vogliamo  aggiungere  che  la  funzione  mediatrice  U(xy\^')  h  continua  in  T  e  su  e 

^-Quand'anche  non  sia  contìnua  la  funzione  u. 

^B        17.  Per  ragione  di  semplicità  considereremo  prima  i  valori  di  (xy)  interni  a  r^: 

ìsiste  allora  un  intorno  di  (^xy)  di  cui  tutti  i  punti  appartengono  a  P^;  sia  (jc-f-S^ ,  J'+^a) 
jpn  punto  di  un  tale  intorno.  Le  aree  R(^xy\^)y  Ä(^+ ^,  5  3' +  ^a|ö)  sono  fra  loro 

congruenti  per  traslazione  secondo  il  vettore  [^ >']"""  [^  "f"  ^1  (^  "f"  ^))  ^^  H~  ^aC^  +  ^)]-  ^^ 
■*^j  e  S^  sono  suflBcientemente  piccoli,  esse  hanno  quindi  una  parte  comune,  e  ciascuna  di 
^^isse  contiene  inoltre  una  parte  non  comune  all'altra;  chiameremo  Z  e  Z'  queste  due  ultime 

parti  ;  esse  sono  congruenti  e  la  loro  superficie  è  evidentemente  ^^^P^^Ì  +  ^K^  "f"^)- 

Se  quindi  si  pone  V^]  +  ^2  =  ^  ^^^^j  P^^  ^^  (5>  ^ù^ 

Segue  che  (6  restando  fisso)  \UCxy  \  0)  —  U(x  +  X, ,  3'  +  ^ J  ö)|  tende  uniformemente 
a  o  con  ^^  e  X^ . 
^  18.    Un   po'  meno    semplice  è  il  calcolo  quando  i  punti  {xy)y  (^  +  ^, ,  >  +  ^a) 

•.non  appartengono  a  ì\.  Ricorreremo  allora   alla  formola  generale  (5)  ed  avremo 

^*  it^(A7iö)-u(.v+fi.,^+sjo)i^i-^|yy«(^v)d(*(/v_yy«( 

+  -^\ffuÇxy\i'r^b)dUr,-  ffuix  +  \y  +  ^^[Uh)did'i,\, 

^  La  prima  differenza  è  quella  stessa  che  è  stata  considerata  nel  n°  prec.  Si  ottiene 

•*  quindi 

Le  aree  "^(xylh)  e  ll(^  +  ^  ,^'  +  '5,10)  sono  segate  in  Ä  da  due  linee  e(xy\H)^ 
c(a-j-Sj,  3^-j-Sj6)    omotetiche  di  e  rispetto  ai  centri  (xy)y  (^  +  ^, j>'  +  ^a)  e  al  rap- 


porto   g-      fra  loro  congruenti  per  una  traslazione  secondo  il  vettore 

l'yrl'  +  K'-^^y  +  K'-^] 

(cfr.  la  Fig.  4)  *);  esse  hanno  quindi  una  parte  comune  che  chiameremo  j5(-^>'|ö)  e  una 
parte  non  comune;  questa  seconda  si  comporrà  generalmente  di  due  parti  K^  e  K^ 
appartenenti  Tuna  a  |1(a7  1 6)  [e  a  fl[  (x  +  S^ ,  ^  +  S J  6)],  l'altra  a  ^  (x  +  X, ,  j^  -f-  Xj  6) 


*)  In  questa  figura  le  lettere  e  del  testo  sono  rappresentate  da  lettere  minuscole  tedesche. 

RmU.  Cir€,  M*Um,  PiUêr9tê,  t.  XXIX  (1906).  —  Sumpato  il  14  «ettembre  1906.  40 


(t-'S-  4). 

Si  ritrovano  in  questi  Bgura.  gU  aggregati  r^  e  r^  rapprc^trntatì   <]4tglì    stcìisi    ai  chi 

che  nella  Hg.  ^^  comuni  a  e  e  a  r(xi'IÛ)  rispettivamente  a  sinistra  e  a  destra.  Il  con- 
fronto fra  le  due  figure  pone  m  evidenza  U  coiMportamento  reciproco  dei  due  4ggn^ati 
rapporto  alle  due  imegr azioni  considerate  ^  n*  12  fr)  e  33  cy 

base  la  somma  delle  lunghezze  dei  segmenti  di  €^(x_y|9)  intemi  ad  ^  e  dei  segnKiiQ 
di  r  compresi  fra  le  due  curve  e(x)'|9)  e  c(a-^X^,  j^-j^X^|6).  Chiamando  X  la  pare 
che  appartiene  a  r(xy]Ö),  questa  base  sari  quindi  <^\  -{-  2x^  e  U  contributo  d«^ 
integrali  estesi  à  K^g  K^  nel  valore  di  \U{xy  \  Ô)  —  U{x  +  ^^  j  Jf  +  S^  f  8)|  è 

^  ä  ^      8      *' 

Sìa  poi  (t  yi)  un  punto  della  pane  ^  (xy  |  ^)  ;  «  (xy  |  Ç  ïî  9)  —  '*  (^H"  ^1  ?  J^  +  ^  J  ;  's*) 
è  la  differenza  dei  valori  di  u{s)  nelle  proiezioni  di  (.vj)  e  di  (jt-J-S,  ,  jy -(^  S^)  da  (;x} 
sopra  e.  Tosto  che  0  e  Jï  sono  abbastanza  piccoli,  la  distanza  di  queste  proiezioni  e 
<;  iS(i  -|-  ())^  dove  k  è  una  custante  cht  dipende  soJo  dal  campo  r  *^;    e,  sempre 


•>  Chiamati  infatti  A,  B,  P  ì  punti  (jf>),  (jr-f  S,,  v  +  SjX(Ì*])*  ^  ^  ^  le  proieaoni  di  ^eHii 
P  su  e,  SI  ha:  sen^?fî<-jj^,  ^Ô*^  —         ^T"  <  j^  ^^p]^^  ■  ï*i  P<»chè    P   appartiene  * 
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Eàiendendo  S  sufEcientemente  piccolo,  si  può  quindi  supporre  sufficientemente  piccola  la 
istanza  di  questi  punti  perchè  si  possa  applicare  la  proposizione  del  n°  ii,  e  conclu- 
lere  che  la  lunghezza  dell'arco  di  e,  conìpreso. fra  di  essi,  sarà  <;/;äS(i -}- 6).  Quindi, 

äk      .  ,  .    du 


x>ichè 


1 


ds 


^ 


\u(xy\^y>ò)-u(x-\-\,y-\-ìi,\Un<3hkKi-\-By, 
^l>nde,  l'area  di  ^(x)»  1 6)  essendo  ^  a, 

Raccogliendo 

Sulle  formule  (b)  e  (e)  si  vede  che  entrambi  gli  addendi  in  cui  si  è  scomposto 
\U(xy\h) —  [7(x-(-Sj,  >'  +  ^JÖ)|  tendono  a  o  con  X;  onde  l'enunciata  continuità 
di  ulxyl^y 

19.  Occorre  pel  seguito  che  si  fissi  un  limite  superiore  al  valore  di  X.  Osserviamo 
che  la  parte  di  c(x)f  |6)  contenuta  in  R  ha  corda  ^  2p;  l'arco  di  e  che  le  corrisponde 
nell'omotetia  di  centro  Çxy)  e  rapporto  —  6  ha  quindi  una  corda  ^  26p. 

Col  diminuire  di  6  questa  corda  diminuisce  quindi  indefinitamente:  onde,  per  6 
sufficientemente  piccolo,  si  potrà  affermare  (ricordando  un'osservazione  del  n°  11)  che 
tale  arco  di  e  ha  lunghezza  <  2  6  fc  p.   La  lunghezza   X  è   uguale   a  questa   lunghezza 

■'  moltiplicata  per  -g-;  quindi 

l  X<2Äp. 

Per  6  sufficientemente  piccolo  è  dunque 

il  X  +  27Cp<2p(fc  +  7c). 

i.    Dopo  ciò,  raccogliendo  i  risultati  di  (i)  e  (e),  si  ha 

,    (^d)\Uixy\h)-Uix-[-h,,y  +  Km<[-^-^(.2+n+h)-L^ghkyii+b). 


A'  P  ff  P 

I      S^*^''^)'  ~Tp  '^  ^  +  ^'   ^'^^^  pa^nt,  a  causa  di  questa  stessa  relazione  e  dell'analoga  ■n-p<i  +  Ö 

i     il  segmento  AB  è  tutto  estemo  ad  R  tosto  che  8  (lunghezza  di  AB)  e  6  sono  sufficientemente  piccoli 

'       I  basterà  per  es.  che  6  e  8  siano  ^  ^       ^  I  ,  e  lo  stesso  avviene  di  conseguenza  del  segmento  A'B^. 

A    causa  della  convessità  di  e  rispetto  ad  ogni  punto  di  R  (compreso  il  contomo)   l'angolo  A'B'P  hn 

perciò   un   minimo  %'>o.  La  precedente  espressione  di  A'ff  dà  allora  AB  <^ (1  +  Ö),  espres- 

sencpo 

sione  identica  a  quella  del  testo,  ove  si  ponga  ür  = e  si  osservi  che  i<B  =  8. 

^  sen<p^ 


I 

{lu  aBTM 


^^^—n-Mi'}^ 


-z  M  mesDi  jfTvuxBn  i  umiD 


"icitoxi  cvt^  ^  t  ^  sfxiia  giitw  .f  iir  itf  iik  w  »w.» 

«  finte  :«r   >fv  wi&j    a   T.    '-ran'  il  »»  r  3WB  Â1  :aM&irw. 

.^xicne  Um   ncAmmcexam  *   i  aiair^  i  zsaa  jêsl  ^  ■■^■■^  ■-»»-»  -£  soma  'x^  » 


-')  -^-•'"'•'~- ' -=-i-^  /  ^ 


5  a    noor^tuEaaa  jc  ones  jacrnnan*  •  = 

ünstuwt  '^  XT  graiitrrw  t'r  — 1  »^ 
^rasònne  rmesn  t  »  «hm  £x  sbsk:   i 

*"■  "  —        •  ^  •»         —        ^ 


Pi—-:  .— ^ 


J 


».^.  #.—       — •■ 


V  *  V    -  i;r.-jcr    '  •  ira.:».!  zjin   »  t  izxi   T    ^ccrss  fn   :  i   :  —  t^  s  2-i  ^sir:: 


Z  ^i 


--  =  — J-i      uj^—fK^   —  Ili.  — tL-.  ÎÎI  :-^i, 


t  xju:r.e,  zcr  a  ujczzx^su  z^ljì,  -a.  si  ru«:  3;mk^  i.  rmig  icc:  :i  òse::«:  ^  rargrAPCC^ 


r  -4-  X  -«^  - 
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)ve  da  è  relemento  d'arco  sulla  circonferenza  r(xy\^)y   per   una  conveniente  scelta 

ìUa  direzione  positiva  su  di  essa  (in  modo  che  -7-    sia   positivo   all'uscita    dall'area, 

ìgativo  all'entrata). 
Si  ha  ancora 

dv d X  dy  ^,    dydx 

da       ddd^L^  dddii^ 

iguaglianza  trovata  può  dunque  scriversi: 

ide  risulta  la  derivabilità  di  U{xy\^)  rapporto  a  una  qualsiasi  direzione  a  [e  lavali- 
tà  inoltre  della  relazione  fondamentale  (2)].  L'espressione  medesima  mostra  che  le  de- 
vate sono  finite  ove  si  tenga  presente  che  [«(aj)]  <cDll;  e  mostra  anzi  che,  per  ogni 
fisso,  esse  sono  limitate: 


dUjxylb)] 


â(x 


^2Trpja(i+e) 


21.  Meno  semplice  è  la  dimostrazione  quando  il  punto  (^xy)  non  appartiene  a  Fq. 
ha  allora  dalla  (5) 


+  -fj      ff<x+^^,y^\^riò)d^dri-JJi^xy\Umàyi^ 

Chiamiamo  u{xy\}^7Ì)  la  funzione  di  ($yi)  che  in  ogni  punto  (Çtj)  di  -R  ha  il 
ilore  assegnato  ad  u  nel  punto  in  cui  il  raggio  (C>i)(x^)  incontra  la  curva  e.  La  fun- 
:)ne  u(^xy\^r{)  non  differisce  da  u(xy\c,ri^ï)  —  considerata  come  funzione  di  (Çn)  — 
i  punti  di  ^(xy|9)  e  cosi  «(^  +  '\,  3'  +  ^jS>i)  non  differisce  da  f^x-f-^,,  ^^-f-Xj^r.O) 
-considerata  come  funzione  di  (Ctj)  —  nei  punti  di  ^(jf  +  ^,>  3^  +  ^al®)*  ^^  ^^ 
ora 

J Ju{x  +  ì^^,  y  -\-\\U^)dUy^  -  J Ju{xy\U^)dUr, 
+  [      Jfû{x^\,y^K\lr;)dldr^-JJû{x^\,y  +  K\ly^^^^ 


I 


f 


;;t,>s;a 


'ç.?^  ^  s   niiirn  zin  -ai's^  !a.  ôxzzzboik  % 
âme  ü  :.   ^  ta 

ì 

=  '  ^: -'7-^  <  -  :  —  i\  £  T,  —  r  X7  £^      '  '~^  ?       ' 

.ini--.-:=   /    /   — -— -Jni ^ ^ = ^-^T^r^^r 

f .-  - 
*  " ' •  •^^   •*^— V*    '    '**fcr!ïnzs  jL  ü  'T"x^'"-r'- -^  _i_;i>'^  — >**  -»^    ■ye*.-    -^       ,-^'r       ^   .  .7 

'  :.-f-.','    "(i^'c''"    ici:li       .  i  ^Ai^    iczLrrrtTj.  risene  1 — '^rnnLzs.    lii  zii  ^scr;  — ttti  _ff  ?■ 

.   ,       -^        .     .         -  --  i      ■'*-=^- 

j 
I 


C  ,  ^A»^'**''  ■»«*  *^*  >vnpiesaBisant 
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d  come  il  secondo  membro  della  (^)  tenda  ad  un  limite  col  tendere  di  S  a  o,  onde 
_  jue  l'esistenza  di  ^  ^^  (dove  [/.,  come  al  n°  20,  indica  una  coordinata  tale  che 

linee  [l  =  cost,  siano  le  perpendicolari  al  vettore  [■x')']~''[x  -f-  ^, ,  >'  -f-  Sj). 

Ma,  ad  eliminare  le  restrizioni  che  pur  si  sono  dovute  ammettere  provvisoriamente 
r  giustificare  gli  accennati  passaggi  al  limite,  e  a  portare  il  dovuto  rigore  nelle  pre- 
denti considerazioni,  occorre  qualche  più  minuto  sviluppo  che  sarà  oggetto  del  n°  se- 
lente. 

22  a.  Riprendiamo  adunque  l'espressione 

H^  r  ru[si^+K.y+K\^yt)]-^[s(ixym]  s(ix+l,y+K\lyi)-sixy\lf^)j,j.^ 

ì  ha  anzitutto 

s 

^,,^,«0      s(ix  +  \,x  +  \\iri)-s{xy\lyi)  ds 

il  ricordi  inoltre  che  la  curva  e  ha  tangente  ovunque,  tolto  al  più  un  aggregato  di 
)unti  di  misura  nulla  (n°  12);  questo  aggregato  è  proiettato  dal  punto  (^xy)  secondo 
m'aggregato  di  rette  i  cui  segmenti  contenuti  in  ^Çxy\^)  costituiscono  ancora  un  aggre- 
-^ato  di  misura  superficiale  nulla;  e  se  si  chiama  '^*(^xy\  6)  ciò  che  si  ottiene  da ^(x)'  1 6) 
»opprimendo  tale  aggregato,  si  potrà  pensare  l'integrale  i/ esteso  al  solo  campo  ^*(^y  |Ö) 
senza  alterarne  il  valore.  Se  allora  si  chiama  >.  la  projezione  di  Çxy)  da  (^yi)  su  c, 
7  la  direzione  (.xy)^^^)  e  l^=:l^(ln)^  l^z=l^(^n)  le  lunghezze  dei  segmenti  X^($7i) 
e  Çxy)^  (^r,)  e  si  chiama  t(X)  la  direzione  della  tangente  a  e  in  a,  e  se  con  55  si  indica, 
nonché  la  lunghezza,  anche  la  direzione  del  vettore  [^.y]*''  [-^  +  î^, ,  ^^  -f-  ^J? 

Si  noti  infine  che  -j—  è,  per  ipotesi,   funzione   limitata   dell'arco  e  quindi,   qualunque 
Siano  5,  .,  4^(^  +  S.,^  +  \l^^)]-4K^yl^^)]  è  funzione  limitata  di  8,,  S,;  che 

del  pan,  per  le  ipotesi  fatte  intorno  alla  curva  e,  il  rapporto  -^^ — ' — -^^—^ — ^ — ^ ^^-^ — - 

0 

resta  compreso,  in  tutto  il  campo  d'integrazione,  fra  limiti  determinati  e  finiti:  si  con- 
clude che  il  Ì\m—-H  si  può  ottenere  passando  al  limite  sotto  il  segno  d'integrazione  *). 


•)  Infatti  mentre  8  tende  a  o,  la  funzione  sotto  il  segno  d*integrazione  resta  costantemente,  in 
valore  assoluto,  inferiore  ad  un  limite  assegnabile  ;  si  può  quindi  applicare  la  proposizione  dimostrata 
dal  Lbbesgue  nelle  citate  Leçons,  pag.  114. 


Obde 

(0     {  *^^ 

22  b.  Passiamo  ora  a  considerare  la  dîflferenza  K;  came  si  è  osservalo  al  i^: 
si  può  su  di  essa  operare  come  sul  secondo  membro  deDa  (é)  e,  conservando  i  à 
boli  i  significati  analoghi  a  quelli  adootaii  al  n^  20|  ai  ffUMgt  oofiL  aH'uguagiiaDB 

e  la  sola  difficdtâ  che  à  opponga  a  trasformale  ukerìormente  il  a^  membro  avtfi 
spressione  analc^  dd  n^  20  consiste  in  dò  che  la  funzione  i»(fLv)^    essendo  per 
finizione  nulla  fuori  di  T,  e  non  generalmente  nuDa  S8  f  ed  in  r,  non  è  più  caoii 
nell'area  d'interazione  costituita  dalle  due  famuk  annpre&e  fina   ^C^^l^}  ^^(''h 
jf  -f~  ^a  I  ®)»  (^^*  3)»  ^unmettendo  un  saho  lungo  la  linea  e;  onde  non  si  può  aenx'ib 
efiettuare  l'interazione  relativa  a  a  applicando  il  teorema  ddla  media.  Le  rette  v  =01^ 
si  distinguono  allora  in  due  aggregati  costituiti  l'uno  da  qudle  rette  che  non  ta^^l 
entro  quell'area,  l'altro  da  qudk  rette  che  tagliano  e  entro  essa  area.  Riguardo  aOe  jm 
rette  si  ragiona  (integrando  rispetto  a  (&)  come   nd  n^  ao:  dimostreremo  che  he 
sura  dell'aggregato  dei  valori  di  v  cui  corrispondono   le  altre   tende  a  o  con  Î.  Ti 
aggregato  si  può  infatti  distinguere  ancora  in  due  parti:  l'una  costituita  da  valori  ìv 
corrispondenti  a  punti  comuni  area  r(xvi8),  l'altra  da  valori    di  v  non   corrispot| 
denti  a  tali  punti.  Fra  i  primi  punti  possono  eventualmente  trovarsi  i  punti  diconua:! 
di  r(A-v  ^)  colle  tangenti  v  =z  cost.;  in  ulc  ipotesi  si  rinchiudano  tali  due  punti cni:^ 
segmenti  di  r(Av|6)  di  lunghezza  totale  arbitrariamente  piccola  £.  Esiste  allora  une 
golo  T  tale  che  tutte  le  rene  v  =  cost,  che  incontrano  r(.Y_yiÔ)  fuori  di  tali  s^men:. 
formano  colla  cur\^a  angolo  >  a:  si  è  mostrato  (n°  14)  che  la  misura    dell'aggrega: 
dei  punti  comuni  arca  r(xv|ö)  per  cui  passano  di  queste    rette,   le    quali    s^fe 
ulteriormente  e  ad  una  distanza  <  X  tende  a  o  con  S.  Osservando  allora  che  t  è  r 
bitrariamente  piccolo,  si  conclude  che  tende  a  o  con  X  la  prima  parte    dell'aggrega 
I  valori  di  V  della  2*  parte  (cui  corrispondono  cioè  rette  v  =  cost,  che  tagliano  e  ne 
campo  d'integrazione  ma  non  passano  per  punti  comuni  area  r(x^|6),  sono  interni 
ai  segmenti  complementari  all'aggregato  dei  valori  di  v  appartenenti    ai    punti    comuü 
a  e  e  a  r(xv|Ö);  sia  C  la  lunghezza  totale  di  questi  s^:menti;  esiste  un  numero  finito 
di  essi  la  cui  lunghezza  totale  e  ^  —  e^  (e^  arbitrariamente  piccolo),  ed  entro    ad  ess 
si  possono  determinare  altrettanti  segmenti,  non  aventi  con  essi  estremi  comuni,  la  cu: 
lunghezza  toule  sia  ^  —  e,  —  e^  (e^  ancora  arbitrariamente  piccolo).   Poiché   a   quesu 
inter\'alli  e  ai  loro  estremi  non  appanengono  punti  comuni  a  e  e  ad  r(x3r  |6),  la  mi- 
nima distanza  fra  i  punti  d'intersezione  di  e  e  di  r(xy\^)  colle  rette  v  :=  cosL  appai- 
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lenti  a  tali  intervalli  ha  un  limite  inferiore  <y  >  o;   e  tosto   che    ^(i  +  Ö)  -<  d    la 
plsura  dell'aggregato  dei  valori  di  v  costituenti  la  2*  parte  è  <£,  +  £,;  anche  la  mi- 
ra di  questa  seconda  parte  tende  dunque  a  o  con  J. 

Dopo  queste  osservazioni  il  ragionamento  del  n^  20  permette  di  scrivere 

m  -gi- j      J  J  u{\L>i)d\Ld>f  —  j Ju{\L>i)d^d^ 

■<ove  X  tende  a  zero  con  S  ;  e  tendendo  d  a  o,  le  rette  v  =  cost,  sulle  quali,  al  variare 
Ï  X(t  -)-  6)  fra  <7  e  o,  l'integrando  del  2°  membro  potrebbe  eventualmente  subire  una 
iscontinuità,  tendono  ad  un  aggregato  di  misura  nulla,  mentre  il  modulo  dell'integrando 
ìsta  sempre  ^  2  ^  ;  si  può  quindi  passare  al  limite  sotto  il  segno  d'integrazione. 
jndt  si  ha: 

Per  ottenere  l'integrale  scritto  nel  2°  membro  occorrerà  distinguere  i  punti  della 
"nrconferenza  r{xy\h)  che  sono  interni  o  esterni  a  T  da  quelli  che  appartengono  a  e. 
"^ulle  rette  v  =  cost.  passanti  pei  primi  si  ha  invero  lim  m([jl -j- ::rX,  v)  =  «((xv)  =  «(xy)  ; 

3ulle  rette  v  =  cost,  passanti  per  gü  altri  (da  cui  si  deve  già  pensare  soppresso  l'ag- 
gregato di  misura  nulla  precedentemente  considerato)  si  ha  invece  lim  «((x-f-sS,  v)=|^^  ^ 

a  seconda  che  si  tende  al  punto  considerato  dall'interno  dell'area  r  o  dall'esterno.  Si 
indichi  con  r^  la  prima  parte  di  r(xj'|6),  con  r^  l'aggregato  dei  punti  di  r  (x}' 1 6)  che 
appartengono  a  e  e  nei  quali,  movendosi  nella  direzione  (^  +  S,,  }'  -f-  ^iT'^^C^y)  si  esce 
dall'area  r,  e  con  r^  l'aggregato  dei  punti  di  r(^xy\h)  e  di  e  nei  quali,  movendosi  se- 
condo tale  direzione  si  entra  in  r.  Si  ottiene 


•)  L'integrale  qui  scritto  non  è  cioè  che  quello  che  si  otterrebbe  nell'ipotesi  che  fosse  permesso 
applicare  il  teorema  della  media  nell'integrazione  rispetto  a  jjl  su  tutu  le  rette  v  =  cost,  per  cui 
V,  ^  V  ^  Vj.  Il  fatto  che  per  un  certo  aggregato  di  queste  rette  tale  ipotesi  non  corrisponda  a  verità 
implica  che  l'integrale  del  2°  membro  differisce  dal  primo  membro  per  la  differenza  fra  il  contributo  in 
esso  integrale  delle  rette  v  =  cost.  per  cui  l'ipotesi  non  si  verifica  e  il  contributo  delle  stesse  rette  nel 
1°  membro.  Ora  si  noti  che  l'ampiezza  dell'intervallo  d'integrazione  rapporto  a  jx  è  5(i-|-ô)  e  la  mi- 
sura (lineare)  dell'aggregato  dei  valori  eccezionali  di  v  =  cost,  tende  anch'essa  a  zero  con  8,  come  so- 
pra si  è  dimostrato  ;  che  inoltre  la  funzione  integrando  è  limitata  (in  valore  assoluto  sempre  ^  ^)  : 
ciascuno  di  quei  due  contributi  è  dunque  infinitesimo  con  ò  d'ordine  >-  i.  Questo  esprime  il  termine 
8x  àeì  testo. 

Rimi,  Cir€,  Uut9m,  PuUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sump«to  il  15  settembre  1906.  41 
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aa  c  Remz  iofine  a  con^derarsi  k  dtfTerenza  /  [n**  21  {1)]: 


Trasformercma  dapprima  cmsamo  dei  due  int^rali  tli  cui  essa  si  cm 
gü  nel  n"  17  si  chiami  c^e(jr^|6)  U  contomo  di  ^(xyi^%  lìnea  omo 

spetto  al  centro  (xy)  e  al  rapporto  d'omotetia  —  -^  (^ìg-  h  4)  *)'  Si 
inoltre  trasformate,  come  negli  sviluppi  precedenti,  le  variabili  dHoi^r^oi 
nuove  pLv  corrispondenti  a  lince  coordinate  parallele  e  normali  alla  direzk 
tore  [jcyj^^fjt  -[-  ì^ ,  y  ^  S^].  Ciascuna  retta  v  ^:  cost,  potrà  sc^gare  e  in  u 
di  punti,  anche  infinito  e  non  numerabile;  e  siccome  le  intc^azioai  dei 
della  differenza  /  debbono  estendersi  alte  sole  arce  fl[(jcvlô),  flf(-"t-h^4î 
rispettivamente,  qualche  dubbio  sul  concetto  di  tali  integrazioni  potrebbe  m 
intersezioni  ;  si  noti  però  che,  poiché  e  e  quindi  e  sono  rettificabili,  al  più 
grcgato  numerabile  di  queste  rette,  l'aggregato  di  quelle  intersezioni  può  ^ 
non  nulla  **)*  Sopra  ogni  altra  retta  tale  aggregato  sarà  diiuso  noo  denso 
nulla  onde  Tintegrazione  della  funzione  u  rispetto  a  [i  si  potrà  ottenere  ini 
soli  segmenti  complementari  a  tale  aggregato  ;  e,  scegliendo  uno  X  suificien 
colo,  l'integrale  esteso  alla  a  differisce  dì  poco  quanto  si  vuole  da  quello  e 
i  segmenti  (in  numero  finito)  interni  a  <![(av|ö)  e  ^  Î^.  Ne  segue  du 
doppio  esteso  a  (^  ("*■)'  ■  ^)  ^'  P"^  ottenere  con  due  successive  integra 
rispetto  a  [i,  Taltra  rispetto  a  v  ***)  e  che,  ordinari  i  segmenti  di  ciascuna  n 


^  Sì  ricordi  che  in  queste  figure  U  e  del  lesto  è  sostituito  da  un  e  minuscolo  tedt 
**)  Perchè  k  lomma  delle  misure  di  tali  aggregati  deve  essere  minore  o  al  più  Uj 

ghetEa  deUa  curva. 

*^  Una  minuta  discussione  intorno  alla  integrandone  superficìidc  e    alla   integrator 

senso  del  HjEHAHN,  è  stata  fatta  dal  pRìMGSHErM  [Zur  Theorie  d^s  DopprUnUgrah.  Mùncheo 

(1898),  pp.  S  9  74-  —  -Sïr   n^ork  ars  Doppel Integr ah ^  tUs  Ckeeìì* schtn  und  CAUCHY^schen 

MCuichetì  Ber.,  XXIX  (1Ô99),  pp.   5962J.  Dalla  (onnula 


f  ffdxdy=   p'dy  rfdx=    rdy  T/d, 
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erni  a  (^{xy\h)  secondo  le  loro  lunghezze  decrescenti,  e  detti  [/.'.  (v)  e  (//'(v)  i  valóri 
•#     ,.[x  negli  estremi  d'uno  qualunque  di  questi  segmenti, 

^^  m  La  stessa  trasformazione  si  farà  subire  all'int^rale  sottraendo  di  /;  ed  osservando 
^^  'e  le  curve  c(xy\b)  e  c'(x  -|-  ^,?  )>  +  Salo)  si  portano  l'una  sull'altra  mediante  una 
^»  orazione  secondo  le  rette  v  =  cost,  di  ampiezza  S  —^ — ,  e  ripetendo  le  osservazioni 
poc'anzi  per  la  differenza  K,  si  ottiene  infine 


f>  in  — /  =  lim—  /  ^v2.     /  ud\f.—   1  ud\L[ 

'  Si  deve  ora  passare  al  limite  come  si  fece  per  l'espressione  -r-K;    però    occorre 

^tare  che,  mentre  allora  ciascuna  retta  v  =  cost,  segava  la  circonferenza  f(x)'|6) 
1  punti  estremi  di  segmenti  interni  (e  esterni)  ad  7?(x_y|Ö)  ed  in  cui  la  circonferenza 
veva  tangente  ben  determinata,  tali  condizioni  si  complicano  qui  riguardo  all'intersezione 
_^  ielle  rette  v  =  cost,  colla  c{^xy  \  0),  sia  per  l'eventuale  mancanza  di  tangente  determinata 
ila  e  in  questi  punti,  sia  per  l'esistenza  di  punti  fra  essi  che  non  sono  estremi  di  seg- 
uenti interni  a  (Ëi(xy\^y 

La  difficoltà  è  più  apparente  che  reale  :  si  distinguano  questi  punti  in  un  aggregato 

b^3l  dì  punti  che  sono  estremi  di  segmenti  vz=cost.  interni  a  c(^xy\^)  e  un  aggregato 

pÄf^  di  punti  limiti  di  punti  di  ^  appartenenti  alla  stessa  v  =  cost.  [l'.  e  [x?   saranno    i 

valori  di  [/.  nei  soli  punti  di  ^.  Osservando  che,  fatta  al  più  astrazione  da  un  aggregato 

**di  misura  nulla,  la  curva  e  ha  tangente  in  ciascuno  di  questi  punti,  l'integrale  ottenuto 
fife  I 

bicorne  lim-—/  può  dunque  scriversi 
d 

^-o  S  Ö    j^^_o    V*^^        e    '  /ds 

Di  5  potrà  far  parte  un  aggregato  ^"  in  cui  e  non  ha  tangente,    ma   tale  ag- 

.   gregato  avrà  niisura  nulla  (n°  12);  nell'aggregato  residuo  %'  =^%  —  %"  (avente   la 

u:   stessa  misura  di  ^),  e  avrà  per  tangente  la  retta  v  zzz  cost,  corrispondente,  onde  sarà 

^    in  esso  -j—  =  o.  Ne  segue  che,  poiché  la  funzione  u  è  limitata,    /    u-7—ds  =  o,  onde 

tp    

%  successive.  —  Con  queste  osservazioni  d'indole  generale  si  potrebbero  parzialmente  sostituire  quelle  del 
t  testo,  le  qpali  però  sono  più  espressive  nel  caso  speciale,  e  permettono  di  restare  nei  confini  della  in- 
I      tegrazione  Riemanniana. 
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ancora  può  scriversi 

Si  tenga  ancora  presente  la  relazione  di  omotetia  fra  o  e  e  e  si  ricordi  che  m  ha 
nd  punti  di  o  in  J{  o  su  r  i  medesimi  valori  che  u  nd  punti  corrispondenti  di  ^  [in- 
temi a  R{xy\9)  o  su  f(xy\Vy\  ed  è  nulla  nd  punti  rimanenti;  e  si  distinguano  i  punti 
di  e  in  un  aggregato  e, ,  intemo  a  R(xy\V)y  nell'aggr^to  r^  *)  comune  acca  rQpfIfi) 
e  tale  che  nd  punti  corrispondenti  di  o,  movendo  nd  senso  dell'integrazione^  si  passa 
dall'esterno  all'interno  di  (|(x3r|0)  —  e  nell'aggr^ato  r^  comune  a  e  e  a  r(xy\9)  —  e 
tale  che  nd  punti  corrispondenti  di  e  si  esce  invece  da  ^  (^xy  \  6).  Passando  al  lìmite  per 

)  =  o,  come  già  per  -r-it  —  ed  osservando  che  qui,  sulle  rette  v  ==  cost,  passanti  pd 
ò 

[Hmti  comuni  a  o  e  a  r  è  lim  u(^  -)-  :^S,  v)  =  )   ^  '^  a  seconda  che  qud  punti  sono 
omolc^hi  ndl'omotetia  a  punti  di  r ^  o  a  punti  di  r^  —  si  condude  allora  che 

23.  Sostituendo  nella  (g)  (ove  si  passi  al  limite  per  X  =  o)  le  espressioni  (I), 
(m),  («),  si  ottiene  che,  anche  quando  il  punto  (xy)  non    appartiene  a    l"^,    esiste   il 


lim 


,    1    r  rdu  /,  saia  .. . 


l*(xyie) 


Si  ricordi  infine  che,  se  la  curva  e  ha  infiniti  punti  comuni  con  una  curva  r  avente 
tangente  ovunque,  essa  ha  in  questi  tangente  coincidente  colla  tangente  a  r,  fatta  al 
più  astrazione  dai  punti  di  un  aggregato  di  misura  nulla  (n°  13):  ne  risulta  che  nei 
punti  di  r^(^xy\^)  (a  meno  di  un  aggregato  di  misura  nulla)  -^  =  -7- ,  onde  la  pre- 


•)  Gli  aggregati  r^  e  r^  sono  quegli  stessi  che  si  sono  presenuti  nella  trasformazione  di  lim  —K, 

0 
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cedente  espressione  può  scriversi 


^•(xy,9) 


(8) 


=ïm 


mij-^^^^-^M^^^^ 


S*(x>ie) 


+[W^:'-^''+f.:<'^P'HJTH3.^]%- 


Ne  risulta,  come  già  dalla  formula  (7)  per  il  caso  in  cui  (^xy)  fosse  in  r^,  che 
la  funzione  U(xy\b)  ammette  in  ogni  punto  di  r  le  derivate  in  ogni  direzione,  legate 
dalla  relazione  fondamentale  (2).  E  dall'espressione  ottenuta  per  queste  derivate,  tenendo 

1       .  ..•(!«»       du(s) 

presente  che  si  suppone  ovunque  \u\  ^  ^JR  e   — ^^ 


ds 


Z.  ^,  che  inoltre 


lungh.  e,  =  X e  <  2 e Äp      K  19) 


-r-  ^  ^  +  ^        [n^  22  fl  e  18  (2*  nota)] 


sen 


M 


,     ^ 7-  Z. =  *        [n*  22,  a)  e  18  (2^*  nota)], 

sen/^  —  sen/^  —  senç^  l         7     y  v  jsi 

si  deduce  immediatamente  che  queste  derivate  sono  anche  finite  e,  per  ogni  0  fisso,  suffi- 
cientemente piccolo,  limitate;  precisamente: 


(9) 


at7(x:yie) 


d(* 


^,(i  +  e^)ap(,^,)^(,^e)||ik. 


È  appena  da  osservare  che  la  formula  (8)  comprende  la  (7)  come  caso  particolare. 

34.  Un'ulteriore  trasformazione  può  ottenersi  se  si  ammette  che  la  funzione  u 
soddisfi  alle  condizioni  del  n°  4,  e  se  si  fa  coincidere  la  direzione  [x  colla  x  (o  coUa  y). 
Alla  formula  (7)  può  allora  sostituirsi  quest'altra 

Infatti  per  le  ipotesi  del  n°  4,  per  ogni  y  fisso  —  a  meno  di  un  aggregato  di  mi- 


sura  nulla 


—  esiste    / 


òx 


dx  ed  è 


f  '^^^  =  <^2y)  —  <xj). 


(3) 

Ne  segue  *) 


*)  Cfr.  Lebbsgub,  Intégrale,  etc.,  loco  citato,  n'  37-38,  pag.  276  e  seg. 


3^6  Kirpo  LIVI. 

Ora  nel  n^  20  si  ottenne  precisamente  l'espressione  dd  2^  membro   come  valore 

di  \2LJ..  Risulta  cod  dimostrata  la  (7'Y 

Si  ponga  ancora  nella  formula  (7') 

onde  [dovendosi  qui  considerare  x  edy  fissi,  e  (x'y')  mobile  in  R(xy\V)  mentre  (Cu) 

percorre  -RI 

dx'  =  —  (idl,        dy  =  —  9dyi. 
Si  potrà  allora  scriverla 

Â 

25.  Una  trasformazione  analoga  si  può  far  subire  alla  formola  (8).  Infatti,    si  ri- 
conosce immediatamente  che 

dove  (t,  e  (a^  sono  i  valori  di  [x.  negU  estremi  dei  segmenti  della  retta  v  =  cost,  intemi 
all'area  comune  a  R(xy\^)  e  a  r  e  dove  Tint^azione  si  estende  a  tutti  i  valori  di  v 
per  cui  tali  s^[menti  esbtono.  Invero^  all'infiiori  di  tali  estremi,  la  linea  contomo  di 
quest'area  può  aver  comune  con  la  totalità  di  queste  linee  solo  un  aggregato  di  punti 

di  misura  nulla  ed  un  aggregato  nei  punti  del  quale  -j-  =  o  [cfr.  la  fine  del  n°  22  e]. 

Se  allora,  come  nel  n°  prec.,  si  fanno  coincidere  le  direzioni  [x  e  x,  v  e  ^,  si  avrà  an- 
cora, in  modo  simile 

Ä(x>ie) 

dove  si  deve  ricordare  che  nei  punti  di  R(^xy\())  esterni  a  F  si  è  convenuto  di  porre 

tt(jcy)  =  o  e  quindi  — A__ZZ  =  o. 
ox 

La  formola  (8)  diviene  allora 

Il  primo  integrale  si  può  ancora  trasformare  come  nella  formola  (7")  mediante  la  po- 
sizione (J>),  L'integrale  trasformato  si  potrà  ancora  intendere  esteso  al  campo  R;  ma 
in  ^(x)f|6)  l'integrando  sarà  nullo,  quindi  l'effettiva  integrazione  si  estende  al  solo 
campo  R  —  ^  (^xy  \  6).  Si  ottiene  cosi  la  formola 

(8")   at7(x,|e)^^+l  /•P"(^Y),^,,+J-  ff^JiL^dUr^, 
^     ^         dx  a     J  J       àx'  ^     a  J  J  ds    l^  sen// 
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a6.  Per  le  successive  applicazioni  è  utile  osservare  come  la  forinola  (7')  si  ottenga 
(a  meno  del  fattore  i  +  Ö)  mutando  nella  (5,  r^)  [7  e  w  in  -^—  e  ^-7 ,  ed  analoga- 
mente la  (8')  si  ottenga  dalla  (5)  —  con  una  lieve  differenza  nella  definizione  della  fun- 
zione che  compare  nel  secondo  integrale.  Possiamo  riassumere  queste    osservazioni   di- 

cendo  che,  ammessa  resistenza  di  ^r— ,  — r— ^ V^^^ — --  e    una    funnone    mediatrice 

'  ax    I  -f-  Ö         ox  -^ 

di  -:—  relativa  al  numero  6,  e  n^  è  precisamente  la  funzione  mediatrice  definita  al  n°  15, 
almeno  entro  al  campo  V^.  Si  possono  adunque  applicare  ad  essa  le  proposizioni  otte- 
nute nei  n'  prec.  ;  in  particolare  potremo  affermare  che  ^^^^^—^  h  funzione  continua 

almeno  in  ogni  punto  del  campo  V^ .  Una  minuta  analisi  del  2°  integrale  della  (8'), 
analoga  alla  discussione  del  n°  18  —  ma  con  qualche  maggior  particolare  —  permette- 
rebbe di  togliere  anche  quest'ultima  restrizione,  sostituendola  con  :  in  ogni  punto  in-- 
terno  a  V  (non  del  contorno):  ma  nessuna  opportunità  essa  avrebbe  per  il  seguito. 

§6. 
L'integrale  I[U{xy\òy 

37.  Lkmma.  —  Occorrerà  più  volte  pel  seguito  la  proposizione  seguente:  Se  C  l  un 
aggregato  qualsiasi  di  misura  A^  in  cui  sia  definita  una  funzione  f^  e  se  d^{  i  T elemento 

differenziale  di  C,  dall'esistenza  di    f  fdy  segue  l'esistenza  di    1  \f\d^  e  si  ha 

{!.}<''■<)  ^^  !/'■<■ 

Dimostreremo  la  proposizione  per  gl'integrali  del  Lebesgue  che  sono  qui  reabnente 
i  più  generali  *).  Si  immagini  scomposto  l'intervallo  di  variabilità  di  |/|  in  una  serie 
di  intervalli  parziali  di  ampiezza  ^  e  mediante  i  numeri  m^Ç^  6)  tali  che  m.  «<  w.^, , 
e  si  chiami  a.  la  misura  dell'aggregato  dei  punti  di  C  in  cui  m\  ^/'<w-^,  e  quindi 
m.  ^  j/l  <;  w.^j  :  si  ha,  per  definizione 

/  /* d Y  =  lini  ^  w* a.  =  lim  L, , 
Jc  •"^  "-^ 

/  l/I^Y  =  lim  X  ^U^i  =  lim/., 

1«,  =  ^. 

Osservando  che  m.  <  m\  tosto  che  w.  >  i,  si  vede  che  ogni  termine  della  seconda 
somma  è  minore  del  corrispondente  della  prima  ovvero  della  terza:  dalla  convergenza 

di  queste  s^ue  quindi  la  convergenza  della  seconda  e  l'esistenza  dell'integrale   /  l/My. 
*)  Poiché  si  tratta  qui  di  integrali  di  funzioiii  positive,  e  quindi  assolutamente  integrabili. 
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Se  poi  neUe  somme  L^^  J^  si  considerano  i  coeflfcienti  t.  costanti,  si  vede,  per  note 
r^ole,  che,  per  un  determinato  valore  di  L^,  /^  è  massimo  quando  m.i=cost.  =  |/--f- 
Si  ha  dunque  sempre 


I. 


onde,  passando  al  limite  per  e  =  o,  la  proposizione  enunciata. 

Evidentemente  se  anche  f  Ï  integrabile  in  C,  pel  che  (a  causa  dell' inUgr abilità  assoluta) 
basta  che  sia  misurabile  *),  si  ha  pure 

{fj'-')  Ah'"')' ^^  !/'■<■ 

a8.  Dalle  formule  (7"),  (8")  si  deduce,  a  causa  del  Lemma  precedente, 

on r,  Fn=(^7[//^?-H'^^//['-^^?*- 


Ä-Ä»-^.«.  ^(x,ie) 


Si  considerino,  con  queste,  le  relazioni  analoghe  ottenute  scambiando  x  ed  y,  x'  edy'; 
si  osservi  inoltre  una  volta  ancora  che  il  primo  integrale  della  2^  formula  si  può  indil- 
ferentcmente  considerare  esteso  ai? —  ^(■^}'l^)  ^  ^  i\^xxo  R;  si  otterrà 


^'^  /^  '^a-'\l  J  '^V  J  "<^'yy^''^  +  äj  J  '^' 

Consideriamo  separatamente  i  due  termini  del  2°  membro. 

Nel  1°  i  limiti  dei  due  integrali  sono  costanti:  si  può  dunque  invertire  l'ordine 
delle  due  integrazioni.  Se  allora  si  osserva  che,  per  $,  yj  costanti,  le  (/>)  danno 

•)  L'ipotesi  dell'integrabilità  e  quindi  della  misurabilità  di  p  ci  dice  che  ò  misurabile  l'aggregato 
degli  X  per  cui  m-  Z.  |/(^)|  <  w -^ , ,  ma  non  perciò  che  siano  separatamente  misurabili  i  due  aggre- 
gati di  cui  esso  si  compone  per  cui  m-  Z.f{x)<i  w,-^, ,  —  m-  ^/(-v)  >  —  w,^, . 

**)  Per  giustificare  questo  passaggio  si  osservi  che  la  somma  dei  due  integrali  si  può  considerare 
come  un  integrale  unico  esteso  all'area  totale /^  e  relativo  a  una  funzione  che  in  R — ^(^vlO)  assumai 

valori  di  '^"^'^?"  ,  in  S*(^;''Ö)  assuma  i  valori  di  ^  A.^^  e  in   %{xy\^)  -  ^'(^^  IO)  assu- 
ma valori  finiti  arbitrari,  per  es.  zero. 
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e  se  si  indica  con  r(Ç  tq)  l'area  trasformata  di  T  nel  piano  (x'y')  per  la  trasformazione 
(P)j  ^  ha 

^i±^  f  fdxdy  f  fluÇx' y)dld7i  =  -^  f  fdldn  fflu(x'y)dx'dy\ 

V  R  R  Vii-n) 

Ora  nei  punti  esterni  a  r,  lu(^x'y')  =  o.  Quindi 

(r)  f  f\u(x'y)dx'dy  Z,  f  f\u{xy)dxdy\ 

T(êt))  r 

cosi 

"  "'  Ä  r 

/    1  \u(xy)dxdy. 


cioè 

Z. 
^  r 


Nei  2°  integrale  si  osservi  che 
risulta 

D'altronde  F  —  F,  è  una  corona  in  cui  il  contorno  di  maggior  lunghezza  è  e,  e 
la  cui  altezza  è  ■<  a6:  ,la  sua  arca  è  quindi  •<  LA'Ô.  Duijque: 


rl/''''yff{^  !;-)"ssra«''ï'  <  H- + oy.L^wl^^■ 


Per  brevità,  porremo  in  seguito 

Poiché  6  <;  I,  il  secondo  membro  della  (5)  sarà  <  0  T,  e  raccogliendo  dalle, (9), 
(r),  (5)  si  avrà 
(9)  I[Uixym<I[uixy)lf.^T. 

§7- 
Alcune  proposizioni  ausiliarie. 

ag.  La  considerazione  delle  funzioni  mediatrici  permette  le  seguenti   osservazioni 
immediate  : 

Sul  contorno  e  di  F  sia  assegnata  una  funzione  continua  «(5)  dell'arco  5,  limitata, 

derivabile  e  a  derivata  limitata:  sia  cioè  |«^(0I^(^>    ^^ 


ds 


Z  ^.  Esistono  allora  fun- 


*)  Cfr.  n°  22  a  e  la  definizione  di  *  al  n°  18  (nota  2*). 

Rmd,  Or.  MmUm.  PmUrmo,  t.  XXU  (190Q.  —  Sumpâto  il  is  settembre  1906.  4a 
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Tijani  definite  in  ogni  punto  di  T,  limitate  e  continue  in  V  e  sul  contorno,  assumenti  al 
contorno  i  valori  di  u(/)j  e  derivabili  in  ogni  punto  di  r,  con  derivata  limitata.  Per 
costruire  una  tal  fumdone  basterà  partire  da  una  funzione  v  uguak  a  u(i)  su  e  e  ar- 
bitraria in  r,  purché  limitata,  per  es.  assumente  in  ogni  punto  di  r  (non  di  e)  un  valore 
costante  di  moddo  ^  ^.  La  funzbne  mediatrice  di  v  relativa  ad  un  6  arbitrario  sari 
funzione  continua  in  r  e  sul  contomo,  assumendo  sul  contomo  i  valori  di  u(s^c  sari 
costantemente  in  valore  assoluto  ^  ^  (n*  i6,  i8).  DeUa  funzbne  ottenuta  si  foran 
ancora  la  funzione  mediatrice  relativa  ad  un  0  arbitrario  ;  si  otterrà  cosi  una  funzione 
che,  alle  nominate  proprietà,  aggiungerà  la  derivabilità  in  ogni  direzione  e  in  ogni 
punto  del  campo,  che  avrà  derivate  limitate  (n^  20,  23). 

Ha  dunque  senso  la  considerazione  del  campo  funzionale  \u\  definito  al  n^  4,  coi 
valori  assegnati  della  funzione  u(s).  Si  chiami  d  il  limite  inferiore  dei  valori  di  /(») 
calcolati  per  tutte  le  funzioni  di  \u\.  Çer  una  funzione  qualunque  del  campo   potremo 

porre 

/(»)  =  d  -j-  f    e  sarà    e  ^  o. 

Ricordando  che,  se ^  =  cost.,  til  ^x.dxdy  =  o  in  ogni  campo,  potremo  sempre,  per 

un'osservazione  fatta  al  n^  i,  supporre  le  funzioni  di  \u\  limitate,  e  in  valore  assoluto  co- 
stantemente ^  ^. 

Occorre  che  sulle  funzioni  del  campo  \u\  dimostriamo  alcune  proposizioni  preliminari 
30.  Lemma  L  —  Sia  u  una  funzione  qualunque  dell'aggregato  {u|,  tale  quindi  che 


fi' 


^udxdy  =:  d  -{-  t        (^  ^  o)? 

e  sia  ^  una  funzione  la  quale  soddisfi  alle  condizioni  di  continuità  e  derivabilità  imposte 
al  n°  4  alk  funzioni  «,  e  che  si  annulli  al  contorno  e  di  F  e  sia 

j   ilì^dxdy  =  e        (e  >  o). 

Sarà  ♦) 


1//' 


^V^. 


^(ì^u)dxdy 
r' 

Se  g  è  una  costante  arbitraria,  la  funzione  u  — g^  appartiene  infatti  ancora  all'ag- 
gregato {u\.  Si  deve  quindi  avere 


r 
ossia 


Iß 


A(u  —  g^)dxdy  ^  d, 
JJ\udxdy-2gJJ^T:uyxdy+g'JJ^Uxdy=d+t+g'e-2gJJ^(ì:uyxdy^, 


♦)  Ponendo,  secondo  1  uso,  V(«*  v)  =  -g^  -g^  +  -gy  ^' 
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Si  assuma  ora 


g  =  -^ 


JJv(]:u)dxdy 


La  precedente  disuguaglianza  diverrà 

d-\-^--^{ffvC:uyxdyy^d, 
onde 

che  equivale  alla  disuguaglianza  enunciata. 

Corollario.  —  Se  del  numero  e  si  conosce  solo  un  limite  superiore  e',  sarà  evi- 
dentemente e  e  ^  e'  e,  onde  si  può  affermare  che,  restando  inmiutate  le  altre  ipotesi,  se 

JjMdxdy^c\ 

sarà  pure 

\J J\{lu)dxdy  Z,]f7ì. 

31.  Lemma  H.  —  Se  u  ed  u'  sono  due  fuuTiioni  dell'aggregato  \u\  e  se  precisamente 

C  fludxdy  =  rf  +  e,  f  f\u'dxdy  =  d  +  e',         e  >  e'  >  o, 

r  r 

e  se  si  pone  indifferentemente 

m  =  u  —  a'     ovvero    m=z\u  —  u'\ 
e  se  n  è  il  maggiore  dei  numeri  e',  e  —  e',  sarà 


Si  ha  infatti 


/    /  Imdxdy  <  6ìì. 

j    n^u  —  ^u')dxdy=  f  f^(u  —  u\  u-j-u')dxdy 
r  r 

=  f  f^(u  —  u')dxdy  +  2  r  TvCt*  —  u\  u')dxdy, 
e  quindi 
r  l\(ji—uyxdy=t—z'—2  C  fx(,u—u\  uyxdy^t—z'+iì  T  T  v(w— «',  u'yixdy 

Si  ponga  allora,  per  brevità, 


\ffviu-^u',  u')dxdy 


=  », 


fW    .  ìttrS  itiÙ 


onde 

'a(i»  -:^  yyixâyAt  —  «'  +  2*, 


// 


e  si  osservi  che  u  —  »'  soddisfa  alle  coiidiziom  imposte  a  \  nel  Lemma   precedente: 
applicando  il  Lemma  medesimo  si  avrà 

ossia 

onde  _ 

«^1.(1^2+1), 

e  quindi 

TTkiu  —  u^)dxdy^7i(}  +  2^<i6yt. 

Si  osservi  infine  che  À  |»  —  l^ljó^ii^  -^  ^)  ^  Si  concluderà  la  disuguaglianza 
affsrmata. 

32.  Si  supponga  in  particolare  che  le'  fumdoni,  %  u'  ammettano  derivate  fi$  SM 
le  direzioni,  legate  alle  derivate  Seboèdtf  ü  èa^  j/  däla  f&rmola  fondamentale 

è  noto  allora  cfie,  se  fx  é  ^  sona  dtìé  Sirèaobi  ortogoriaH  c^^nqué,  ^tò 


si  ha 
onde 


j  I \^mdiLd^  =  j  j s^.mdxdy. 


Sarà  allora 


r 
Scomponendo  l'integrale  di  A^^  m  nella  somma  dei  due  integrali  relativi  ai  due  ad- 


//■ 


*)  È  anzi  costantemente  A  («  —  u^ì  =  \(u  —  «')  fatta  al  più  astrazione  dei  punti  in  cui  u-^i^^ó. 

In  quésti  putiti  è,  rapporto  a  una  qualunque  variabile  co,  — !-^ '^""^ *  °°^^  ^'^ — t^\^A(û — tt^, 

il  che  giustifica  rafFermazionb  del  testo.  Si  può  aggiungere  che  sarà  A«  —  «'l<A(tt  —  t/)  sempre  e 
solo  quando  non  sia  A(f/  —  f/)  =  o:  ma  si  potrebbe  osservare  che  l'aggregato  dei  punti  in  cui 
u  —  tt'  =  o  e  À(f/  —  t/)  ^  o  ha   misura  superficiale  nulla,  otidé  può  esser  tfasciùrato  éaìk  Ébrmazione 

dell'integrale.  Si  ha  quindi  efFetttvamemè  i  j  Alu—- i^ìdxdy  =::  j  1  /i(u  ^  i/)dxdy.  È  chiaro  pe- 
rò che  questo  ulteriore  risultato  è  privo  d'importanza  agli  scopi  ael  testo. 
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(téBtdi  di  A|^^.w,  entrambi  necessariamente  positivi,  si  ottiene  quindi  aDtóofa 

r 
33.  In  questo  numero  e  nei  due  successivi  fisseremo  per  la  funzione  tn  il  signifi- 
cato \U H% 

VogKamo  dedurre   dai  Lemma   precedente  una   notevole  limitazione  pel  valore  di 

/   I  md[f.d'*  dove  2  è  un'area  contenuta  in  r. 

Si  chiami  l  la  lunghezza  della  massima  dimeninone  dell'area  1  (Fig.  5).  Centro  in 


un  punto  qualunque  Û  di  £  si  descrìva  una  circonferenza  (o^  di  raggio  E  ed  una  seconda 

circonferènza  6)^   di  raggio  t  =  rÇ ;  2  è  tutta  ccmtenuta  in  a>^ . 
Suppórremo  che  sia  costantemente 


Sarà  allora 


^<[iü{\-'^^)'<^  '  ^<7rJ 


T>1    e    T<-i./), 
V2 


e  quindi  w^  sarà  intema  a  w^  e  la  circonferenza  cu^  possiederà  un  arco  continuo  di  am» 

piezza  N^  2  are  sen— —  tutto  interno  a  r  e  tale  che  è  ancora  contenuto  in  r  l'arco 
^  —  2    q  _ 

concentrico  e  compreso  fra  gli  stessi  raggi,  avente  per   raggio   t^T*  +  $*  <  t  |/2   *). 
Chiameremo  a  quest'arco  di  w^,  e  la  sua  ampiezza. 


*)  Si  cotiâdëri  infatti  la  circoiifertüza  di  centro  O  e  raggio  ^  e  si  chiami  «r:  essa  è  tutu  intema  a 
r.  Si  supponga  anzitutto  O  fuori  di  cr  o  su  «;  siano  t^  >  t^  l€  due  uu^gcnti  da  O  ai  cerchio  di  cen- 
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Da  un  estremo  if ,  di  a  si  conduca  la  tangente  A^  B^  a  a>£  che  lascia  c*^  e  a  dalla 
stessa  parte;  si  conduca  la  tangente  a  a>£  parallela  a  questa  e  sia  B'^A^.  Avvenendo  che 
essa  seghi  a  in  un  punto  A^ ,  si  conduca  da  if,  la  seconda  tangente  ad  a>g  e  aa  A^B^. 
Ad  essa  si  conduca  ancora  la  parallela  tangente  a  u^  e  sia  J3^  if  ;  e  sia  A  l'eventuak 
punto  d'intersezione  di  questa  con  x.  Si  pros^;ua  in  questa  costru2done  finché  si  otten- 
gono punti  Ai  intemi  ad  a.  Sia  A^_^^  Tultimo  di  essi.  Siano  B^B^B^ ...  B^B[B[  ...  ff^ 
rispettivamente  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  considerate  con  ta^.  Ciascuno   degli 

archi  if.if.^,  avrà  ampiezza  >—j^  e  quindi  lunghezza  >  x — j — .  Si  consideri  allora 

ft  -p  I  ft  — p  I 

il  triangolo  isoscele  üA^A^^^  e  il  triangolo  simile  limitato  dalle  itA.j  OlA.^^  e  daUa 
tangente  CiC\  all'arco  A.A^^^  nel  suo  punto  medio:  essi  sono  simili,  e  se  &  è  la 
base  del  secondo  si  ha 


b  >  lungh.  arco  A.A^^^  >  t 


a 


n  +  i 


*  :  corda  if.if,.^,  =  t  :  t^x*  — Ç'. 
Ma  corda  A^A^^^  =  2^;  dunque 

aÇx      x^          a             .         %^    «   ^/^ 
,  >  X  — i —    ossia    n>  —  1/-? i  —  'i 

e  quindi,  per  la  i*  delle  (a)  e  ricordando  che  a  >  VJ—9 

Le  tangenti  a  w^  nei  punti  medi  degli  archi  A^A^y  ^2^^^  •  •  •  -^n -^«-n  incontrino 
rispettivamente  le  ^,5, ,  ^,5;  in  C,,  C[\  Aß^,  A^B[\n  C,,  C;;....  I  punti  C^C[C^C^.., 

stanno  sopra  una  circonferenza  concentrica  a  w^  e  w^,  e  di  raggio  t^x*  -}"  5%  ^  quindi 
(per  le  ipotesi  fatte  relativamente  ad  a)  sono  interni  a  r.  Si  chiamino  D,  -D^  Z)^  Z)^  ... 
rispettivamente  i  punti  d'incontro  dei  raggi  5,  C, ,  B\  C[ ,  5^  C, ,  5^  Q  ...  con  e,  più 
prossimi  a  C^  C[  C^  . . .  fuori  dei  segmenti  5^  C, ,  5^  C,' ,  . . . ,  e  si  chiamino  «J,  >  <ya ,  .  . .  ,  5, 


tro  O  e  raggio  — ^ p;  è  Ofì  <  ^  onde  ang.  /,/,>•  2  are sen-^ .   Inoltre  ciascun  raggio  /  uscente  da 
2  q 

n  e  appartenente  all'angolo  /,  t^  non  può  incontrare  e  internamente  ai  segmenti  compresi  fra  O  e  le 
sue  intersezioni  con  xs. 

Il  raggio  Ty  uscente  da  O,  parallelo  ed  ugualmente  diretto  a  un  tale  raggio  /  di  ang.  /,  t^  incontri 
cr  in  A*;  sia  X  il  punto  d'incontro  di  /  colla  parallela  per  X'  alla  Oli.  Il  punto  X  è  compreso  fra  H  e 
le  intersezioni  di  /  con  far  e  si  ha  d'altronde  12X  =  />.  Ne  segue  che  un  punto  di  /  distante  da  lì  per 
un  segmento  ^  t  ^^2  <  />  è  intemo  a  F,  ed  è  quindi  tutto  intemo  a  F  un  arco  di  centro  Q  e  raggio 
^  T  V2y  contenuto  in  /,  /, . 

Se  poi  il  punto  Ci  è  interaQ  a  cr,  le  osservazioni  ora  fatte  si  potranno  ripetere  inalterate,  purché 
alle  tangenti  /^  ,  /,  si  sostituiscano  i  raggi  uscenti  da  O  e  paralleli  ed  ugualmente  diretti  alle  tangenti 
ad  r  da  un  punto  O!  del  raggio  OH  non  più  interno  a  cr. 
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le  aree  C^D^D[C\,  C^D^D\C\,  ...  limitate  dai  segmenti  rettilinei  quali  C.D.,  C.D\, 
C.  C- ,  e  dagli   archi  di  e  quale  D.  D\ .  Si  chiami  infine  a  l'area  compresa  fra   la  poli- 
gonale B^C^C[A^C^C\A^  ...  C'^B'^  e  l'arco  B^PB'^  di  oj^,  la  quale  contiene  nel  suo 
interno  wg  e  quindi  1. 
Si  ponga  infine 

a  ai 

dove  m  è  la  funzione  già  considerata  nei  n'  precedenti,  estesa  con  valori  nulli  fuori  di 
r  qualora  l'area  a  uscisse  di  T. 

In  forza  della  (io)  si  ha  allora 


c  +  I!:.^//(|^)Vv<6., 


onde 

Z2:,<6>,-c. 

Fra  le  aree  <y.  ne  esiste  quindi  una  almeno,  sia  a.,  tale  che 

f  —     «  n 

ossia,  per  la  (i). 

Osservando  che  l'area  di  <y^.  è  <  2  A  Ç  segue  finahiiente  (n°  27) 

Fin  qui  le  coordinate  (x,  v  sono  rimaste  indeterminate;  se  ora  si  assumono  le  di- 
rezioni (/.  =  cost.,  V  z=z  cost,  parallele  rispettivamente  alla  retta  C.  C-  e  alle  B.  C. ,  F.  C , 
e  si  effettua  nel  1°  membro  l'integrazione  rispetto  a  fx,  tenendo  presente  che,  sull'arco 
D.  Dy ,  w  =  o,  la  precedente  disuguaglianza  dà 


'SS- 


34.  NeU'area  B.CjC'.B'.PB.  compresa  fra  i  segmenti  B.C^,  C-C],  C;5;  e  l'arco 
BjPB'.  di  Wg,  includente  Wg  nel  suo  interno,  si  consideri  un  segmento  E  E'  parallelo 
a  Cj  C'j  e  b'mitato  al  contorno  dell'area.  Si  supponga  dapprima  che  i  punti  E  ed  E' 
appartengano  ai  lati  B.C-^  ^,^j>  ^  rettangolo  ECC'jE'  è  interno  a  o;  quindi 


|^)Vv^C, 
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ed  osservando  che  Tarea  di  EC-  C.E'  è  ^  2Çt  <  2$(t  -}-  Ç)  =  2^(5  -f-  ^Ç)^ 


£Cy  Cy  £' 


e  supponendo  gli  assi  |x,  v  orientati  come  alla   fine   del   n°  precedente,    e   integrando 
rispetto  a  (a,  

\f    md.-f      md.    <]/  2VcQ.^Hy 

^^EE*  *^  Cj  C) 

Quindi  infine,  in  forza  della  (e) 


££' 


— ,  A,  $,  Ï)  essendo  costanti,  il  secondo  membro  è  massimo  quando 

P 

2qfyfk_ 


j/^  = 


P 
e  tal  massimo  è 


1/3^(5 + h)  ' 


^^/yT-Ai^Ç'  +  Ç'  +  ks 

e  quindi,  poiché  ^  <C  ij  è  in  ogni  caso 

I«^££'  P 

La  stessa  disuguaglianza  sussiste  evidentemente  qualora  i  punti   £,  £*'    stiano  su 
Tarco  BjPB]:  basterà  per  es.  condurre  per  E  ed  £'  le  parallele  a  ßy  Cy,  B'j  C]  le  quali  | 
incontreranno    C-C^    in    due    punti  y,  y';    il   retungolo   fyy'F    è    interno    all'are 

EC  C.E' \  1    /    /  (  ;n — )  d[Ldy  è  quindi  ancora  <^;  e  poiché   m    è    sempre  ^0. 

£Yr'£' 

1/*  I         '   /*  I 

1    md}L\  ^\  l        md\i.\\  si  potrA  quindi  ripetere  per  il  rettangolo  Ey^('E'  il .  precedente 
Jrr'  I  It/r  r'  I 


'TT'  '  ^^  C.C 

1     1 


ragionamento. 

Si  ponga,  per  brevità, 


^l/4<7'A  +  ép'  =  A' 


costante,  dipendente  sohanto  dal  campo  d'integrazione;  st  ce'  k  un  segmento  qualunque 
contenuto  in  EE'^  tenendo  presente  che  m  ^  o  si  avrà  ancora 

\fmd^<K]/'^]/ï', 

^J  eef  ' 

Se  quindi  si  pensa  di  effettuare  1'  /   1  md^id^   integrando   dapprima   rispetto  a   v  (e 
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cioè  SU  segmenti  analoghi  all'  e  e'  ora  nominato),  poi  rispetto  a  p.,  e  sì  chiama  ß  il  li* 
mite  inferiore  dei  valori  di  \l  hell*area  2,  si  ha: 

(11)  J J md\Ld>i  <K)/^W  J^^ diL  =  K)/^)/tK 

35.  La  limitazione  trovata  riceve  immediata  apjrficazione  alla  valutazione  della  dif- 
ferenza |t/(xjf|Ô) —  U'(xy\h)^^  dove,  conformemente  alle  notazioni  del  n°  15,  U 
e  17'  sono  le  funzioni  mediatrici  rispettivamente  di  w  e  w'  relative  al  numero  6.  La 
formola  (5)  (n''  15)  dà  infatti: 

.  Rixyxò) 

Ma  per  (^yj)  in  ^ixy\^)y  u^xy^rih")  =  a' (A\y | ^ yj Ö)j  il  secondo  integrale  è  dunque 
nullo.  Si  ha  quindi 

Per  applicare  la  formola  (11)  si  dovrà  considerare  l'area  iì(jc_y|tì)  come  la  2  dei 
n*  préc*;  né  alla  possibilità  di  far  ciò  potrà  nascer  dubbio  pet  l'eventualità  che  possa 
R{xy\^)  uscire  fuori  di  F,  poiché,  esternamente  a  T,  w(x)')  =  i**(^^)  =  m  =0,  onde 
l'integrazione  si  estende  di  fatto  alla  sola  area  contenuta  in  T.  Per  ottenere  un  cferchio 
û>î  in  cui  R{xy\^)  sia  contenuto  basterà  assumere  Ç  ^  p6;  si  faccia  inoltre  in  modo 
che  ^  ^  2  p  6  :  e  le  limitazioni  (a)  saranno  allora  soddisfatte  tosto  che 

In  tali  ipotesi  si  ha  quindi 

3  3 

(12)  \Uixy\ò)-U^ixy\^)\<fj^i^JI^^  =  ^^^ 

S  8. 

Determinazioiie  di  una  serie  di  funtaóni  avente  per  liiHite 
la  funzione  minimizzante. 

36.  Di  tutte  le  funzioni  di  }tt|  si  immaginino  formate  tutte  le  funzioni  mediatrici 
relative  a  tutti  i  possibili  valori  di  0  ;  si  otterrà  un  aggregato  di  funzioni  \  U\  contenuto 
in  {u\  e  tale  che  il  limite  inferiore  dei  valori  dell'integrale  di  Dirichlet  esteso  a  f ,  cal- 
colato per  tutte  queste  funzioni  è  ancora  di 

Lai  formula  (9)  (n°  28)  mostra  infatti  che,  se  /(u)  =z  d  -{-  z^   e  ^   è  sufEciente- 

RmU,  CifS.  àÌMt$m.  PmUrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Stampato  il  17  settembre  1906.  43 
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mente  piccolo, 

(a)  /[i7(x,|e)]<rf  +  e+re, 

dove  T  è  una  costante,  dipendente  soltanto  dal  campo  e  dai  valori  ass^[nati   al   con- 
torno. Quindi 

ììmI[Uixy\^)]  =  d. 

CS 

Tutte  le  funzioni  U  anmiettono  (n'  20  e  23)  derivate  in  ogni  punto  di  r  e  ri- 
spetto ad  ogni  direzione,  soggette  alla  relazione  fondamentale 

(2)  A  =  ^cosax)  +  Acos(Xj,). 

Se  quindi  si  scelgono  le  funzioni  ti,  u'  nell'aggregato  \U\  saranno  valide  tutte  le  con- 
clusioni del  §  precedente. 

Fra  le  funzioni  di  {17}  se  ne  scelga  una  successione  17, 17, . . .  tale  che  lim  /(C7J  =  d, 
e  sia 

A  ciascuna  funzione  U^  si  faccia  corrispondere  un  numero  6,.  di  cui  disporremo 
in  s^[uito  convenientemente,  e  che  assc^ettiamo  per  ora  alle  sole  condizioni 

e^,<e„     iime,  =  o. 

Si  chiami  v^  la  funzione  mediatrice  di  U.  relativa  al  numero  6,..  Sari  evidente- 
mente ancora  lim  /(v.)  =  d. 

tB.00 

Vogliamo  dimostrare,  che  mediante  una  scelta  conveniente  dei  numeri  9.  la  succes- 
sione delle  funT^ioni  v.  tende  uniformemente  ad  un  limite.  Mostreremo  in  seguito  (§  9) 
che  tal  limite  ammette  le  derivate  prime  e  che  per  esso  l'integrale  di  Dirichlet  assume 
il  valor  minimo  d. 

37.  Chiameremo  ancora,  per  brevità,  V.  (jxy  \  6^)  la  funzione  mediatrice  di  v .  rela- 
tiva al  numero  9..  Si  ha  evidentemente 

(*)    K(^3')-f,..(*:y)|^|f,(x:y)-F,(*j»ie.oi+ir,(xj»ie,.,)-i^,,.(x3r)|. 

Ora,  posto 

SI  ha  per  la  (a) 

Il  numero  e.-f-9.r  è  quindi  maggiore  di  ciascuno  dei  numerivi.,  e,vi5  hi  —  £  ? 
onde  può  fungere  come  il  numero  y)  del  §  prec.,  per  la  (12),  applicata  alle  funzioni 
mediatrici  di  z;.  e  di  [7.^,  relative  al  numero  9._^^;  si  ha  allora 


(0  |f'<(^>|ô.-..)-t;,..(x>)l<^^'</^7+ë-f  i/J- 


0. 


Sì  ha  poi 
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Per  ogni  valore  di  (?ìq),  ^ìC^)'!^^  ^.^J  è  uguale  al  valore  che  v.  assume  in  un  punto 
interno  a  r  o  del  contorno  che  dista  da  (xy)  per  un  segmento 


Ricordando  che  v.  è  una  funzione  mediatrice  relativa  al  numero  9^.  si  ha  quindi  per 
U(6)(n«'i9) 

onde 

(d)     Iv^xy)  -  Uxy\H,^,)\  ^  \JJ\v,i.xy)  -  v,{xy\l-,^,^>,\dU-n  <  ßA^. 

R 

Raccogliendo  dalle  (i),  (e),  (d)  si  ha  dunque 


(13)         \v.ixy)  -  v,^x^y)\  <  ßA^  +  ^^i^e,  +  e,ri/ir. 

38.  Si  consideri  la  serie 

(14)  t;,  +  {y^  -  v^)  +  (t;^  -  t;J  ^ . 

La  serie  dei  moduli  convergerà  certamente  per  ogni  (xjf),  tosto  che  convergano  le  serie 


1%,      Zt^^T+M'J/^ 

»  »  »  r         »-4-1 


e,  se  si  suppone  e .  <;  6. ,  alla  seconda  serie  può  ancora  sostituirsi  l'altra  2!  ~^ 


Si  ponga  ora  6 .  =  -^^ .  Sarà 

\X  ^  ^(i+ iy<-'>  ^  ^Irf^)  (ìTt)  "^^(r+i) 

'     t-+-i 

La  prima  serie  converge  notoriamente,  e  si  vede  tosto  la  convergenza  della  seconda 
se  si  osserva  che  i  suoi  termini  sono  minori  dei  termini  della  serie  X  (  ~=~  )  ^^^^^  ^^^ 
»>8. 

La  serie  (14)  converge  dunque  uniformemente  ad  una  funzione 

(15)  t;  =  limt;. . 

Dalla  convergenza  uniforme  segue  immediatamente  che  la  funzione  v  assumerà  sul 
contorno  e  di  V  i  valori  u(^s')  assegnati  comuni  a  tutte  k  junzpne  di  \u\. 


^i-^l) 


■)^--  m"  =(W  {^y<'{^f<'- 


Ufi 


»ItPO    l,»T|. 


Le  derivate  prime  4dte  ftiasiofie  v  e  U  sua  integrale  di  Dirichlet. 

39.  Poniamo  M.  =  v,.^,  —  v.  e  alla  funzione  M.  applichiamo  il  Leiim4  li  (a®  31), 
n  numero  indicato  con  v;  in  quel  Lemma  è  allora  minore  q  uguale  al  massimo  fra  i 
numeri  \y\.  —  d.^J,  ij.,  ti..^,  (n®  37);  quindi  <  t.  +  ®i  T.  Tenendo  presente  l'ipotesi 
*•'  <I  ®i  ^  ^  quindi 

(a)  JJiiM,dxdy<i.ii  +  T)\. 

Osserviamo  ancora  che  le  -3—^)  -^— '  sono  continue  in  P^.,  tali  essendo  le  derivate 
di  v.  e  di  t;.^,  (n*  26);  si  ha  quindi,  in  ogni  punto  (jxy)  di  T^., 


dx 


ai«yÇ) 


dove  £(x^C)  è  un  campo  qualunque  convergente  con  continuità  all'unico  punto  (xy) 
mentre  C  tende  a  o,  e  S(jxyX,y  la  ^ua  area  e  dove  A^  rappresenta  la  funzione  M. 
scritta  nelle  variabili  %%  y'  al  posto  delle  x,  y. 

Alla  scelta  del  campo  2(jcjfC)  resta  una  grande  arbitrarietà:   per  fissare  le   idee 
e  sempltfçare  i  calcoli  ulteriori  noi  lo  determineremo  in   una*  circonferenza   di    raggio 

-r=  e  di  centro  {xy)\  le  coordinate  del  punto  (x'j^')  laaobile  in  esso  possono   allóra 

scriversi 

(*) 


x'  =  x  +  U,      y=y^U, 


($y))  essendo  un  punto  mobile  nei  cerchio  W  di  centro  l'origine  e  raggio  —-(quindi 

di  area  i).  Allora  S{xyX,^  =  C.  Supporremo  inoltre  la  funzione  M^  continuata  fuori 
di  r  con  valori  nulli.  Sarà,  in  T^., 


(0 

Poniamo  ancora 


dM, 


X^oJ  J    \0X 

w 


àU%. 


Sì  ha 


Jf<'i{xy\^')d=^ày=JfdxdyJJ^M',dU-n  =  JJdld-nJJù.M',dxdy 

V  V  W  W  V 

e  quindi,  se  si  chiama  T^^^  il  campo  del  piano  {x'y')  drasformato  di  T  per  le  {V)  ove 
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si  conaderano  le  ^,  4,  K  costanti, 
f  fi,{xy\l)dxdy  =    C  Cd^d-r,  f  f\M\dx' dy'  ^  f  f\M,dxdy.f  fdUn 

^6(1  +  7)6,. 

Si  noti  che  la  funzione  ^i{xy\X,)  è  sempre  positiva:  l'aggregato  dei  punti  in  cui 

(dove  a  è  un  numero  arbitrario  <  i)  ha  quindi  misura  ^  é(i  -}-  T)^'r'^, 
In  ogni  punto  poi  in  cui 

è  ancora 


fim?''-^^'' 


w 
onde  (n°  27) 

I  punti  di  r^.  possono  distinguersi,  rispetto  al  comportamento  in  essi  della  funzione 
M^ ,  in  due  aggregati  :  l'uno  jji,-,  nei  punti  del  quale 


.  a»(i— oM 


^      >  6.*  ;  l'altro  nei  cui  punti 

ps      ^  ^i  •  P^^  ciascun  punto  dd  primo  aggregato  la  formula  (e)  mostra  che  esiste 
uno  [  finito  tak  che,  per  2[  ^  :(, 

la  quale  contraddice  alla  (/);  in  tali  punti  e  per  quei  valori  di  C  sarà  dunque  soddi- 
sfatta la  (dy  L'aggregato  jji.^  ha  dunque  misura  ^é(i  -f-7^Ö!~^.  Si  chiami  jjj,  l'ag- 
gregato somma  di  tutti  gli  aggregati  ^^^  per  cui  i^;:  la  misura  di  questo  aggregato 
sarà 

^  6  (I  +  T)S  e.-  =  6  (I  +  r)2  (4-V 

La  serie  2.1  -^  )  converge  più  rapidamente  della  serie  2A  "^  )  ^^sto  che  t  > : 

ne  segue  che  la  misura  dell'aggregato  jj^^  si  può  rendere  piccola  quanto  si  vuole  pren- 
dendo ;  sufficientemente  grande. 

In  ogni  punto  di  r^  ,  non  appartenente  a  jj'.^  si  ha,  per  i  V  /  : 

40.  Si    fissi   ora   per    a    un   valore   positivo   «  i),  per    es.   a  =  -^  :    la    serie 
^r-7-t  =^l-r-j*  convergerà  [più  rapidamente  che  la  2](-^)  tostocher>4  I; 
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convergerà  quindi  uniformemente  in  Pe^  —  jj*,  la  serie  dei  moduli  delle  derivate   rap- 
porto ad  X  dei  termini  della  serie 

Si  osservi  ancora  che,  col  crescere  indefinito  di  ;,  T^ .  tende  a  T  ;  si  conclude  che 
la  strie 

converge  in  tutti  i  punti  di  T,  esclusi  al  più   quelli  di   un   aggregato   ^^  =  lim  ^\  di 

misura  superficiale  nulla.  Ed  assegnato   un   (jl   arbitrariamente  piccolo,  esiste   un  aggre- 
gato r  —  r^ .  -j-  jj*.^  di  misura  <^  [i  tale  che  in  tutti  i  punti  di   T  esterni   ad  esso  la 

serie  converge  uniformemente. 

Porremo,  nei  punti  di  T  —  jj^, 

(17)  ^.  =  -^  +  I.[-f^-^)  =  ^^Ji  ■ 

Le  conclusioni  analoghe  si  avranno  evidentemente  mutando  x  in  y^  onde  si  defi- 
nirà del  pari  un  aggregato  jj^  di  misura  nulla,  tale  che  in  T  —  jj^  esiste  ed  è  finita 
la  funzione 

(i8)  ^,  =  _^  +  2:  (^'  -  a^*)  =  1- ä-; . 

41.  Dimostreremo  che,  per  ogni  valore  di  y,  esclusi  ai  più  quelli  di  un  aggregato 
di  misura  nulla,  si  ha 


f 


w 


Jx  =  v{x;)  —  v{x^), 


Ricordando  che  l'integrale  indefinito  d'una  funzione  ha  per  derivata  la  funzione 
integrando  in  tutti  i  punti,  fatta  al  più  eccezione  per  quelli  di  un  aggregato  di  misura 
nulla  *),  ne  risulterà  che,  in  ogni  punto  di  F,  esclusi  al  più  quelli  di  un  aggregato  di 
misura  superficiale  nulla,  la  funT^ione  v  ha  derivata  rapporto  ad  x  (ed  analogamente  rap- 
porto ad  y)  e  precisamente 

dv  dv 

dx  a  y  ■ 

Riprendiamo  perciò  le  considerazioni  precedenti  e,  per  un  valore  assegnato  di  v, 
chiamiamo  Q.^C)')  l'aggregato  degli  a*  per  cui  il  punto  (^xy)  appartiene  a  V^    e 


k-i 


(Ù  Ö..     ^    X 


dM. 


ik_2 


>e,    \ 


dx 
e  chiamiamo  ^i^{y)  la  sua  misura.  Tenendo  presente  che  l'aggregato  dei  punti    di  P^ 


*)  Cfr.  la  mia  Nota  già  citata  :  Ricerche  sopra  ìe  fun^^ioni  derivate  [Rendiconti  della  R.  Accademia 
dei  Lincei,  s.  V,  voi.  XV  (1°  sem.  1906),  pag.  674J. 
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in    CUI 


'  >  9.     *    ha  misura  superficiale  ^  é(i  -j-  7)6/   (n°  39),  si  vede    che 


dx 
l'aggregato  dei  valori  di  y  per  cui 

ha  misura  *) 

^  6(1  +  7)0^ 
Chiamiamo  (f .  l'aggregato  dei  valori  di  y  per  cui  è  soddisfatta  la  (h)  per  qualche 
valore  di  /?  (1^  i):  la  sua  misura  sarà 

k 

ossia,  sostituendo  a  9.  il  suo  valore  (— ^)  > 

L'aggregato  (J'  dei  valori  di  y  per  cui  la  (Ä)  è  soddisfatta    per  qualche  valore  di 
k  e  per  qualche  valore  di  i  ^  ;  ha  quindi  misura 


Osservando  che  la  serie  ^  1  -. j      converge  più  rapidamente  di  ^  l  -. j 


che  i  >  6,  si  vede  che  la  misura  dell'aggregato  (8*  si  ptw  rendere  piccola  a  piacere  pur- 
che  si  assuma  j  abbastanza  grande. 

Ciò  posto,  si  fissi  per  y  un  valore  non    appartenente  a  (8'  ;  per  ogni  i  ^  ;  sarà 


allora   5.^<;0.^  Si  chiami  ancora  JXy)  l'aggregato  degli  .x  per  cui,  }^  avendo  questo 


valore  e  {xy)  appartenendo  a  r^ .  **), 


>  0 .  ^   per  qualche  i  ^  ;*,  vale  a  dire  l'ag- 


dx 
gregato  dei  punti  di  j5*x  ***)  P^  ^"^  ^^  ha  il  valore  assegnato  e  che  appartengono  a  T^ 


L  ju.1  i^j  J 


*)  Poiché  la  misura  superficiale  di  un  aggregato  del  piano  {xy)  è  Tintegrale  rapporto  alla  y  della 
misura  lineare  dell'aggregato  segato  nell'aggregato  totale  dalle  rette  y  =  cost.  (cfr.  Lebesgue,  IntcgraU, 
etc.,  loco  citato,  n^  37,  pp.  276-278). 

•*)  E  quindi   ad  ogni  F^.  per  i  ^/. 

•**)  Si  ricordi  che  al  principio  del  n°  40  si  fissò  per  x  il  valore  — . 

****)  Il  segno  •<  in  questa  relazione  dipende  dal  fatto  che  §'•  {y)  si  suppone  essere  un  aggregato 
di  valori  di  x  corrispondenti  a  punti  di  Fq.,  mentre  ai  §,iO')  si  impone  solo  di  essere  aggregati  di 
valori  di  X  corrispondenti  a  punti  di  Fq.:  ora,  tosto  che  »>/,  T^.  >  Fq.;  quindi  g.iO')  può  com- 
prendere degli  X  esclusi  da  SJO').  Questa  osservazione  giustifica  pure  il  segno  <  nella  relazione  suc- 
cessiva. 
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sarà 


Sj  Sik  Sj  fSik 


dM, 


dx 


('^A 


dove  con  gj. —  XS»*  ^^  rappresenti  l'aggregato  dei  punti  che   appartengono  a  Jj, 
e  non  ai  g  .^ ,  pei  valore  fisso  di  i  considerato.  Quindi  per  le  (^),  (h)  : 


rr^h<?.---vvx._^  ... 


La  sommatoria  del  2°  membro  vale 

^  t^^  t    (t^  —  l) 


T* 


8;     f  Si* 


tosto  che  i  >  I . 


L'integrale  del  secondo  membro  è  minore  della  misura  di  g]  :  indicheremo  con/ 
un  numero  fissato  a  piacere  maggiore  di  questa  misura  (per  es.  /  =  A).  Sarà  quindi 


a^A 


onde  finahnente 


/,.i^H'<(,^r+{Tf/ 

Le  due  somme  del  secondo  membro  sono  convergenti. 
42.  Ciò  posto,  si  ha 

e  per  a'^,  a'^  ,  _y  assegnati,  corrispondenti  a  punti  interni  a  F,  si  può  scegliere  ;  abba- 
stanza alto  perchè  questi  punti  appartengano  a  ì\.. 

Lo  studio  si  porta  interamente  sull'ultimo  integrale  del  2°  membro.  Tale  integrale 
si  spezza  in  due:  l'uno  esteso  all'aggregato  dei  punti  dell'intervallo  x^  ...  x^  non  ap- 
partenenti a  ^' ,  l'altro  all'aggregato  dei  punti  che  appartengono  a  §'..  Ora  nel  n°  40 

si  ò  mostrato  che  fuori  di  ||*  la  serie   ^-3 — -dx  converge  uniformemente:    essa   può 

quindi  integrarsi  termine  a  termine.  Nel  n°  prec.  si  è  ancora  mostrato  che  è  conver- 
gente uniformemente  la  serie  degli  integrali  dei  moduli  dei  termini  della  serie,  estesi 
a  J} ,  e  quindi  a  un  qualunque  aggregato  contenuto  in  J'  ;  ne  segue  che  anche  il  se- 
condo integrale  si  può  ottenere  integrando  la  serie  termine   a  termine  *).   Sommando 


*)  Cfr.  la  mia  nota  :  Sopra  l'inUgraiwfu  delle  serie  [Rendiconti  del  R.    Istituto   Lombardo,    s.   II. 
voi.  XXXIX  (1906),  pp.  777-780J,  n°  5. 


SUL  PRINCIPIO   DI   DIRICHLBT.  345 


di  nuovo  le  due  serie  ottenute,  si  raccoglie  infine 

Fin  qui  si  è  supposto  y  non  appartenente  a  A';  ma  si  è  mostrato  che,  facendo 
crescere  indefinitamente  ;,  la  misura  di  (R*  tende  a  o.  Si  ha  dunque  la  proposizione 
enunciata  al  principio  del  n°  41. 

Confrontando  questo  risultato  con  l'osservazione  del  n°  4  relativa  all'imposizione 
della  condizione  (3),  segue  che,  comunque  ancora  nulla  si  conosca  circa  le  derivate 
della  V  nei  punti  dell'aggregato  ^^^  +  jS>>  ?  si  può  però  fin  d'ora  considerare  la  fun- 
zione V  come  appartenente  al  campo  funzionale  \u\, 

43.  È  ora  facile  dimostrare  che  Vintegraìe  di  Dirichlet,  esteso  al  campo  F,  calcolato 
per  la  funzione  v  vale  precisamente  d.  Richiamando  le  notazioni  del  n°   39,   si  indichi 

con  ^'.y  l'aggregato  analogo  a  ^^^  rispetto  alla  serie  ^  1  —^^ ^  j  e    si    ponga 

G^j  O^jx     I     ^  jy  ' 

In  Fq  —  jjiy  (qualunque  sia  ;)  convergono  uniformemente  (n°  40)  a  ^   e   a  ^   le 
serie 

dx'^^Xdx         dx)  dy^^\dy         dy)' 

vale  a  dire  le  derivate  -=r—\  -=r—'  tendono   uniformemente  a  •^— ,  ^r-  col  crescere  di  i: 
o  x'  dy  dx^   dy 

e  l'aggregato  jj^  può  rendersi  piccolo  a  piacere,  facendo  crescere  ;  suflScientemente. 

D'altra  parte  si  ponga,  al  solito, I(v.)  =  û[  -j-  e.;  qualunque  sia  i,  d  -j-  £.  è  inferiore 

ad  un  numero  finito  D  (che  si  può  supporre  prossimo  quanto  si  vuole  a  d)  :  ne  segue 

che,  assegnato  un  numero  t^  arbitrario,  si  può  determinare  un  numero  M  <  1/  —  1 

ed  un  aggregato  ^;,  di  misura  superficiale  <[  t^  tale  che  in  F  —  c^«  5~  1  ^  3~1  siano 

dv.     Ol). 
<;  /,  ;  e  tenendo  conto  della  convergenza  uniforme  delle  ^ ,  ■^*  in  Fe .  —  jjiy  >  si  può 

anzi  supporre  che  l'aggregato  comune  a  ^.j  e  a  V^.  —  ^.  sia  il  medesimo,  almeno  per 
tutti  i  valori  di  i  superiori   ad  un   certo.   Indicheremo  con  ^.  questo   aggregato  fisso 

(con  ;*)  e  supporremo  lim  r.  =  o.  In  Fe^  —  ^;  ""  Jì/ '  (  T"  |    ^  (  T"  )     ^^^^ergono 
anch'esse  uniformemente  ^  {^)  >  ("^)    0»^^  si  ha 

/    /  Avdxdy  =  lim  /    /  òkV^dxdy 

Mmti  .  Ore  M«ttm  Pmltrm;  t.  XXII  (190Q.  —  Sumpato  il  17  settembre  190e.  44 
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e  quindi 

id —    /   I  Ivdxdy  ^=üsa\d -\- t. —    /    I  lv.dxdyî=:  lim   I   I  âiv^dxdy 

dove  «  è  un  intero  arbitrario. 
Ora  si  ha 

J  J  ^^^'^'  ~  ^v;)dxdy  =  j  Jv(y,^^  —  z;.,  t;,^,  +  v,)dxdy 

=  ^// vC^'-i  ~  ^«^  ^d^xdy  ^  J  J  à(v,^^  —  v,)dxdy  ; 

quindi,  applicando  al  primo  int^rale  la  disuguaglianza 


f  fv(uv)dxdy\  Z,  V  f  J  \udxdy.  f  J  â^vdxdy  *), 


*)  Questa  disuguaglianza  si  deduce  agevolmente  da  quella  nota  di  Schwarz.  Essa    si    estende 

modo    ovvio   agli   integrali   del   Lebesgue.    Si    decompongano    infatti    gli    intervalli    di    variabilità 

Ott      ÔV     Ott     di'   .     .  ...  .  1.    1.  /  j-     .     •  •        /   -^ 

-:r— ,  t: — ,  TT — ,  -^—  m  intervalli  parziau  di  ampiezza  ^^  s,  mediante  i  numeri  m,  I  itt^o,  m    <' m 
ÒJC      òx      ò^      d>  —  I  y    -^     Î       ,  ^     .^ 


^i^i  —  '"»•  ^  ^  I   ^  si  chiami  a-    la  misura  dell'aggregato  in    cui 


e  p,    la  misura  dell'aggregato  in  cui 

Sarà 

/  /  \(uv)dxdy=^^^tni  trij  (a^y +  ß,y) 

JJ^udxdy  =  hm^m\{7.,J  +  ^,.\  J J \vdxd y  =  hm"^  frt](^,.  ~J^  p^p. 

Quindi 

IT   r  V(«t^)^*^:)']     =  1^  Z   '"^  '''/  '"''  '^(^''y^r,  +  P.;  *r.  +  «.,  Pr,  +  P,;  ßrs  ) 

JJ\udxdy.JJtivdxdy  =  hm  ^  mjm,^(a,.a,,  +  ß,^  a,,  +  a,  ■  ß,,  +  ß^ .  ß^^  ) 

=  lÌ2i  Z  4"  ("^^  '"^  +  '"^  '"P  (*'/  ^'^  +  P»;  *-  +  *.y  Pm  +  P.;  Pr.  )• 

Basta  allora    osservare   che,  qualunque  siano  i  numeri  w-  ,   w    ,   m^  ,   m,    si  ha  sempre, 

m  •  Wy  w^  m,  ^  Y  ('^î  '"^  +  '«î  *"/) 
per  concluderne  la  disuguaglianza  enunciata. 
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e  al  secondo  il  Lemma  del  n°  31  : 


z, 2i/J+rt/6ö: fr+T  +  ée, (i  +  r)     \dr.  («)] 

qualunque  sia  il  campo  d'integrazione  contenuto  in  r. 

Tosto  che  n  è  abbastanza  elevato,  i  termini  della  serie  V  (2  t^^+T  /66  .-[-66  .|/ 1 + T) 

sono  minori  dei  termini  della  serie  ^  5  yD  V  9.  =  5  y\D  X  (  ~^  )  •   ^  ^^^  stessa  è 

quindi  convergente  ed  anzi,  assumendo  n  sufficientemente  grande,  si  può  rendere  la  sua 
somma  arbitrariamente  piccola.  Si  può  quindi  rendere   arbitrariamente   piccolo 

\%J  J(^v.^^  —  \v;)dxdy 

assumendo  n  maggiore  di  un  numero  assegnabile,  indipendentemente  dal  valore  di  ;. 
Si  deduce  facilmente  di  qui  che 

d  —    /    /  âkvdxdy 

tende  a  o  mentre  ;  tende  all'oo .  Nell'ipotesi  contraria  infatti  si  potrebbe  assegnare  un 
numero  ^  tale  che  esistano  valori  di  ;  arbitrariamente  grandi  pei  quali 


d  —    /   /  ÒLvdxdy 


>^' 


Si  assuma  allora  n  abbastanza  grande  perchè 


'^^I(t)<4 

e  poi  j^  abbastanza  grande  perchè,  per  ;  ^  ;^, 


// 


^vjxdy<^  — 


(il  che  è  possibile  perchè,  tendendo  ;  a  00  la  misura  di  r  —  Te-  -\-  ^.  -\-  ^.  tende  a  o); 
il  modulo  del  2°  membro  della  (f)  sarà  allora  <;  +  per  ogni  ;  X  x>  mentre  per  ipotesi, 
dovrebbero  esistere  valori  di  ;Xx  per  cui  il  modulo  del  primo  membro  sarebbe >v}/. 
Si  ha  dunque 

(19)  d  z=ìim  I  j  àvdxdy=  1   l  àvdxdy. 
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S    IO. 

La  fomKda  di  Green  e  Panalilicità  ddUa  fawdoœ  v. 

44.  La  funzione  v,  che  rende  minimo  Tint^nde  di  Dirksilet  esieso  al  can^  r 
pd  valori  ass^;nati  al  contorno,  renderà  evidentemente  nunìmo  b  slesso  mt^gxafe  esteso 
ad  un  campo  2  (connesso  e  quadrarle)  contenuto  in  F,  pei  valcm  che  essa  stessa  as- 
sume al  contomo  di  2.  Perchè,  se  per  tali  vabrì  al  contomo  di  1  un'akra  funacme  if 
rendesse  minore  Tinti^rale  di  Dirichlet  esteso  a  £,  la  funzione  uguale  a  1^  in  T  —  X 
e  a  v'  in  2  farebbe  assumere  all'int^ale  esteso  a  tutto  V  un  valore  minore  die  la  v. 
E  quesu  funzione  sarebbe  ancora  continua  in  T  :  vero  è  che  al  contomo  di  2  potrebbe 
non  aver  derivate  determinate  e  finite,  ma  le  condizioni  fondamentali  per  cui  tali  deri- 
vate furono  richieste  sard)bero  ugualmente*  soddisfatte  (cfr.  le  osservazioni  fatte  a  tal 
riguardo  al  n^  4).  D'altra  parte,  per  un  0  sufficientemente  jnccolo,  la  funzione  mediatrice 
della  nuova  funzione  relativa  a  6  farebbe  ancora  assumere  all'int^ale  di  DmcHLETe- 
steso  a  F  valore  minore  che  la  v,  e  soddisferebbe  inoltre  in  tutto  il  campo  alle  condi- 
zioni di  derivabilità  richieste  per  le  u. 

Ciò  posto,  insieme  colla  v  si  consideri  un'altra  funzione  qualunque  v*  che  soddisfi 
in  2  alle  stesse  condizioni  di  continuità  e  derivabilità,  e  sia  Jb  una  funzione  analoga  die 
si  annuUi  al  contomo  di  2;  Jb  una  costante.  La  funzione  v  -f*  kbff  assume  sul  contorno 
di  2  gli  stessi  valori  di  v:  deve  quindi  essere,  qualunque  sia  jk, 

ff^(v  4-  klnfyixdy  =ff^vdxdy  +  ^^fj<^^  hd^ytxdy  +  k' J  f \(Jrü*yixdy 

^11  ^vdxdy. 

La  disuguaglianza  non  può  esser  soddisfatta  qualunque  sia  &  se  non  è 

/   /  vQ^j  hif)dxdy  =  o 

ossia,  sviluppando  il  primo  membro  mediante  la  formola  d(hv*)  =  hdi/*  -^  v^dh 
r  fvCv,  if')hdxdy  =  -  ffv(Vy  h)^dxdy. 

Si  supponga  ora  che  anche  la  funzione  x/*  renda  minimo  l'int^rale  di  Dirichlet  esteso 
a  2,  pei  valori  che  essa  assume  al  contorno;  sarà  del  pari 

ffv(y,  ^)hdxdy  =  -  ffviA  h)vdxdy. 
Si  ha  quindi 
(20)  f  f[v(yj  Ä)v*  — v(v*,  h)v]dxdy  =  o. 
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In  questa  relazione  i  contenuta,  come  caso  particolare,  la  formola  di  Green. 

45.  Noi  ci  limiteremo  a  fare  tal  deduzione  per  un  campo  particolare  che  ci  sarà 
utile  in  seguito.  Siano  cioè  C  e  C"  due  circonferenze  interne  a  1',  e  la  seconda  interna 
alla  prima;  siano  (x'jf'),  {x" y")  i  loro  centri  rispettivi  e  p',  p"  i  loro  raggi.  Si  ponga 
(^x  —  xj    -\-(y—yy    =r'%         V    =  p'^    —  r'^ 

(^  -  x-y  +  (V  -  y  y  =  r-,     ä"  =  -L  _  _L , 

Si  applichi  la  formula  (20)  al  campo  1  compreso  fra  i  due  cerchi  e  alla  funzione  h  ora 
definita;  si  otterrà 

(^)    f  [["^(y^h'y—vÇy*,  V)v\V'dxdy^f  f[v{v,  ìyy*—\{y*,h'*)v]Vdxdy  =  o, 

Ora  si  ha 

àV  ,       ,     ,.  dh'  ,        .     ,- 

-^=-2r  cos(xf'),         ^  =  — 2f'cos(yr), 

oh"        2         ,     „.  dh"        2         .     „. 

-^  =  —cosixr  ),  -jy  =  ^^œs(yr  ), 

e  quindi,  se  si  suppone  per  un  istante  che  nell'area  1  esistano  le  derivate  di  v  e  v*  se- 
condo tutte  le  direzioni,  e  siano  legate  dalla  relazione  fondamentale  (2), 

Viv,  V)  =  _  2r'|^,  ,         sìa  V)  =  -  2r'|-J^  , 

Se  allora  si  trasforma  il  primo  integrale  della  (a)  nelle  coordinate  polari  (r'<p')  e 
il  secondo  nelle  coordinate  (r"<p")  si  ottiene 

\  2 

Siano  D'  e  D"  due  cerchi  interni  a  2  e  di  centri  rispettivi  {x'yy  (jc">");  si  chia- 
mino <?',  <j"  i  loro  raggi,  e  y'j  y"  1^  ^^  comprese  rispettivamente  fra  C"  e  D'  e  fra 
C  e  D".  La  (i)  si  può  scrivere 


^$0  BBPPO    L9T1. 

La  formula  vale  qualunque  siano  i  nggi  p'^V,  f"  <«'';  darivando  i  duemembri 
ranK>]to  a  p'  e  a  p'',  osservando  che  i  {»rimi  termini  dei  diœ  membri  han  derivata,  nn&a 
essendo  indipendenti  Tuno  da  p',  Fakro  da  p''^  e  ponendo  poi  r'  =  p %  r"  ^=f"jà 
ottiene 


ossia 

ed  infine,  chiamando  ài'  e  Ì5"  i  difforenziali  dell'arco  sulle  circonferenze  C%  C" 

(i  j'  =  p' df ,  if"  =s  p"ii>")  : 

La  formula  (21)  è  predsam^ite  la  formok  di  Green  per  l'area  2  compresa  fra 
i  cerchi  Ce  C\  Se  si  conviene  di  assumere  positivi  sopra  C  e  C  sempre  i  versi 
che  lasdano  l'area.  £  da  una  stessa  parte,  il  secondo  integrale  dovrà  cambiare  di  s^no, 

secondo  l'uso  più  invalso. 

46.  Unica  limitazione  alla  validità  di  questa  formola  resta  l'ipotesi  relativa  all'esi- 
stenza in  2;  delle  -^ ,  -^-, ,  ^-7, ,  ^-7-,  e  alla  loro  dipendenza  dalle  derivate  rapporto 

ad  X  ed  )'.  A  tal  proposito  basta  fare  l'osservazione  seguente. 
Ritorniamo  alla  funzione  v  definita  nei  §§  precedenti: 

V  =  lim  t; . 

fcsOO 

e  immaginiamo  riferite  le  v.  e  la  v  alle  coordinate  polari  (r'<p');  essendo 

;7  =  ^  ^os  Gr  r')  +  -^  cos  (jy  r'), 


SI 


i  possono  ripetere  per  la  serie  X"^~7  ^^  considerazioni  medesime  fatte   per    le   serie 

2l-^j  2L-^y  ^ss^  ^^^  convergente  m  tutti  i  punti  di  T  m  cui  convergono  queste 
ultime,  e  si  avrà  in  essi 

d^  +  Ç^TT  =  t^,cos(xr')  +  WyCos(yry 

L'aggregato  dei  valori  di  9'  cui  corrispondono  rette  in  cui  l'aggr^ato  dei  punti 
nei  quali  questa  serie  non  converge  ha  misura  lineare  non  nulla,  ha  dunque  misura 
nulla  ;  e  per  gli  altri  valori  di  f  '  si  dimostra,  ragionando  come  nei  n'  41  e  42,  che  in 
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Ogni  punto  delle  rette  corrispondenti,  fatta  astrazione  dai  punti  di  un  aggregato  di  mi- 
sura  lineare  nulla,  la  serie  medesima  converge  al  valore  di  -7 .  Ne  segue  che  l'aggre- 
gato  di  tutti  i  punti  di  F  in  cui  non  si  può  affermare  l'esistenza  di  qualcuna  delle  deri- 
vate ^— ,  .r— ,  TT—.,  ovvero  non  si  può  affermare  fra  queste  derivate  la  relazione 
ax'   ay      dr'  ^ 

^-y  =  ^—  cos  (xr')  -f-  -^  cos(y  r')  (somma  di  tre  aggregati  di  misura  nulla),  ha  misura 

superficiale  nulla.  Tenendo  conto  della  validità  delle  considerazioni  analoghe  per  la  fun- 
zione v*y  e  parimenti,  per  Tuna  e  l'altra  funzione,  per  le  coordinate  (r'S"),  si  vede 
che  è  pienamente  concessa  la  trasformazione  della  formola  (0)  nella  (è),  purché  s'in- 
tenda che  nell'integrazione  debbano  trascurarsi  i  punti  dei  detti  aggregati  di  misura  nulla. 
E  varrà  pure  la  (e)  coU'unica  avvertenza  che  negli  intervalli  <i'  . . .  p',  p"  ...  <i" 
debbano  trascurarsi  quei  valori  di  r'  t  r"  rispettivamente  per  cui,  sulle  corrispondenti 
circonferenze,  l'aggregato  dei  punti  in  cui  non  è  permessa  la  trasformazione 

^(^v,h'y-v(y,h'yv=-^v*^-v^y2r',  x(v,  h"y-x(v*,  h"yu=(^^-v^^.-^ 

ha  misura  (lineare)  > o.  Questi  valori  di  r'  er"  costituiscono  aggregati  di  misura  nulla. 

Infine  al  più  per  un  aggregato  di  valori  di  p'  e  di  p"  avente  misura  nulla  non  è 
permesso  di  affermare  che  la  derivata  dell'integrale  sia  il  valore  dell'integrando  *),  e 
quindi  può  cadere  in  dubbio  il  passaggio  dalla  formola  (e)  alla  (J). 

Riassumendo,  la  formola  (21)  ha  pieno  valore  per  ogni  coppia  di  cerchi  Ce  C" 
di  centri  rispettivamente  {x'y')y  (x")'")?  ^^^^  ^^  P^^  eccezione  per  un  aggregato  di 
cerchi  i  cui  raggi  costituiscono  un  aggregato  di  misura  nulla. 

47.  La  formula  (21)  permette  ora,  con  procedimenti  noti,  —  salvi  pochi  comple- 
menti, —  di  dimostrare  l'esistenza  delle  derivate  prime  di  v  in  tutti  i  punti  di  P,  e  poi 
l'esistenza  delle  derivate  successive,  vale  a  dire  l'analiticità  di  v. 

Si  ponga  anzitutto  in  (21)  v*  =  i  :  si  ottiene 

D  cerchio  C"  era,  per  ipotesi,  interno  a  C;  ma  si  consideri  ancora  un  altro  cer- 
chio qualunque  C"  interno  a  C  :  varrà  l'uguaglianza  analoga  alla  (e)  ove  si  mutino 
gli  apici  "  in  '"  :  quindi  ancora 


IP^'" = Li^"-- 


'  C"  *^  C" 


I  cerchi  C  e  C"  non  sono  più  soggetti  ad   alcun  legame:  l' integrale    j  ^,ds 
esteso  a  una  qualunque  circonferenza  contenuta  in  F,  escluse  al  più  fra   le  circonferenze 


•)  V.  Lbbesgue,  Leçons,  etc.,  loco  citato,  pp.  123-124  ;  Levi,   Ricerche   sopra  le  funzioni  derivate^ 
loco  citato,  pag.  674,  n^  i. 
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di  determinato  centro,  quelle  di  un  aggregato  di  misura  nulla,  ha  dunque  un  valor  co- 
stante. Si  chiami  X  questa  costante,  C  un  cerchio  variabile  di  centro  (jcy)  da  fissarsi 
convenientemente,  r  il  suo  raggio  ;  si  avrà  (trascurando  al  bisogno,  nell'int^;razione,  i 

valori  di  r  dell'intervallo  o  .  . .  r  per  cui  cade  in  dubbio  l'uguaglianza    /  -^—ds  =  X): 

J'      I  ^r~  dsdr  ^=  Xr^=^   1      1     -=r-rdrd^. 
Inoltre 

^^t^Âl;,       rdrd(f  =  d(yj 

indicando  con  da  l'elemento  d'area;  quindi,  se  C*  è  il  campo  interno  al  cerchio  di 
centro  (xy)  e  raggio  r^. 


['Parafi,  ^  jl^..ä,  ^  y.r-ff.vd,. 

c  c 

Scegliendo  convenientemente  il  punto  (xy)  si  può  sempre  supporre 


// 


Ivda  ^  ^^~4~  > 


quindi  ancora  _ 

Ora  la  costante  X  e  indipendente  da  r^;  deve  dunque  essere 

48.  Se  allora  si  pone  nella  forinola  (21)  v*  =logr"  e  si  fa  tendere  a  o  il  cerchio 
C"  e  se,  tenendo  presente  la  formola  (22),  si  osserva  ancora  che,  per  la  convergenza 
uniforme  della  serie  (14),  la  funzione  v  è  continua,  si  ottiene  la  formola  fondamentale 

e  di  qui,  per  vie  note,  la  derivabilità  e  l'analiticità  della  v.  Basterà  cioè  osservare   che. 

d  log  r" 
muovendo  (x"y")  ^ntro  a  C,  log  r"  e  — -^, —  sono  illimitatamente  derivaribili  e  sniIu;^ 

pabili  in  serie  di  forme  in  (a'')'").    Segue   allora  del  pari  che  v  soddisfa  all'equazione 
A'  t;  =  o. 

§  11. 

Semplificazione  delle  condizioni  al  contomo. 

49.  Si  ò  supposto  fin  qui  che  la  funzione  u(s)  dei  valori  assegnati  al  contorno  fosse 
limitata,  ed  amiìiettessc  derivata  rispetto  all'arco  s  in  ogni  punto,  limitata.  Ma  tali  condizion: 
riducono    in   modo   noto   all'unica  che    ^(5)  sia  funzione   continua  limitata   di    s  me- 
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diante  l'applicazione  del  teorema  dell'HARNACK  *).  La  funzione  u(^s)  può  infatti  espri- 
mersi allora  come  somma  di  una  serie  uniformemente  convergente  di  polinomi  di  s. 
Sia  tt(^)  =  X''^.(^)-  Ciascuno  dei  polinomi  w^.  soddisfa  evidentemente  alle  condizioni 
richieste  ad  tt(^)  nei  §  precedenti.  A  ciascuno  di  essi,  per  quanto  è  stato  detto  fin  qui, 
si  può  far  corrispondere  una  funzione  armonica  11  ^(^xy)  che  assuma  sul  contorno  il 
valore  di  iz.Çs) :  ora  il  teorema  dell'HARNACK  ci  permette  d'affermare  che  la  serie  X^.Cfy) 
convergerà  uniformente  in  tutto  r  e  rappresenterà  in  esso  una  funzione  armonica  assu- 
mente al  contorno  i  valori  di  uÇs).  È  noto  che  questa  funzione  farà  assumere  all'inte- 
grale I(u)  il  valor  minimo  compatibile  coi  dati  valori  al  contorno,  tosto  che  di  tal  mi- 
nimo si  possa  parlare:  basta  perciò  che  tale  integrale  non  risulti  infinito  per  tutte  le 
funzioni  del  campo  **). 


Torino,  marzo  1906. 


Beffo  Levi. 


NOTA. 
Sul  campo  funzionale. 

50.  Ritornando  con  uno  sguardo  d'insieme,  ai  risultati  del  presente  studio,  pos- 
siamo (a  parte  la  questione  di  metodo  ch'è  pure  scopo  precipuo  di  esso)  riassumerli 
nell'enunciato  : 

Dato  un  campo  F,  limitato  da  una  curva  e,  rettificabile,  e  soddisfaunte  alle  condi- 
:^oni  di  convessità  relativa  definite  a/  §  4,  e  data  una  funzione  continua  finita  uÇs) 
dell'arco  s  di  e,  esiste  una  funzione  u,  definita  nel  campo  P,  assumente  sopra  e  i  valori 
di  u(s)  ed  appartenente  al  campo  funzionale  \u\  definito  fl/  §  3,  ^  che  all'integrale 

fa  assumere  il  valore,  limite  inferiore  dei  valori  che  l'integrale  medesimo  assume  per  tutte 
le  funzioni  di  \u\  che  sopra  e  assumono  i  valori  di  u(s). 

Tale  funzione  l  analitica. 

E  si  è  osservato  che  il  campo  funzionale  \u\  è  estesissimo  e  le  condizioni  cui  deve 
soddisfare  una  funzione  per  appartenere  ad  esso  sono  quasi  quelle  sole  che  occorrono 
perchè  abbia  senso  l'integrale  /(w).  In  particolare  non  si  richiede  alle  funzioni  del  campo 


*)  DU  Grundlagen  der  Theorie  des  logaritmischen  Potentiales  und  der  eindeutigen  PotenHalfunktionen, 
pag.  67.  —  Vedi  pure  Picard,  Traité  d'Analyse,  tome  II,  pp.  56-57. 
**)  Cfr.  Hedrick,  Inaug.-diss.  citata,  pag.  73. 

Rmti,  Cift.  Umfm,  FmUrmê,  t.  XXII  (  1906).  —  Stampato  U  aS  settembre  1906.  45 
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\u]  di  aver  derivate  determinate  rispetto  alla  x  e  alla  y  in  ogni  punto  di  r,  e  solo  di 
soddisfare  alla  relazione 

sulle  rette  y  =  cost,  convenientemente  generiche  ;  e  all'analoga,  collo  scambio  delle  let- 
tere Xy  y. 

É  questa  l'unica  condizione  in  qualche  modo  inessenziale  alla  questione. 

Ma  quando  si  pone  ordinariamente  il  problema  di  Dirichlet,  il  campo  funzionale 
cui  ci  si  riferisce  è  assai  più  ristretto  :  per  lo  meno  si  chiede  che  le  funzioni  del  campo 
ammettano  derivata  in  ogni  punto.  Voglio  qui  rilevare  come,  quando  tal  condizione  sia 
imposta  al  campo  funzionale,  cui  si  suppone  appartenere  la  m,  la  condizione  (3)  prende 
un  valore  essenziale  in  quanto  : 

Fra  le  funzioni  del  campo  \[u\\  —  che  in  ogni  punto  di  V  hanno  derivate  determi- 
nate rapporto  ad  x  e  ad  y,  assumono  su  e  i  valori  di  u{s\  e  per  cui  ha  senso  l'inte- 
grale I(^u),  ma  che  non  sono  legate  alla  condizione  (3)  ^  all'analoga  in  y  —  non  ne  esisti 
una  che  ali* integrale  I(u)  fauia  assumere  il  valore  limite  inferiore  dei  valori  ch'esso  as- 
sume per  tutte  le  funzioni  di  \\u\\, 

51.  Premettiamo  un'osservazione  :  l'integrale  I{u)  non  pub  esser  nullo   per  alcuna 
funzione  di  \\u\\  che  non  sia  u  :=  cost.    Questa  funzione  è   esclusa   evidentemente  dal 
campo  funzionale  considerato  se  non  è  «  (j)  =  cost. 
Invero  da  I{u)  =  o  segue  che 


//(l-:)-^-//!!^')-^^ 


e  quindi  che  tanto  ^-_  quanto  ^—  sono  nulle  in  ogni  punto    di    F,    ad    eccezione,    al 

più,  per  i  punti  di  un  aggregato  di  misura  (superficiale)  nulla.    Di    qui  ancora,    sopra 
ciascuna  retta  y  =  cost.,  fatta  eccezione  al  più  per  quelle   di  un  aggregato    di    misura 

nulla,  è  ^  z=  o  in  ogni  punto,  fatta  eccezione  al  più  per  un  aggregato    di    punti    di 

misura  (lineare)  nulla.  Analogamente  per  la  ^— ,  previo  lo  scambio  delle  lettere    .v,  ). 

oy 

Ora,  ho  dimostrato  altrove  *)  che  se  una  funzione  ha  derivata  determinata  ovun- 
que, e  nulla  per  tutti  i  valori  della  variabile  ad  eccezione  al  più  per  quelli  di  un  ag- 
gregato di  misura  nulla,  tal  derivata  è  nulla  senza  eccezione  per  tutti  i  valori  della  va- 
riabile. Dunque  la  nostra  funzione  u  e  costante  su  tutte  le  rette  x  =  cost,  e  su  tune 
le  rette  y  =  cost.,  fatta  al  più  eccezione,  rispetto  a  ciascuno  di  questi  sistemi  di  rene, 
per  un  aggregato  di  misura  nulla.  Il  dubbio  di  tale  eccezione  si  elimina  subito  ;  sia 
infatti  X  =  x^  una  retta  sulla  quale  la  u  (x^  y)  sia  costante,  x  =  x^  un'altra  qualunque 
retta  del  primo  sistema.  Poiché,  per  tutti  gli  y  che  non  appartengono  ad  un    determi- 


*)  Ricerche  sulle  funzioni  derivate,  loco  citato,  n°  6,  p.  682. 
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nato  aggregato  di  misura  nulla  u(^xy)  è  costante,  rispetto  alla  x  variabile,  sarà  per 
tutti  questi  3',  «(x,  v)  =  ^*(x^y);  quindi  uÇx^y)  è  anch'essa  costante  rispetto  alla  y  va- 
riabile, fatta  al  più  eccezione  per  un  aggregato  di  misura  nulla  di  valori  di  y.  Allora, 
riapplicando  la  proposizione  ricordata  pocanzi  si  conclude  che  u(^x^y)  è  costante  asso- 
lutamente, ed  uguale  a  u{x^y). 

52.  Dopo  ciò  sarà  provata  la  proposizione  finale  del  n°  50  se  mostreremo  che, 
mediante  funzioni  u  di  \\u\\  si  pub  far  assumere  a  I{u)  valori  arbitrariamente  piccoli, 
il  cui  limite  inferiore  è  quindi  zero.  Si  riuscirà  a  ciò  modificando  leggermente  l'esempio 
dei  n*  6  e  7,  in  modo  da  sostituire  alla  f{xy^  del  n°  7  una  funzione  che  abbia,  ri- 
spetto ad  X  e  rispetto  ad  ^,  la  derivata  in  ogni  punto. 

Si  consideri  ancora  la  funzione  ^(x;  w)  definita  al  n°  6.  Si  chiamino  punti  C  i 
punti  limiti  di  successioni  di  punti  B  aventi  la  stessa  ascissa:  con  tutta  precisione,  in- 
dicato con  N  un  gruppo  qualunque  di  v  indici  formato  coi  numeri  i,  2,  . . .  ,  fi,  dei 
quali  i  due  ultimi  non  siano  entrambi  i  si  ponga 

Cr'  =  lini(5<r',    B^l,    5'-;',...). 
Si  indichi  inoltre  con  N^  il  gruppo  che  risulta  da  N  diminuendo  di  un'unità  l'ul- 
timo indice,  se  questo  è  >  i,  e  sopprimendolo  se  è  =  i;  con  v^  il  numero  degli  in- 
dici del  gruppo  No.  I  segmenti  rettilinei  Ä^p^'^  O^r'^  rappresentano  i  tratti  di  costanza 
della  funzione  i}/(x;  n).  Si  ponga 

e  si  chiami  y^^  (x  ;  w)  una  funzione  definita  nell'intervallo  x^r  ...  x^: ,  ed  in  esso  con- 
tinua e  derivabile,  con  derivata  in  ogni  punto,  che  può  essere  ovunque  finita,  ad  ecce- 
zione dei  due  estremi  x^^. ,  x^  ove  la  derivata  —  rispettivamente  derivata  a  destra  e  a 
sinistra,  poiché  questi  punti  sono  punti  d'arresto  per  la  Xn(-^>  ^)  —  ^^  =4~^>  ^^ 
supponga  inoltre  che 

Xn(%;  «)  =  XnT%;  «)  =  In 
e  che  la  Xsi^y  ^)  medesima  dipenda  ancora  da  un  parametro  iCj^.  di  cui  si  possa  di- 
sporre in  modo  che,  in   tutto  l'intervallo  x^r  ...  Xj^,  |xa'(-^>  ^)  —  ^|  ^^^  piccolo  a 

piacere,  e  sia  /  (~j^  )  ^^'  <C  ^K^)(^n  —  ^n)  ^^^^  ^(^)  ^  ^^^  costante  qualun- 
que (di  cui  si  può  disporre  arbitrariamente). 

Potrà  servire  a  tal  uopo  per  es.  la  funzione  cosi  definita  *): 


*)  Secondo  la  descrizione  precedente  delle  proprietà  essenziali  della  funzione  xa;  (x  ;  n),  basta  sce- 
gliere per  essa  una  tale  che  la  curva  rappresentativa  si  distenda  ad  S  sufficientemente  appiattita  fra  i 
punti  -4jv^~*  »  ^jÜ"'  .  L'espressione  qui  indicata,  eccessivamente  artificiosa  a  tale  scopo,  soddisfa  all'ul- 
terior  condizione  che  la  funzione  <f(jc;  n)  definita,  mediante  la  ^(x;  n)  e  le  Xa'C^ì  ")»  ^^^^  ^^^  *^" 
guenti  del  testo  soddisfi  in  ogni  punto,  non  esclusi  i  punti  di  derivata  infinita,  alla  condizione 

^y(x  +  ^)-2y(x)-f  (p(x-^  ^^ 
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m    x^ 


^y+^y 


in    -^^— = — -  ...  Xj 


Xfn)  =  I  —  T Î5|^ . 

Si  fissi  ora  arbitrariamente  un  numero  «  e  si  scdga  ic^  in  modo  che 

e  si  consideri  la  funzione  f  (x;  n)  continuai  che  in  ogm  intervallo  x^j  •••  x^^  coincide 
colla  corrispondente  Xy(^>  ^)  ^  (conseguentemente)  nell'aggregato  complementare  a 
questi  intervalli  coincide  colla  ^(x;  n).  La  f(x;  it)  ammetterà  derivata  determinata  in 
ogni  punto  dell'intervallo  di  definizione  o  .  • .  i,  e  precisamente  derivata  infinita  né 
punti  x^j  x^  e  nei  loro  punti  di  condensazione  *).  Si  ha  indtre 

£[^ì^..  =  lt[H^''  <  -«lÄ  -  Xk)  =  0(.> 

ri 

53.  Qò  posto,  si  consideri  di  nuovo,  come  al  n^  7,  il  campo  r  costituito  dal  ret- 
tangolo (i,  o)( —  I,  o)(i,  i)( —  I,  i),  colla  medesima  distribuzione  di  valori  al  con- 
torno e  si  consideri  la  funzione  f(^xy)  definita  in  V  colla  stessa  legge  che  al  n°  7,  ove 
solo  si  sostituisca  la  presente  funzione  9  alla  ^  d'allora. 


condizione  che,  per  molti  riguardi,  deve  considerarsi  come  completamento  necessario  all'ipotesi   dell'e- 
sistenza della  derivata  in  ogni  punto.  Cfr.  in  proposito  la  mia  Nota  :   Sulle  funzioni  che  hanno  derivaU 
in  ogni  punto  [Rend,  della  R.  Acc.  dei  Lincei,  s.  V,  voL  XV  (2**  sem.  1906)]. 
Per  la  Xn(^ì  ^)  ^^  definita  si  ha 

e  quindi  costantemente 
tosto  che  SI  scelga 
Si  ha  moltre 

espressione  che  tende  a  zero  con  continuità  con  ic^^  e  si  può  quindi  rendere  <  n(«)(x^  —  x^)  sce- 
gliendo ti}^  sufficientemente  piccolo. 

*)  La  limitazione  imposu  or  ora  al  |xn(*'»  »)  —  KnI  ^^  precisamente  per  isccpo  di  permettere 
questa  affermazione  della  derivabilità  senza  eccezione.  Per  soddisfare  nel  modo  più  ovvio  aUe  maggiori 
condizioni  di  cui  si  parlò  nella  nota  precedente,  si  potrà  assegnare,  al  parametro  icjsr  t^^^  particolar 
funzione  Xn  (*  '»  **)  sopra  definita,  il  medesimo  valore  per  tutti  quegli  N  per  cui  rintervallo  xj^  .  -  •  If x 
ha  la  stessa  lunghezza. 
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Sarà: 


Jo  [/(oy.)-ir  Vo     'iCi-*) 

Tutte  le  funzioni  da  integrarsi  sono  qui  <  i  •  dunque  infine 


Similmente 


<  ^£  m^yd  -  I  +  *r  +  [?(l  -  *);  «]'!  ;;^(o°^)'l  ,]>  '^^ 

_n(m)_ 

Raccogliendo  dunque 

//^/^'^^<'i"W+'[/(o°,)''l.J-  +  ^- 
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Qm  si  possono  schliere  m,  ^,  ^  Q(^)»  Q(^)  P^  modo  che  dascuno  aqfi,  ad- 
dendi del  2^  membro  risulti  fûccolo  a  piacere,  e  risulti  quindi  arbitrarìan^me  piooob 
rint^ale  dì  Dirichlbt  cakdato  nel  can^  T  per  la.  funzbne  /. 

Torino,  23  agosto  1906. 

Bbppo  Lbvl 


TAVOLA  DEI  SEGNI 


Per  comodità  dd  lettore  raccolgo  i  pfìnc^>ali  segni  usati  nel  lavoro  col  significato  con  cui  oai 
ripetono.  Osservo  però  che  occasionalmente  qualcuno  di  questi  segni  assume  per  brevi  tratti  ddliMS 

significato  diverso,  ma  il  nuovo  significato  è  allora  dichiarato  esplicitamente  e  si  conserva  solo  per» 
meri  immediatamente  connessi  fra  loro  per  situazione  e  per  continuità  di  ragionamento. 

A  aiti,  dei  campo  ; 

a  ^  7t  p*  area  del  cerchio  R  ; 

e  contomo  di  F  (linea  sulla  quale  sono  dati  i  valori  della  funzione  incognita)  ; 

C£^0  curva  omotetica  di  e  rispetto  al  centro  (irì)  e  al  rapporto  d'omotetìa  — -j—R  0^°  ^S); 

Cf^  inviluppo  intemo  delle  curve  C£^q; 

(l((xy\b)  area  omotetica  di  F  rispetto  al  centro  (xy)  e  al  rapporto   d'omotetia (n°  15); 

c(xy\ò)  curva  omotetica  di  e  rispetto  al  centro  (xy)  e  al  rapporto  d'omotetia —  (n°  18): 

F  campo  del  piano  (xy)  nel  quale  la  funzione  incognita  deve  soddisfare  alla  proprietà  di  minici 

Y^Tje  campo  intemo  a  c^^^q  ; 

Fq  campo  intemo  a  cq  ; 

d  limite  inferiore  di  I(u)  pei  valori  di  u  assegnati  su  c\ 


A'  1«  = 


òx^  ^    òy 
h  limite  superiore  del  rapporto  fra  un  arco  di  e  sufficientemente  piccolo  e  la  sua  corda  (n®  11); 


,       V         Ott    ÔV     ,     Ott    ôv 


*)  Si  può  fare  in  modo  che  la  scelta  di  ^,   si  faccia  indipendentemente  dal  valore  di  II  (m)  vf 
dendo  y^  nell'aggregato  di  variabilità  di  ^(i  —  ^;  m);  nella  contraria  ipotesi  la  scelta  dì  y    e  que 
di   li(m)  concorrono  nella  determinazione  di  f(oy^  )  —  i  e  si  legano  quindi  mutuamente. 
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k  = ,  «Po  limite  inferiore  dell'angolo  fra  una  corda  di  e  e  la  tangente  a  r  da  un  suo  estremo 


(p?  18,  2*  nota)  ; 


K= — /4^*A-l-6p*    costante  del  campo  T  (n°  34); 

I(u)=  Ç  Çùiudxdy\ 

L  lunghezza  di  c\ 
A  corda  massima  di  e  ; 
Mi  =  v.^^  —  t;.-  (n°  39); 
^  limite  superiore  di  lw(j)l  e  di  |tt|; 
du{s) 


ds 


^  limite  superiore  di 

O  centro  dà  R; 

p  minima  distanza  di  e  dal  centro  di  R  ; 

q  massima  distanza  di  <;  dal  centro  di  R  ; 

Q  = (2  +  7c  +  /?)  +  ^Ä*,  costante  del  problema  (n°  19) ; 

R  cerchio  rispetto  ai  punti  del  quale  e  è  convessa; 
r  circonferenza  di  R  ; 
p  raggio  di  R  ; 

^      |an|  figure  omotetiche  di  Ä  e  di  r  rispetto  al  centro  (xy)  e  al  rapporto  —  0  (n°  15); 

^'(x^'ie)  area  di  R  interna  a  (^(xy\^)  (n°  15); 
gCx^'ie)  area  di  R  estema  a  (I{(x>'|ô)  (n°  15); 

g*(*^|6)  differisce  da  §(jf^|ô)  per  un  aggregato  di  misura  superficiale  nulla.  —  Cfr.,  per  la  più 
ìsatta  definizione,  n°  22  a. 

r=  4^A^*  ** ,  costante  del  problema  (n**  28)  ; 

ìu\  campo  fimzionale  (n°  4); 

ü(^xy\^)  ftmzione  mediatrice  di  u  rispetto  al  numero  0  (n°  15); 

V  =  limi/f  funzione  soddisfacente  alla  condizione  di  minimo  (n°  38); 

sen  cp  =  -^,  cos  —  ^  =  —      (n°  io). 
^         Ç  2    ^        />        ^         ^ 
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INDICE  DEI  PARAGRAFI  E  DELLE  PRINCIPAU  PROPOSIZIONI. 


Piai 

S    I.  Concetti  dobttivi  del  procbdimbnto ^ 

S     2.  L*INTB6RALB  DBL  LbBESOUB i^ 

S    3.  Il  campo  funzionale. yn 

Definizione  del  campo  funzionale  (n^  4).  —  Il  minimo  dell'integrale  di  Dirichlbt  è  sem- 
pre zero  se  si  ammettono  funzioni  le  cui  derivate  divengano  infinite  in  un  convenieiite 
aggregato  di  punti  (n^  7-8). 

S    4.  La  curva  f  e  il  campo  F 3si 

S    5.  Un'opbkazione  funzionale:  l'opbxazionb  di  media }ie 

Definizione  (n^  15).  —  La  funzione  mediatrice  è  limitata  (n°  16)  ;  assume  al  contorno  i 
medesimi  valori  della  u  (pP  16)  ;  è  continua  in  Fq  (n^  17)  ;  è  continua  in  P  e  sul  con- 
torno (n^  18-19). —  Se  ^  ^  continua  la  funzione  mediatrice  è  derivabile:  in  Vf^  (n®  20); 
in  F  —  F5  (n^  21-23).  *"*  ^^^^^  in  cui  tf  appartenga  al  campo  funzionale  definito  nel  $  3 
(n*  24-25).  —  Le  derivate  sono  allora  continue  in  Fq  (n°  26). 

S    6.  L'integrale  Ilü(xy\^)] j2- 

S    7.  Alcune  proposizioni  ausiliarie jj? 

5    8.  Determinazione  di  una  serie  di  funzioni  avente  per  limite  la  funzione  minimizzante.   ]y 
Definizione  delle  v^  (n°  36).  —  Loro  convergenza  uniforme  a  una  funzione  v  (n*   37-38). 

S    9.  Le  derivate  prime  della  funzione  v  e  il  suo  integrale  di  Dirichlet j^  I 

La  serie  deUe  derivate  delle  v,  converge  uniformemente  in  tutto  F  ad  esclusione  di  un 
aggregato  di  punti  di  misura  arbitrariamente  piccola  (n°  40).  —  Il  limite  di  questa  serie  è, 
in  un  tal  aggregato,  la  derivata  di  v  (n^  41-42).  —  L'integrale  di  Dirichlet,  calcolato  per 
la  funzione  v,  assume  il  valor  minimo  (n**  43). 

S  10.  La  formola  di  Green  e  l'analiticità  della  funzione  v ^ 

Una  formola  generale  equivalente  a  quella  di  Green  (n°  44).  —  Deduzione  della  formola 
di  Green  per  Tarea  compresa  fi'a  due  circonferenze  (n'  45-46).  —  Deduzione  della  analiti- 
cita  della  funzione  v  (n'  47-48). 

S  II.  Semplificazione  delle  condizioni  al  contorno jj: 

Nota:  Sul  campo  funzionale  (n*  50-53) 55 

Tavola  dei  segni j,^ 
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SUR  LES  FONCTIONS  HARMONIQUES  À  TROIS  GROUPES  DE  PÉRIODES; 

Par  M.   Paul  Appell  (Paris). 


Adunanza  dell'i i  novembre  1906. 


1.  Un  récent  article  de  M.  Luciano  Orlando,  ((Sopra  alcune  funzioni  analoghe 
alla  funzione  di  Green  per  un  parallelepipedo^  rettangolo  »  *),  a  ramené  mon  attention 
vers  des  recherches,  qui  remontent  à  plus  de  vingt  ans,  dans  lesquelles  j'ai  cherché  à 
faire  une  théorie  analytique  des  fonctions  harmoniques  **),  avec  quelques  applications 
à  la  Physique  mathématique  ***).  Cts  applications  qui  s'étendent  à  des  cas  plus  généraux 
que  celui  que  M.  Orlando  a  traité,   reposent   sur  l'emploi   d'un  élément  analytique, 

»    Z(x^  y,  :(),  qui  permet  d'éviter  les  séries  non  absolument  convergentes. 

Je  ne  veux  pas  revenir  ici  sur  ces  applications  ;  je  me  propose  seulement  de  déve- 
.    lopper  quelques  propriétés  des  fonctions   harmoniques  triplement  périodiques  et  d'un 
élément  analytique  Ç(x,  y^  :(),  plus  simple,  à  certains  égards,  que  l'élément  Z(x,  )i,  ;() 
..    dont  j'ai  fait  antérieurement  usage. 

2.  Fonctions  harmoniques  triplement  périodiques.  —  Soient  x,  ^,  z^  les  coordonnées 
^  rectangulaires  d'un  point  variable,  0  l'origine,  a,  i,  c;  fl',  b\  c';  a",  b'\  c"  les  coor- 
'  données  de  trois  points  fixes  A^  A\  A''  choisis  de  telle  façon  que  les  vecteurs  OAj 
j  0A\  0  A''  forment  un  trièdre.  Une  fonction  harmonique  uniforme  F(x,  y,  x)  est  dite 
,    triplement  périodique,  quand  elle  vérifie  les  identités 

/  F(x  +  a,    )^  +  i,    ^  +  0    =  F{x,  y,  x), 

(I)  f  (^  +  ^',  ^  +  *S  t  +  ^0  =  P{^.  y.  0, 

f  F(x  +  a^\  y  +  V\  ^  +  c")  =  F(x,  y,  0- 
";  Si  l'on  considère  les  points  ayant  pour  coordonnées 

x^'\'  ma-\'  m*  a'  -{-  w"  a", 


•)  Dans  ces  Rendiconti,  t.  XIX  (1905),  pp.  62-65. 

**)  Sur  les  fonctions  de  trois  variables  rieïUs  satisfaisant  à  l'équation  différentielle  À  F  =  o  [Acta 
Mathematica,  t.  IV  (1884),  pp.  313-374]. 

***)  Sur  quelques  applications  de  la  fonction  Z(x,  >,  0  ^  ^^  Physique  mathématique  [Acta  Mathema- 
tica, t.  VIII  (1886),  pp.  265-294J.  Voyez  également  :  Développements  en  séries  trigonométriques  de  certaines 
fonctions  périodiques  versant  l'équation  ^F  =  o  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4*  sene, 
t.  III  (1887),  pp.  5-52J. 
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OÙ  m,  m'y  m''  sont  des  entiers  prenant  toutes  les  valeurs  possibles  de  — oo  à  -^oo^ 
ces  points  forment  les  sommets  d'un  réseau  de  parallélépipèdes  remplissant  tout  Vespxtj 
égaux  au  parallélépipède  construit  sur  OAj  OA'y  OA".  Les  rdattons  (i)  expriment 
que  la  fonction  harmonique  F  reprend  les  npiêmes  valeurs  aux  poitits  hcmiok^ues  des 
parallélépipèdes  du  réseau.  L'un  de  ces  parallélépipèdes,  par  exemple  celui  qui  contiat 
l'origine,  sera  appelé  le  paraïUUpipUt  aénufOmte. 

3.  Fonction  Z.  —  Ceci  posé,  l'élément  analytique  servant  à  exprimer  les  fcmcdoos 
F  est  défini  comme  il  suit. 

Posons 

où  les  nombres  m,  fn%  m*'  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  -^—  od  ä  -f-  00,  ziro 
compris;  puis  ^ 

rp 
La  foûcdôQ  Z(x,  y^  i)  est  définie  par  la  série 

(3)  Z(x,  3r,  ^)  =  J-  4.  2:'[-^  -  y  -  y-  cos?  -  ^,(3  COS*  «p  —  x)J, 

où  ^'  désigne  une  sommation  étendue  à  toutes  les  valeurs  des  entiers  m,  m',  m". 
la  combinaison 

m  =  m'  =  m"  =  o 
étant  seule  exceptée.  La  série 

r  ^  ^  R 
étant  évidemment  divergente,  les  termes  retranchés  de  -=-  dans  le  terme  général  de  ü 
série  (3)  constituent  un  polynôme  harmonique  du  second  degré  en  x,  y^  :^  choisi  à 
façon  à  rendre  la  série  (3)  absolument  convergente  en  tous  les  points  jc,  j,  :ç  distiiKîs 
de  l'origine  et  des  points  0^ ,  i^ ,  c^ .  Ces  derniers  points  sont  des  pôles  de  la  fondoc 
Z  avec  le  résidu  -|-  I5  d'après  la  terminologie  que  j'ai  employée  dans  les  mémcMTo 
cités:  cela  veut  dire  qu'au  point  a^,  i^,  c^   la  fonction  Z  devient  infinie  comme -| 

et  à  l'origine  comme  — .  La  fonction  Z  a  ainsi  un  pôle,  et  un  seul,  dans  chaque  pa- 
rallélépipède du  réseau. 

La  fonction  harmonique  Z(x,  yj  :()  vérifie  les  identités 

(4)  ^(—  Xj  —yy—i}  =  Z(x,  y,  0; 
/Z(x  +  a,    y  +  by     ^  +  c)    =Zixyyy^)^Ax    +  By    +  C:^    +£, 

(5)  Z(x  +  a',    ).  +  *',   ^  +  0  =Z(x,  3.,  0  +  ^'x  +5':y  +C\  4.  F, 

(z(x  +  a",:y  +  i",  ;c  +  0  =  ^(^,:y,  0  +  ^"*  +  5":y+c-^4.F', 
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OÙ  A^  B,  C,  E,  . , ,  sont  des  constantes  vérifiant  les  relations 

/  Aa'  +  Bb'  +  Ce'  =  A' a  -f-  B'b  +  Ce, 

(6)  <  ^'a"+  5'i"4-  Cc"=  A''a'^  5"  J'+  Ce', 
f  A^a-^B'^b-^-  C'c  =  Aa''^Bb''  -{-  Ce''; 

(  E  =\{Aa     +5i     +Cc), 

(7)  I  E'  =  \{A'a'  +5'i'  +C'0, 

4.  Fonction  C  —  Les  propriétés  que  nous  venons  de  rappeler  conduisent  à  intro- 
duire une  nouvelle  fonction  ?^  (x,  j,  ;()  possédant  des  propriétés  plus  simples  et  pouvant 
remplacer  Z(a',  y,  x)  dans  toutes  les  applications  que  j'ai  indiquées. 

A  cet  effet,  considérons  une  forme  quadratique 

(8)  /(x,  y,  0  =  ^^'  +  i'/+^"^'  +  2M3;:C-f-2M'rx  +  2M"x);; 

nous  allons   montrer  qu'on  peut   déterminer  les  coefficients   L,  L',  L",  M,  M',  M" 
de  telle  façon  que  la  forme /(x,  }>,  i)  vérifie  des  relations  identiques  à  (5): 

(/(^  +  'ï,     >  +  *,    ^+0    =/(^,3',0  +  ^^    +5>    +C;(    +£, 

(9)  /(^  +  *»',    >  +  *',   ^  +  O  =/(^,  ^  0  +  ^'^  +  5':y  +  C'^  +  F, 

D'après  la  formule  de  Taylor,  ces  relations  équivalent  aux  suivantes  : 

/         fXa,  h,  c)  =  A,  f[{a,  b,  c)  =  5,  fXa,  b,  c)  =  C, 

(10)  /,,(«',  b;  c')  =  A',        f,,ia',  b',  O  =  B',        f,ia',  b',  c')  =  C, 
f  fA^",  b",  c")  =  A",    f,„(ia",  b",  c")  =  B",   fAa",  b",  c")  =  C"; 

(1 1)  /(a,  b,  c)  =  E,  fia',  b%  c')  =  F,       /(a",  b",  c")  =  E". 

Les  neuf  équations  linéaires  (lo)  doivent  déterminer  L,  L',  L",  M,  M',  M":  ces 
neuf  équations  sont  compatibles  à  cause  des  relations  (6)  qui  lient  -4,  5,  C,  . . .  Les 
coefficients  L,  L',  L",  M,  M',  M"  étant  calculés  à  l'aide  des  équations  (lo),  les  rela- 
tions (7)  donnent,  par  exemple, 

c'est-à-dire 

£=/(«,  b,  c), 

d'après  l'identité  d'EuuER.  Les  relations  (ii)  sont  donc  satisfaites. 
La  forme  quadratique  f(x,  y,  :()  étant  ainsi  déterminée,  posons 

(12)  C(x,  y,  K)  =  ZÇx,  y,  ^  — /(x,  y,  K)- 
Cette  nouvelle  fonction  possède  alors  les  propriétés  suivantes: 
1°                   ^(.—  x,—y,—0  =  ^(.x,  y,  0; 

^ix-\-a,    y-\-b,     t  +  0    =  C(*,  y,  0. 
z^l^dx  +  a',   y-\.b',    l-\-O^Kix,y,x), 

Kix  +  a",  y  H-  b",  ^  +  c")  =  j:(*,  :y,  0; 
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3«  aÇ  =  ir,  IT  déagnant  k  constali»  —  a(L  +  r  +  JL''); 

4®  La  foncdon  C  admet  pour  poles  de  résidus  *4-  i»  1^  point  O   et  les  poîins 

Äf,  *•»  ^f 

D'après  cela,  la  fonction  C  est  triplemoit  pèriodkiue,  mais  dk  f^est  pas  barmm- 
que  comme  Z,  car 

est  ^;al  à  une  constante,  JT,  différente  de  zéro,  dont  nous  donncms  plus  loin  la  valor, 
tandis  que  AZ  est  nuL 

Comme  nous  lavons  montré  dans  les  mémoires  dtés,  il  est  inq>o8abIe  de  fonner 
une  fonction  harmonique  triplement  périodique  avec  un  seul  pâle  du  premjer  orée 
dans  le  paraUélépipède  élémentaire  :  la  constante  K  ne  peux  donc  pas  être  nnlk. 

5.  Détermination  direotß  de  K.  —  Considérons  le  paralléléi»pède  élémentaire  Pom- 
tenant  l'origine  0  :  soit  5  une  sphère  de  rayon  très  petit  s  décrite  de  O  comme  centre. 
Appliquons  le  théorème  de  Green  à* la  fonction  C  dans  le  volume  F  extérieur  i  5ci 
intérieur  à  P: 

<■»)        IIL^''' -!!,>+! IM'" 

OÙ  k  première  intégrale  est  étendue  au  volun^  F,  k  deuxième  à  la  surface  du  paral- 
lélépipède P,  k  troisième  i  celle  de  k  q>hère  S^  k  dérivée  ^  étant  prise  suivant  h 

normale  extérieure  au  volume  V. 

Les  limites  de  ces  différentes  intégrales  se  calculent  aisément  quand  £  tend  vers 
zéro.  Appelons  D  le  volume  du  parallélépipède  élémentaire;  on  aura 

r=D  — |we^; 
comme 

AC  =  ir, 

la  première  intégrale  est 

elle  tend  vers  KD  quand  e  tend  vers  zéro.  L'intégrale 

est  nulle,  car,  la  fonction  C  étant  triplement  périodique,  les  valeurs  de  -—  aux  poims 

homologues  de  deux  faces  opposées  du  parallélépipède  sont  égales  et  de  signes  contrai- 
res, tandis  que  les  éléments  de  surface  da  sont  égaux. 
Reste  Tintégrale 

T-dQ, 


IL 


II 


s  an 


Dans  la  sphère  5,  ^  est  de  la  forme 
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Y,  étant  une  fonction  qui  reste  finie  quand  r  tend  vers  zéro.   Uintégrale  cherchée  est 
alors 


ir-i-^ff>- 


Le  second  terme  tend  vers  zéro  quand  e  tend  vers  zéro.  Le  premier  est 


fis 


-5-d(j  =  4w. 


On  a  donc,  en  faisant  tendre  s  vers  zéro  dans  la  relation  (13), 

(14)  KD  =  4^,    ^=¥- 

Cette  valeur  de  K  pourrait  aussi  se  déduire  de  la  formule  établie  à  la  page  3S9 
de  mon  premier  mémoire  du  tome  IV  des  Acta. 

6.  Expression  d'une  fonction  harmonique  triplement  périodique  avec  des  pôles  donnés,  — 
Soit  F(jr,  yj  :()  une  fonction  harmonique,  triplement  périodique,  ayant,  dans  le  paral- 
lélépipède élémentaire,  les  pôles  simples 

avec  les  résidus 

Rjj    R^,  . . .  Rp. 

Cette  fonction  est  déterminée  à  une  constante  près  :  elle  a  pour  expression 

k^p 

(15)  f(x,  >^,  k)  =  N+2^R,î:(^x^x,,  y -y,,  ^  — Oj 

N  désignant  une  constante.  En  eflfet,  la  fonction  F  ainsi  construite  est  triplement  pé- 
riodique, car  chacun  de  ses  termes  Test:  elle  est  harmonique,  car 

^f  =  ìr,  +  r,-\-...-{.r;)K 

et  on  sait  que  la  somme  des  résidus  Ä,  -}"  -'^a  "f"  •  •  •  "t"  -^ *  ^^  nulle;  enfin  elle  admet 
les  pôles  indiqués. 

Je  me  borne  ici  au  cas  où  il  n'existe  que  des  pôles  simples.  On  peut  remarquer 
alors  que  la  constante  N,  dans  la  formule  de  décomposition  en  éléments  simples  (ij), 
est  la  valeur  moyenne  de  F(x,  yj  [)  dans  un  parallélépipède  élémentaire. 

En  effet,  la  fonction  C  étant  triplement  périodique,  l'intégrale  triple 


'=fU'^^"'-^'' 


étendue  au  volume  d'un  parallélépipède  quelconque  du  réseau  a  une  valeur  constante. 
Plus  généralement,  l'intégrale 

étendue  à  un  parallélépipède  du  réseau  a  une  valeur  constante  quelles  que  soient  x^, 
>o>  ^'  Multiplions  alors  les  deux  membres  de  la  formule  (ij)  par  l'élément  de  vo- 
lume £/t  et  intégrons  dans  un  parallélépipède  élémentaire:  nous  aurons,  en  appelant  D 


|M  FAOL    AtVlLU 


k  vdmne  de  œ  paraflHÉpipède, 

Mais,  comme  la  somme  des  résidus  est  oaBei  on  a 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

7.  /?s/a(/o/i  entre  les  /Mes  et  lee  réMae  ih  dÌNW  femOem  hvmoBlfÊm  tHj^kmmA  ft- 
riodtfuee.  —  Soient  deux  fonctioiis  hatmomques  F{x^  y^  ^  et  P(jr,  f^  ^  aitwfttini  fa 
mêmes  groupes  de  périodes:  supposons  que,  dans  un  paralla^pède  èlèmentaîre  P,  la 
fonction  F  admette  les  pôles  simj^ 

,         ,   .,  *i>  /i>   tî      *al  ^aJ   ^î    •  •  •   ^p9  Jp^  tp 

de  résidus 

et  la  fonction  F'  les  pôles  amples 

,      ,  .,  ^li  Vii  Ki'f    ^2i  y»9  K^i  •**  *fi  yq>  \f 

de  résidus 

Ä,,  K^f  ...  Aj- 

Décrivons,  des  pôles  comme  coitres,  des  chères 

^i>  5«»  •••  ^pi    ^t>  ^>  ...  5J 

de  rayons  infiniment  petits,  et  appliquons  la  formule  de  Greek, 

au  volume  compris  à  l'intérieur  du  parallélépipède  et  à  l'extérieur  des    sphères.   Nous 
aurons  la  relation 

KFix[,y:,  o  +  ÄiF«,^;,  0+ ...  +/î;fk,  >;,  o 

que  l'on  pourrait  d'ailleurs  vérifier  directement  en  décomposant  F  et   F'   en   éléments 
simples  par  des  formules  analogues  à  (15). 

8.  Multiplication  des  argumente  dans  la  fonction  ^.  —  Soit  n  un  entier  positif,  h 
fonction 

venne  la  relation 

elle  admet  les  trois  groupes  de  périodes 

(a,  *,  c),    (fl-,  b',  c'),    Ça",  b",  c") 
de  ^(x,  y,  ^).  Elle  a  dans  un  parallélépipède  élémentaire  «'  pôles  simples  dont  le  ta- 
bleau est  facile  à  former:  le  résidu  en  chacun  de  ces  pôles  est  — .La  fonction 

(16)  F(x,  y,  0  =  î(«*>  »y,  «0  —  «'>(*  —  *o»  >  —  3'..  ^  —  O 
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est  donc,  quelles  que  soient  les  constantes  .v^  5  Jo  5  ^  5  "^^  fonction  harmonique  admet- 
tant les  trois  groupes  de  périodes.  La  formule  de  décomposition  en  éléments  simples 
(15),  appliquée  à  cette  fonction  (16),  donnera  la  formule  de  la  multiplication  des  ar- 
guments par  «. 

9.  Existence  d'un  minimum  pour  la  fonction  C  —  La  fonction  Ç(x,  y,  x)  n'est  pas 
limitée  supérieurement,  puisqu'elle  devient  infinie  positive  en  un  point  dans  chaque  pa- 
rallélépipède élémentaire.  Mais  elle  est  évidemment  limitée  inférieurement  et  elle  admet, 
dans  chaque  parallélépipède,  un  minimum. 

Il  serait  intéressant  de  connaître  les  coordonnées  des  points  où  la  valeur  minimum 
est  atteinte.  Je  me  borne  à  remarquer  que  les  trois  dérivées  partielles 

Y,       Yf       y, 

s'annulent  à  la  fois  en  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  de  la  forme 

et  qui  ne  sont  pas  des  pôles  de  C- 
On  a  en  effet 

^(^  +  ^.j  >  +  *v j  ^  +  O  =  ^(x,  y,  0 
et,  comme  la  fonaion  ^  est  paire, 

C(x  +  a,,  y  +  K,  ^-f-cJ  =  J:(— X,  —y,  -:(). 
Dérivant  par  rapport  à  x  et  appelant   Kj(xy  y^  0  ^^   dérivée  — ^ ^  ^^  ^,  on  a 

^,(^  +  ^v,  y  +  Ky  ^  +  0  =  -^.(— ^,  —yy  —&y 

et,  en  faisant 

x  =  —  T^vy    y  =  -'TKy     ^  =  — T^v, 
on  a 

Cette  dernière  rektion  montre  que,  si  le  point  de  coordonnées  -^a^,  ^^»5  t^v 
n'est  pas  un  pôle  de  ^,  la  dérivée  s'annule  en  ce  point.  Le  même  raisonnement  s'ap- 
plique à  K'y  et  21^. 

Si  nous  considérons,  par  exemple,  le  parallélépipède  élémentaire  P^  ayant  son  centre 
en  0,  les  centres  des  faces  ont  pour  coordonnées 

^   2  '      ^   2  '      ^2 

^  2  '      ^  2  '      ^2 

a"  i"  c" 

±T'     ^T'     ±T' 


fit  FAUL  hwwmvu 

où  les  s^DCS  se  cormspcmdciit;  ks  nuUeaz  des  aites  om  pour  coordonnées 

±  — ±— ,    ±-j-±T»    =*^T^T 

^a^a'    ^a^a'     =*=a^a' 
Enfin  les  sommea  ont  poiv  coordonnées 

±T±T±T'    ±T±T±T'    ±T±-r±^- 

En  tous  ces  pomts,  les  trob  dérivées  parodies  s'annulent. 

IO.  Imposilblllté  de  texhi$nee  fun  maximum  de  K  en  dehon  dee  pâhu.  —  Soit  une 
surface  fermée  s  entourant  un  volume  v  et  contenant  dans  son  inférieur  n  pâles  de  la 
fonction  C  Si  Ton  calcule  le  flux 


=!!> 


à  travers  cette  surface  de  intérieur  vers  Textérieur,  on  trouve  par  une  médiode  ideo- 
tique  i  cdle  du  n^  5, 

^z=zKv  —  4«iç. 

En  particulier,  si  la  surface  s  ne  contient  aucun  pôle,  «  =  o, 

^  =  Kv 
et  le  aux  est  positif. 

Dès  lors  il  est  absurde  d'admettre  que  la  fonction  C  puisse  être  maximum  en  un 
point  M^  distina  d'un  de  ses  pôles;  car  s'il  en  était  ainsi,  '(,  devrait  diminuer  quand  on 

s'éloigne  de  Af^;  sur  la  surface  de  la  sphère,  -7—  ne  serait   jamais  positif  et  le  flux  ^  i 

travers  la  sphère  de  l'intérieur  vers  l'extérieur  serait  négatif,  ce  qui  est  en  contradiction 
avec  le  résultat  précédent. 

II.  Cm  particulier  ob  le  parallélépipède  élémentaire  est  rectangle,  —  En  prenant  l'ori- 
gine au  centre  du  parallélépipède  et  des  axes  parallèles  aux  arêtes,  nous  ]>ouvons  poser 

a=2a,     J=o,       c=o 

a'  =  0,      Ä'  =  2  ß,    c'  =  0 

a"=o,      i"=o,       c"=2y; 

les  faces  du  parallélépipède  ont  alors  pour  équations 

Dans  ce  cas,  les  constantes  5,  C,  C,  A\  A'\  5"  sont  nulles,  comme  nous  Tavons 
montré  dans  le  tome  VIII  des  Aaa  :  la  forme  quadratique  /(x,  y  y  x)  ne  renferme  que 
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des  carrés: 


,f  N        I    /^    ,   ,    F    ,   ,    C"  A 


La  fonction  Z(x,  ^^j  i)  est  alors  paire  par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  y  y  ;( 
séparément:  il  en  est  de  même  de  ^(x,  y  y  :()  qui  est  égale  à  Z — /.  On  a  donc 

^(—  X,  y,  0  =  ^(^j  —  y^  0  =  ^{^^y^  —0  =  ^(*»  )'>  0- 

Dans  ce  cas,  la  fonction  X,  reprend  les  mêmes  valeurs  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  à  Tune  des  faces  du  parallélépipède  élémentaire  P^  de  centre  0.  La  relation 

2:(x  +  2a,  y,  0  =  ^(^>  y^  0 
dodhe  en  effet,  en  changeant  x  de  signe, 

2;(2a  — X,  y,  0  =  ^(^j  )'j  0 
et  les  deux  points  x,  )',  :(;  2  a  —  x,  3p,  ;(  sont  symétriques  par  rapport  à  la  face  x  =  «. 
Dérhéea  partielles  de  X,,  —  Soit  m  un  entier  quelconque,  la  relation 

j;(2wa  —  X,  >p,  0  =  ^{x,  y,  0 
donne,  en  dérivant  par  rapport  à  x, 

—  C,(2wa  —  X,  )',  0  =  ^,(^j  )'j  0 
et,  en  faisant  x  =  m  a, 

^.(^«j  >'j  0  =  — ^,(^«j  3'j  0- 
La  quantité  ^,(^^5  V?  0  ^^^  ^^^^  ^"^^  ^°  dehors  des  pôles,  et  la  dérivée  X.'^  s'annule 
en  tous  les  points  des  plans 

x  =  o,    x  =  dt:«)    x  =  dt:2a,  ... 
qui  ne  sont  pas  des  pôles.  De  même,  ^^  s'annule  en  tous  les  points  des  plans 

y  =  o,    y  =  ±^,    y  =  ±2%  ... 
et  Cj  en  tous  les  points  des  plans 

^=0,    ^  =  ±  Y,    ^  =  ±2Y,  ... 
qui  ne  sont  pas  des  pôles. 

En  particulier,  dans  le  parallélépipède  élémentaire  P^  ayant  0  comme  centre,  C  de- 
vient infini  à  l'origine  ;  Xj^  s'annule  sur  les  faces  x  =  Jr  a  et  en  tous  les  points  du 
plan  X  =  o  autres  que  0  ;  Vy  s'annule  sur  les  faces  ^  =  j^  ß  et  en  tous  les  points 
du  plan  y  =:  o  autres  que  0;  s^  s'annule  sur  les  faces  :(  =  db  Y  et  en  tous  les  points 
du  plan  ;(  =  o  autres  que  0.  On  peut  dire  aussi  qu'en  tous  les    points  de  la  surface 

du  parallélépipède  élémentaire  de   centre    0,  la  dérivée   -j— ,  prise  normalement  à  cette 

surface,  est  égale  à  zéro. 

Surfaces  de  niveau.  —  Si  l'on  construit  les  surfaces  de  niveau 

^(^5  y^  0=Cy 
ces  surfaces,  pour  C  =  -|-  o®  se  réduisent  à  des  points  placés  au  pôle  0  et  aux  pôles 
homologues  (a^ ,  b^ ,  c^).  Quand  C  décroit,  les  surfaces  sont  d'abord  des  surfaces  fer- 
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mées,  tomes  égales,  entouraiit  les  p^ks  et  admettsuit  poor  jkm  ée  STinéciìe  les  bea 
et  les  plans  de  symétrie  du  paraOiaépipède  P^  et  des  bomotogoes.  Ces  smiaoes  « 
soudent  ensuite,  par  des  pdnts  coniques,  aux  centres^  huxs  da  pardléi^p^ède  P^a 
des  homologues,  puis  dies  coupent  ortiu^ionalemeQt  les  faces  de  ces  païaDèl^^èdes^ 

comme  il  résulte  de  ce  que  ^  est  nul  sur  ces  faces.  Les  Ugats  de  fioice  paneot  des 

póks  et,  sauf  quelques  lignes  ezcq»tionndles  situées  dans  les  plass  de  sjrmécrie,  sorteat 
du  parallélépipède  correspondant,  ayant  le  p^  comme  centre,  par  les  sonuneis.  Ces 
donc,  vraisemblablement,  aux  sommets  que  la  firactioa  K  est  mintmmn^ 

Défeloppement  en  sir  h  MgonoméMfOê,  —  La  fonction  particufière  que  nous  consi- 
dérons id  étant  périodique  par  rapport  à  x,  y,  X  séparément,  peut  être  dèvek^ipée  a 
série  trigonométrique.  Son  dévdoppement  se  déduit  facilement  de  ceoz  que  fai  donnés 
dans  le  mémoire:  9i Développements  en  séries  trigonaméhifues  de  cerUmtes  fanOians pérw- 
diques  vérifiant  YéquaHon  aF  =  o  »,  cité  plus  haut  On  a  en  effist^  d'qpcès  les  notations 
de  ce  mémoire  (page  36,  n®  €) 

puisque  K  est  actuellement  i^  à  —  ■ 1 — g-J 1. 

PariSy  I*'  septembre  1906. 

Paul  Appell. 
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SUI  DETERMINANTI  COMPOSTI  E  SU  DI  UN  COVARIANTE 
ESTENSIONE  DELL'HESSIANO  DI  UNA  FORMA  ALGEBRICA. 

Nota  di  Ernesto  Pascal  (Milano). 


Adunanza  dell'ii  novembre  1906. 


Si  chiamano  in  generale  determinanti  composti  quelli  i  cui  elementi  risultano,  con 
una  legge  determinata,  composti  mediante  gli  elementi  di  uno  o  più  altri  determinanti. 

Di  essi  se  ne  possono  immaginare  di  varie  specie;  cosi  si  possono  studiare  i  de- 
terminanti formati  coi  minori  di  un  altro,  si  possono  studiare  quelli  i  cui  elementi  sono 
dei  determinanti  formati  con  certe  colonne  di  uno  e  le  altre  di  un  altro  determinante, 
si  considerano  quelli  detti  di  Scholtz-Hunyady  o  quelli  altri  detti  di  Kronecker,  o 
altri  ancora.  Di  essi  tutti  si  trova  una  trattazione  sistematica  nel  mio  trattato  sui  deter- 
minanti *),  e  uno  studio  su  di  essi  conduce  generalmente  a  trovarne  la  espressione  me- 
diante i  determinanti  componenti. 

Lo  scopo  di  questa  Nota  è  di  fare  alcune  osservazioni  sulle  due  categorie  di  de- 
terminanti composti  rappresentate  dai  determinanti  di  Scholtz-Hunyady  e  da  quelli 
di  Kronecker,  e  di  studiarne  qualchedun'altra  nuova. 

E  facendo  infine  applicazione  alla  teoria  dei  covarianti  delle  forme  algebriche  gene- 
rali, faccio  qualche  osservazione  su  quel  covariante  (estensione  dell'Hessiano)  rappresen- 
tato dal  determinante  delle  derivate  di  ordine  2^  (ik  >  i)  di  una  forma  qualunque,  co- 
variante di  cui  varii  casi  particolari  hanno  già  mostrata  la  loro  importanza  ai  cultori 
della  teoria  delle  forme  algebriche. 

§1. 
PreliminarL 

Per  maggiore  chiarezza  e  per  comodità  del  lettore  ricordiamo,  prima  di  tutto,  cosa 
intendiamo  per  determinante  di  Scholtz-Hunyady  e  per  determinante  di  Kronecker, 
e  quali  teoremi  vi  si  riferiscono. 


*)  Pascal,  1  dettrminanH  ;  teoria  ed  applica^^ioni  (Milano,  1896);  Die  Determinanten  (Leipzig,  1900); 
da  S  22  a  5  28. 
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Se  di  n  forme  lineari  in  n  variabili: 
(0 


si  formano  in  tutti  i  possibili  modi  i  prodotti  z  k  sl  k  (con  fattori  eguali   o  distinti)  si 

hanno  (  i  I  forme  di  ordine  k  con  altrettanti  termini.  Il  determinante  Sj,*'  di 

tutti  i  coefficienti  lo  chiameremo  determinante   di  Scholtz-Hunyady,   perchè   si  tron 
considerato  per  la  prima  volta,  in  casi  molto  particolari,  da  questi  due  Autori  *). 

Potrebbe  anche  dirsi  che  esso  è  il  determinante  dei  coefficienti  della  forma  a  due 
serie  di  variabili  (potenza  Jk"'  di  una  forma  bilineare): 

n  teorema  che  si  riferisce  a  tali  determinanti  è  :  un  tal  determinante  è  la  potenza 
I     "^  j  di  quello  delle  a. 

Molto  affine  a  questo  è  il  determinante  di  Kronecker, 

Si  abbiano,  oltre  (i),  k  —  i  altri  sistemi  di  forme  lineari,  ma,  in  generale,  per 
ogni  sistema  sieno  diversi  i  coefficienti,  sieno  diverse  le  variabili,  e  sia  diverso  il  nu- 
mero di  queste  e  delle  equazioni  : 

n  m  p 

(3)  Z^i^'i'         Z^ky*'       Z^-^'  ••• 

(;  =  I,  . . .  ,  »),        (/  =  I,  . . .  ,  m),        (j  =  I,  . . . ,  />) 
e  si  formino  in  tutti  i  modi  possibili  i  prodotti  di  una  forma  del  primo    sistema,  con 
una  del  secondo,  con  una  del  terzo,  etc. 

Si  hanno  nmp  ...  forme  multilineari,  contenenti  altrettanti  termini.  Il  determi- 
nante üT^/j,^  di  tutti  i  coefficienti  è  quello  che  chiameremo  di  Kronecker  e  per  esso 
vale  il  teorema  che  il  suo  valore  è  il  prodotto  dei  determinanti  delle  a,  delle  ^,  eu., 
ognuno  di  questi  elevato  ad  una  potenza  il  cui  esponente  sia  eguale  al  prodotto  d(^H 
ordini  di  tutti  gli  altri. 

Li  dimostrazione  di  questo  secondo  teorema  è  ben  semplice  e  per  essa  può  per  es, 
vedersi  il  citato  mio  libro  sui  Determinanti;  la  dimostrazione  dell'altro  si  può  inveu: 
dedurre  da  quello  di  Kronecker,  facendo  prima  l'ipotesi  che  le  b^  e,  .  .  .  sieno  tutte 
eguaU  alle  a,  indi  operando  dei  mutamenti  nelle  hnee  e  nelle  colonne.  Questo  è  il  me- 
todo tenuto  dai  due  Autori  die  si  sono  più  di  proposito  occupati  di  questi  determi- 
nanti, Igei,  c  v.  Escherich  **),  ma  questo  metodo,  a  causa    della   complicazione  delle 


•)  Vedi  il  §  26  dell'edizione  tedesca  dei  miei  Determinanten  (Leipzig,  1900). 

**)  Igel,  Zur  TheorU  der  DetermmanUn  [Monatshefte  f.  Math,  und  Physik,  t.  III  (1892),  pp.  55-67J: 
V.  Escherich,  Ober  einigt  DeUrminanttn  libid.,  pp.  68-80J. 
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trasformazioni  occorrenti,  riesce  molto  complesso  quando  non  si  voglia  limitarsi  ai  primi 
casi  che  si  presentano  (k  =  2,  ovvero  n  =  2,  3),  ed  obbliga  quindi  ad  un' indu:(ione 
per  analogia  sulla  quale  forse  sarebbe  ancora  lecito  qualche  dubbio. 

Mi  sembra  quindi  interessante  esporre  nel  §  seguente  una  osservazione,  estrema- 
mente semplice  dalla  quale  risulta  in  modo  immediato  la  dimostrazione  per  il  caso  più 
generale,  purché  però  si  parta  da  considerazioni  riguardanti  la  teoria  degli  invarianti 
delle  forme  algebriche. 

§2. 

Dimostrazione  immediata  del  teorema  di  Scholtz-Hunyady. 

Sieno  date  v  =  I     "•  1  forme  di  ordine  k  in  n  variabili,  e  formiamo  il 

determinante  H  dei  coefficienti. 

Questo  determinante  è  evidentemente  un  invariante  del  sistema  delle  forme;  in- 
fatti il  suo  annullarsi  rappresenta  che  le  v  forme  appartengono  ad  un  medesimo  sistema 
lineare  di  specie  v  —  i,  cioè  rappresenta  che  fra  le  v  forme  sussiste  una  relazione  li- 
neare omogenea  a  coefficienti  costanti,  e  questa  è  proprietà  invariantiva. 

^invariante  H  è  evidentemente  un  combinante  del  sistema  delle  forme. 

Poniamo  le  forme  sotto  la  espressione  simbolica 

(4)  «:,        bU       ci,... 

e  il  determinante  H  diventa  quello  di  cui  ciascuna  linea  è  formata  come  la  seguente: 

(5)  ^N  •  •  •  ,  ^i,  ^Ì"'^a>  •  •  •  ^  ^ì"'^.>  ^Ì"'<>  •  •  •  • 

Per  una  trasformazione  lineare  di  variabili  che  muti  le  forme  (4)  in 

(0  <,     v;,     c%... 

e  che  sia  per  es.: 

i  coefficienti  a',  b\  e',  ...  si  esprimono  per  gli  antichi  colle  formole 


a:  = 


•9  —  -ß> 


^^ 


K  —  Ky      *i  =  *ßj  •  •  • 

onde  il  determinante  H  formato  colle  a'  i  '  e'  . . .  ,  che  indicheremo  con  H\  non  è  altro 
che  quel  medesimo  di  cui  la  prima  linea  è  (5)  salvo  che  dappertutto  all'indice  i  si  so- 
stituisca l'indice  a,  all'indice  2  l'indice  ß,  etc. 

Ora  un  tal  determinante  H'  è  il  prodotto  di  //  per  il  determinante  di  Scholtz- 
HuNYADY  formato  colle  a,  ß,  Y,  . . .  .  Essendo  H  invariante,  di  qui  risulta  immediata- 
mente che  il  determinante  5J,*^  di  Scholtz-Hunyady  i  una  poten:^a  del  modulo  della  tra- 
sformas^ione,  che  h  precisamente  il  determinante  delle  «9  ß,  y, 
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Una  tal  potenxfl  sarà  naturalmente 


4("+ì-")=('+!:-)- 


e  con  ciò  il  teorema  è  dimostrato. 

Nel  §  seguente  considereremo  una  estensione  del  determinante  di  Scholtz-Hunyady. 

Ss- 

Un  teorema  sui  minori  del  determinante  di  Kronecker 
e  mia  estensione  dei  determinanti  di  Sdioltz-Hmiyady. 

Dal  teorema  enunciato  nel  §  i  può  dedursi  facilmente  una  proprietà  (che  appli- 
cheremo di  qui  a  poco)  dei  minori  del  determinante  di  Kronecker.  Limitiamoci  al  caso 
di  A  =  2.  D  determinante  delle  fl,  di  ordine  n,  si  indichi  con  Ay  e  con  B  quello  delk 
b  di  ordine  m  Z^n, 

Un  minore  di  ordine  r^  (n  —  i)m  del  determinante  K^^^  di  Kronecker  ha  sem- 
pre per  fattore  il  prodotto  dei  due  determinanti  A  e  B.  Un  minore  di  ordine  eguale  e 
inferiore  ad  (n  —  i)m  ma  maggiore  di  (m —  i)«  ha  sempre  per  fattore  il  determi- 
nante B. 

In  effetti,  un  minore  di  ordine  r  di  A"  non  è  che  la  derivata  di  K  stessa  rispetto 
a  tutte  le  ^  e  a  tutte  le  b  contenute  nel  prodotto  degli  elementi  diagonali  di  un  mi- 
nore di  ordine  nm  —  r  di  K^  cioè  rispetto  a  certi  nm  —  r  elementi  a  e  altretunti  c- 
lementi  b\  ma  eseguendo  tale  derivata  nel  prodotto  A""  B''  che  è  il  valore  di  üf,  rerû 
sempre  almeno  un  fattore  B  se  r  è  maggiore  di  (m  —  i)«,  e  resta  poi  anche  un  fat- 
tore A  se  r  è  anche  maggiore  di  («  —  i)m. 

Passiamo  ora  alla  costruzione  di  un  determinante  più  generale  di  quello  di  Scholtz- 
Hunyady. 

Si  abbiano  k  sistemi  di  forme  lineari  come  le  (3)  ma  tutte  nelle  sole  variabili  x, 
e  per  conseguenza  sia  anche  m  ^=  p  =z  ...  =  w.  Si  formi  il  prodotto 

(7)  (Z^i^i}';)(Z*/fc^fe}'i)  ••• 

;■»■  Ih 

che  sarà  una  forma  nelle  due  serie  di  variabili  x  e  y,  di  ordine  k  in  ciascuna  di  queste 
Il  determinante  /)|f  *  dei  coefficienti  di  questa  forma  conterrà  come  caso  particolare 
quello  S^^^  di  Scholtz-Hunyady,  al  quale  si  ridurrà  quando   le   /^,   le    e,   .  .  .   si   faonc 
eguali  alle  a^  nel  qual  caso  la  (7)  diventa  la  (2). 

Si  può  far  vedere  che  un  determinante  D  t  la  somma  di  tanti  minori  del  deter- 
minante di  Kronecker  formato  coi  sistemi  a,  b,  e,  . . .  , 

La  dimostrazione  di  ciò  sarà  meglio  farla,  per  maggiore  chiarezza,  per  un  casc' 
molto  particolare;  ma  il  procedimento  che  terremo  è  generale. 
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Sia  «  =  2,  jfe  =  2;  il  determinante  di  Kronecker  è 

CI    b    %  CI    b    ^  CI    b    *  db 

li     ii5          12     ia5          la     II'  11     12 

db,  u    b    m  db,  db 

"^21*^21  5  ^22*^22'  ^22^21'  21       23 

db»  db»  db»  db 

'^ll^'aiJ  '*12'^22>  '*I2''2l5  **ll*'2a 


IC![  = 


d    b    , 
21   II  > 


d    b    , 
22   12  j 


d    b    » 


D  "  = 


«..*... 
«>.*». 


d    b    , 

12  *^I2' 

d    b    , 
22  22  > 


e  se  in  questo  aggiungiamo  alla  3*  colonna  la  4*,  e  alla  3*  linea  la  4*,  il  determinante 
delle  tre  prime  linee  e  colonne  risulterà  esattamente  il  determinante  D  che  è 

a    b    -i-  d    b 

**12*^1I        1^    **II  *^I2 

d    b    -4-  d    b 
22  21    I      21  22 

ab    A~  d    b    »     db    A-  d   b    »     db    -4-  d    b    A-  d    b    A-  d    b 

"^ii  *^ai   T^  ^21     li  ?       '*i2  *^a2     1^      2a     i2>  12    21      1^  ^ii     22  H     •*a2     11      ì     ^21     \i 

onde  questo  determinante  è  la  somma  di  quattro  determinanti  di  f  ordine  che   sono 
i   minori    degli  elementi   che   nel    determinante  K  occupano  i   posti  (3,  3),   (3,  4), 

(4,  3),   (4j  4)- 

Poiché,  per  il  teorema  sopra  enunciato,  ognuno  dei  minori  di  3°  ordine  del  de- 
terminante UT,  ha  per  fattore  AB^  ne  risulta  che  il  determindnte  Z),  per  n  =  2,  /e  =  2, 
hd  per  fdttore  il  prodotto  dei  due  determindnti  Aj  5,  coi  cui  elementi  esso  h  formdto. 

Una  simile  proprietà  possiamo  dimostrare  per  il  determinante  D^^^  formato  per  il 
caso  di  «  =  2  e  jfe  qualunque,  ma  la  dimostrazione  che  faremo  non  vale  per   «  ^  2. 

Supponiamo  infatti  che  si  sia  dimostrato  che  D^^^  . . .  Dì^*~'^  sieno  divisibili  per  il 
prodotto  di  tutti  i  determinanti  coi  cui  elementi  sono  formati.  Si  consideri  un  altro  si- 
stema di  forme 


t 


gs. 


0  =  I,  2) 


di  determinante  G,  e  si  formi  il  determinante  di  Kronecker  K  cogli  elementi  di  Z)^*"'^ 
e  di  G.  Si  ha  un  K  di  ordine  2  Jk,  il  cui  valore  sarà 

[Z>/-'^7G*. 

Se  ora  su  questo  determinante  K  facciamo  delle  operazioni  analoghe  a  quelle  fatte 
sul  K  precedente,  cioè  aggiungiamo  a  certe  linee  certe  altre  e  a  certe  colonne  certe 
altre,  possiamo  fare  che  il  minore  delle  prime  k  -{-  1  linee  e  colonne  sia  esattamente 
0^\  il  quale  perciò  sarà  la  somma  di  un  certo  numero  di  minori  di  ordine  k  -f-  i 
del  K;  ma  ogni  minore  di  ordine  ^  -f"  ^  di  A"  ha  per  fattore  G,  dunque  D^^^  avrà 
per  fattore  G,  e  poiché  esso  è  evidentemente  simmetrico  negli  elementi  0,  i,  . . .  ,  ^, 
risulta  di  qui  che  avrà  per  fattore  il  prodotto  AB^  ...  G,  come  si  volea  dimostrare. 

Questa  dimostrazione  non  riesce  più  per  un  DJ,*^  in  cui  sia  «  >  2,  ma  per  il  caso 
generale  faremo  la  seguente  considerazione. 

Facciamo  vedere  che  se  il  determinante  A  è  zero  nel  modo  più  generale,  lo  sarà 
anche  Z)J,*^;  trattandosi  di  funzioni  razionali  intere  negli  elementi  a,  di  qui  può  allora 
dedursi  che  DJ,*^  ha  per  fattore  A^  e  similmente  avrà  anche  per  fattore  5,  etc. 

Sia,  per  maggiore  chiarezza,  jfe  =  2.  Le  Unee  del  determinante  2>J*^  sono  o  del  tipo  : 

(i  =  I,  . . .  n),        a.,bj,  +  d.,b.,    (i,  Ä  =  I,  . . .  n). 


a..*.. 
;»  ;» 


)7^  IRHISTO    PA^SCAU 

ovvero  del  t^K): 

^ßK  +  ^/.*;i  (i  =  I,  , . .  f»),      a^,*,,  +  V*«  +  ^«*/*  +  ^"*/i  (*»  *  =  I,.---  «> 
Supponiamo  ora  che  da  ^  =  o;  il  modo  più  generale  di  soddisËare  qtiestai  reb- 
zione  è  il  supporre  Tesbtenza  di  n  quantità  X, ,  ...  X,,  per  cui  sia  per  qualun^  in- 
dice /  : 

immt 

Moltiplichiamo  allora  le  colonne   del  d^erminante  DJ,''  rispettsvamente  per  ìi 

(f  =  I, n)  e  per  XjXj^(ì,  2r  =  i,  . . .  n;  le  combinazioni  i^  b  si  intendono  nats* 

ralmente  senza  ripedzioni|  come  per  le  colonne);  e  sommiamo  fra  loio^  nel  modo  so- 
lito, le  colonne. 

Avremo  neUe  linee  del  primo  tipo: 

e  ndle  linee  del  secondo  t^ 

(Z>.«/.)(Z\*«) + (Z\0(Z\^i), 

i        '      i  i  i        ' 

espressioni  che  sono  tutte  zero  in  forza  ddla  precedente  supposta  rdUuàone  fira  k  i. 
CoÀ  resta  dimostrato  che  il  L^^^  diventa  zerO|  ed  è  poi  evidente  cbe  una  amile  dóno* 
strazione  può  farsi  per  il  D^K 

Resta  dunque  in  generale  dimostrato  che  ogni  L^^^  contiene  per  fattore   il  proidO» 
di  tutti  i  determinanti  degli  elementi  componenti  il  Dj,*^  stesso, 

§4- 
Una  estensione  del  determinante  di  Vandermonde. 

Si  abbiano  i  -f"  ^  forme  binarie  lineari 
e  se  ne  formino  le  /:"*  potenze  ;  il  determinante  dei  coefficienti  di  queste,  cioè  : 


^(*)_ 


U       U       A     ,    ,    •    U 

1-1 


K    vr'  b 


è  un  ordinario  determinante  di  Vandermonde  messo  sotto  forma  omogenea,   ed  esse 
è  eguale,  come  si  sa,  ai  prodotto  di  tutti  i  determinanti  binarti  (fiV)(ac)(bc') 

Da  questo  punto  di  vista  si  presenta  naturale  l'estensione  di  considerare   \  ^ 

forme  lineari,  non  più  binarie,  ma  ennarie,  e  indi,  formate  di  queste   le    potenze  i^- 
considerare  il  determinante  a|^*^  dei  coefficienti  di  queste. 

Qual'è  la  espressione  di  Aj^*^  mediante  i  determinanti  ennarii   dd   coefficienti  tó 
forme  lineari  prese  ad  n  ad  n  ? 


I 
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Per  «  >  2  il  aJ,*^  non  è  più  un  prodotto  di  determinanti,  ma  la  somma  di  tanti 
di  siffatti  prodotti. 

Ciò  risulta  dalla  seguente  considerazione. 

Se  supponiamo  che  le  a*  ,  J* ,  ...  ^eno  le  espressioni  simboliche  di  altrettante 
forme  di  ordine  i,  il  determinante  A  diventa  quel  medesimo  indicato  con  H  nel  §  2, 
e  la  nostra  quistione  si  riduce  allora  alla  ricerca  dell'espressione  simbolica  dell'inva- 
riante H, 

Di  qui  ne  viene,  sapendo  che  un  invariante  deve  esprimersi  simbolicamente  sempre 
mediante  i  determinanti  ennarii  simbolici  del  tipo  (^abc  . . .),  che  effettivamente  il  A^,*^ 
dovrà  esprimersi  mediante  tali  determinanti. 

La  ricerca  completa  del  modo  di  formazione  di  un  termine  generico  del  Aj,*^  non 
si  presenta  molto  facile;  noi  ci  limiteremo  pertanto  in  seguito  al  solo  caso  di   k  :=  2, 

Ma  facciamo  prima  qualche  considerazione  sul  caso  generale. 

Nel  aJ^*^  intendiamo  collocate  in  ultimo  posto  le  colonne  di  cui  gli  elementi  con- 
tengano sempre  per  fattore  una  lettera  a,  J,  e  . . .  coll'indice  n. 

Queste  colonne  sono  in  numero  eguale  a  quello  dei  termini  di  una  forma  ennaria 

di  ordine  k  —  i,  e  quindi  in  numero  di  I     "J~  j .  Un   determinante   di   ordine 

massimo  contenuto  nella  matrice  di  tali  colonne  sarà  eguale  ad  un  determinante  aJ^*"*^ 

formato  con  I     T )  lettere  a,  J,  e,  . . .  ,  moltiplicato  per  a^b^c^  .... 

'  Il   complemento    algebrico    di    un    tal    determinante   sarà   un   determinante    a|^*^j 

formato   con    lettere  /),    y,    r,   . . .   tutte   diverse   da  a,   i,   e,    . . .   ed  in   numero    di 

I       ',  I  —  I      !  )^^\  h  )'^°  questo  complemento  algebrico 

non  figura  mai  l'indice  n  ;  esso  è  formato  come  se  le  lettere  di  cui  si  compone  fossero 
di  specie  n  —  i  e  non  «.  Ogni  suo  termine  sarà  formato  di  prodotti  di  determinanti 
di  ordine  n  —  i  in  numero  di 


k      in-\'k  —  2\  _  /n  +  jfe  —  2\ 
n-i\         k  J-y     k-i      )' 


cioè  in  numero  eguale  a  quello  delle  lettere  a,  b^  Cj  ...  che  compongono  il  suo  minore. 
Se    per    brevità    e    simbolicamente    rappresentiamo    con    A^*''*^[a,   J,  e,  .  .  .]    e 
^If-iLP)  ?ì  ^>  •  •  •]  ^^^  termini  qualunque   di  ciascuno  di  questi  determinanti,  possiamo 
simbolicamente  rappresentare  un  termine  qualunque  di  Aj,*^  con 

(8)  A^"  [a,  b,c,...].aj,c,...  ^t,  [P,  ì,  r,  . . .] 

e  tutti  i  termini  del  aJ^*^  si  ottengano  da  questo  permutando  fra  loro  in  tutti  i  modi 
possibili  tutte  le  lettere,  e  ponendo  al  risultato  il  segno  -|- ,  o  il  segno  — ,  secondochè 
si  fa  una  permutazione  pari  o  dispari.  Questa  somma  algebrica  sarà,  a  meno  di  un 
coefficiente  numerico,  il  valore  di  aJ,*^ .  I  fattori  a^b^c^  ...  sono  tanti  quanti  sono  i 
determinanti  con  n  —  i  lettere  contenuti  in  Aj^*^^[/),  y,  r,  . . .];  ognuno  di  essi  insieme 
ad  uno  di  tali  determinanti  forma  un  termine  di  un  determinante  ennario. 

Rimi.  Cirt.  Mstem,  Paltrmo,  t.  XXII  (1906).  —  Sumpato  il  23  novembre  1906.  48 
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Per  k  =  2  possiamo  trasformare  l'assieme  di  tutti  i  termini  (8)  in  quello  di  pro- 
dotti di  determinanti  ennarii. 

La  regola  che  si  ottiene  per  la  formazione  di  un  termine  qualunque  (che  dovrà 
essere  prodotto  di  »  -j-  i  determinanti  ennarii)  è  la  seguente  : 

Con  n  lettere  si  formi  un  determinante;  indi  con  una  di  queste  e  altre  «  — i 
lettere  nuove  si  formi  un  altro  determinante;  indi  con  un'altra  delle  prime,  una  ddk 
seconde  e  altre  n  —  2  nuove  si  formi  un  terzo  determinante;  e  cosi  di  seguito.  Qucsd 

regola  può  essere   compendiata   nella  seguente  costruzione:   si  farmi   coHe      ^     '   ' 


2 

lettere  che  occorrono  per  formare  a[^*>  ,  una  matrice  quadrata  simmetrica  : 

a    b    e    d 

b    i    g    h 
(9)  {    e    g    I    m 

d     I    p     q 


e  si  formino  i  determinanti  colle  lettere  che  compongono  le  varie  linee  di  questo  quair 
e  con  quelle  che  compongono  la  diagonale  principale;  il  prodotto  di  questi  n  -\-  i  dai'- 
minanti  h  un  termine  di  1^^\  e  gli  altri  si  ottengono  permutando  in  questo  le  lettere  r. 
tutti  i  modi  possibili  e  dando  al  risultato  il  segno  -}-  o  —  secondochh  si  tratti  di  pi 
muta:(ione  pari  o  dispari;  la  somma  algebrica  di  tutti  questi  prodotti  h,  a  meno  ài 
coefficiente  numerico,  il  valore  di  A^J*^ 

La  dimostrazione  di  ciò,  anziché  servirci  della  (8),  la  faremo  nel  seguente  mai'. 
lo  sviluppo  di  aJ"'  sarà  composto  di  tanti  termini  prodotti  di  ;i  -f-  i  dcterniinanri  ü 
narii;  essendo  \^^^  formato  in  modo  simile  mediante  le  lettere  a,  b^  Cj  .  .  .  per  mec- 
che facendo  fra  le  lettere  una  permutazione,  esso  resta  inalterato  in  valore  assoluic 
mutato  o  no  di  segno  secondo  la  disparità  o  parità  della  permutazione,  ne  viene  c" 
da  un  termine  dello  sviluppo  di  A'^',  con  una  qualunque  permutazione  e  opponuno  s 
tamento  di  segno,  si  ha  sempre  un  altro  termine  dello  stesso  sviluppo. 

Di  qui  si  ha  che  nello  sviluppo  di  A|''  non  possono  comparir  termini  nei  c-- 
due  lettere  compaiono  sempre  riunite  in  due  determinanti.  In  effetti,  supponiamo  cK 
due  lettere  a,  b  risultino  in  due  determinanti 

(abc  ..,)(abd  ...).... 
Esse  non  potranno  figurare  in  altri  determinanti  dello  stesso  termine  perchè  Io  " 
luppo  deve  essere  di  2°  grado  in  ciascuna  lettera.  Scambiando  a  con  h  il  suprxv 
termine  non  muta  valore  nò  segno,  mentre  che,  per  Tosservazione  fatta  di  sopra,  d<^ 
s\iluppo  totale  deve  anche  comparire,  col  segno  negativo  (perchè  si  fa  una  pemv- 
zione  dispari),  ciò  che  da  esso  si  ottiene  col  detto  scambio;  si  hanno  dunque  due '^ 
mini  eguali  e  di  segno  contrario,  che  si  distruggono. 

Nello  sviluppo  di  s['^  non  possono  dunque  che  comparir  termini  nei  quah'  se 
lettere  sono  riunite  in  un  medesimo  determinante,  non  lo  sono  mai  più  in   altri. 

Ora  provandosi  a  costruire  dei  termini  di  tale   specie   si   ricade   esattamente  i^ 
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regola  suindicata.  Giacché  immaginiamo  di  voler  disporre  per  linee  le  lettere  di  ciascuno 
degli  »  +  I  determinanti  di  cui  si  compone  un  termine  qualunque.  Disponiamo  in  una 

^  prima  linea  n  lettere.  Siccome  due  di  queste  non  devono  mai  più  essere  sulla  stessa 
linea,  collochiamo  le  medesime  una  seconda  volta  in  senso  verticale  come  prime  lettere 

i    di  ciascuna  delle  altre  n  linee. 

V  Completiamo  poi  la  seconda  linea  con  altre  n  —  i    lettere,   e  collochiamo  queste 

si  medesime  in  senso  verticale  come  seconde  lettere  delle  altre  n  —  i  linee,  e  cosi  di  se- 
guito otterremo  il  quadro 


f 


a    b    e    d 

a    f    l     q     . 

b    f    g     h    . 

e     I    g    m    . 

(IO) 

le  cui  linee  corrispondono  precisamente  alle  linee  e  alla  diagonale  principale  di  (9). 

t\  Espressione  simbolica  del  determinante  di  Scholtz-Hunyady 

à  mediante  il  prodotto  simbolico  di  due  determinanti 

0L  della  specie  precedente.  Conseguenze. 

^         Cominciamo  col  ricercare  come  si   modifica   l'espressione   di  un   determinante   A 
^quando  in  esso  in  luogo  dei  coefficienti  di  a^  si  pongono  queUi  di  un  prodotto   di  k 
«fattori  lineari 

%         Questo  prodotto  si  ottiene  da  a*  con  una  serie  di  operazioni  di  polart  fra  i  coef- 
rtfîcienti  a  e  a',  fl  e  a",  etc.  onde  con  un  analogo  procedimento  si  otterrà  il  nuovo  A 

;daiI'antico. 
il  Un  termine  qualunque  di  A  conterrà  come  fattori  k  determinanti  colla  lettera  a\ 

ì^^olla  indicata  operazione  da  un  tal  termine  se  ne  otterranno  tanti  altri  di  cui  ciascuno 
^  formato  dal  dato  sostituendo  in  tutti  i  modi  possibili  a',  a",  ...  a  ciascuna  delle  a  di 
Dgni  determinante. 
^>        Onde  è  evidente  che,  a  meno  di  un  coefficiente  numerico,  lo  sviluppo  del  nuovo  A 
—   d  otterrà  nel  seguente  modo  :  in  ogni  termine  dello  sviluppo  dell'antico  in  luogo  delle  k 
ettere  a  che  vi  figurano  si  pongano  in  un  ordine  qualunque  le  a\  a",  ...  ;  indi  si  ag- 
^j[iungano,  con  segno  sempre  eguale,  tutti  gli  altri  termini  ottenuti  da  questo  permu- 
ando  in  tutti  i  modi  possibili  le  a\  a",  ...  fra  loro. 

Ciò  posto,  si  abbia  una  forma  bilineare  in  x  e  jp,  poniamola  simbolicamente  sotto 
a  forma 

facciamone  la  Jfe"*  potenza.  Essendo  (ii)  prodotto  simbolico,  la  Jfc"*  potenza  non  può 
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&m  che  scrìvendo: 

(12)  <«;.<«;...««««« 

intendendo  con  a^x'^y  a**'%'*\  . .  •  tanfó  compie  di  stmb<£  equivafentti  ad  n'x^ 

Se  con  ^ß'y  VyS  •  •  •  ^"ß'S  ^'t'^  •  •  •  intendiamo  altre  coppie  di  sûoIkA  sa 
equivalenti  ad  a[oL%  il  determinante  dei  coefficbnti  della  fonna  bilineare  (ii)  ai  eq 
colla  formola 

(13)  (n^^V.-.K^'rY'...) 

mentre  il  determinante  dei  coeflSdenti  di  (12)  è  il  d^enmnante  (fi  Scholtz-Huìt 
(vedi  §  i).  Ora  se  noi  con  nuovo  simbdo  poniamo  (12)  sotto  la  forma 

(14)  a;«,»=*;{ij  =  cìY;=..- 

il  determinante  dei  confidenti  di  queste  forme  a  due  serie  di  varûûnlij  cioè  il  deU 
nante  di  Scholtz-Hunyadt,  sarà^  a  meno  di  un  fattore  numerico,  il  prodotto  siml 
del  determinante  ò!^^  (vedi  §  4)  formato  colle  lettere  a^  h^  Cj  ...  per  V analogo  detc 
nante  formato  colle  lettere  «>  ß»  Y>  •  '  • 

Si  ha  cod  una  espressione  simbolica  del  determinante  di  ScHOLTz-HimYADY. 

E  se  in  tati  A|f '  vogliamo  far  scomfMurire  i  simboli  a,  b^  Cj ot,  ß,  y,  . 

introdurre  quelli  ddla  (ii),  è  evidente  che  debbiamo  fare  un  procedimento  amlq 
queUo   fatto  in   prindpio  di  questo    $  e  ciascuno  dd  due  S^^^  diventa   allora 
somma  di  prodotti  di  determinanti  mnarii  formati  colle  lettere  a\  a*\  ...  h\  V\ 
e  a',  a",  ...  ß',  ß",  . . .  ,  ognuna  di  queste  lettere  non  comparendovi  che   una  y 
sola  in  ciascun  termine. 

Il  prodotto  simbolico  dei  due  sviluppi  cosi  formati  deve  essere  eguale,  come  s 
ad  una  opportuna  potenza  del  prodotto  simbolico  (13).  Ora  si  può  osservare  che 
dei  due  fattori  può  facilmente  ridursi  ad  una  potenza  di  uno  dei  due  fattori  di  ( 
Giacché  considerando  che  i  simboli  a\  a",  ...  h\  V\  . . .  ,  figurano  tutti  a  pruno  gì 
e  sono  tutti  fra  loro  equivalenti,  è  evidente  che,  con  opportuni  scambii  di  lettere  s 
fra  le  a\  a",  ...  b\  b'\  . . .  (scambii  che  portano  con  sé  uno  analogo  altro  scar 
fatto  colle  a',  a",  ...  ß',  fi",  . . .)  si  possono  ridurre  tutti  simili  i  termini  dello 
luppo  del  primo  1^^\  e  quindi,  a  meno  di  un  coeflSciente  numerico,  ridurre  il  primo 
ad  un  termine  solo,  restando  però  sempre  composto  di  tutti  i  suoi  termini  lo  s\ilu 
del  secondo  S^^\ 

Quel  termine  solo  a  cui  si  riduce  il  primo  A[^*^  sarà  evidentemente  il  prodotte 
tanti  determinanti  ennarii,  formati  con  lettere  tutte  diverse,  e  tutti  equivalenti  a  (a'  b'  e' 
che  è  il  primo  dei  fattori  di  (13). 

La  conoscenza  del  teorema  che  il  determinante  di  Scholtz-Hunyady  deve  es 
una  potenza  di  (13),  ci  fa  dedurre  che  con  opportune  trasformazioni  simboliche  e 
nendo  conto  dell'equivalenza  dei  simboli,  anche  il  secondo  aJ,*^  cioè  quello  formato  ( 
lettere  greche  a',  a",  . . .  ,  deve,  contemporaneamente  al  primo,  potersi  ridurre  ad 
termine  solo,  il  che  costituisce  una  ben  complicata  rdazione  simbolica  fra  determin 
ennariL 
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§6. 
Una  classe  di  covarianti  di  forme  algebriche. 

La  classe  di  covarianti  che  vogliamo  qui  considerare  è  quella  rappresentata  dai  de- 
terminanti delle  derivate  di  ordine  2^"°  di  una  forma  algebrica.  (S'intende  che  questo 
determinante  si  forma  facendo  variare,  in  una  linea,  k  sole  delle  variabili  rispetto  a  cui 
si  deriva,  e,  in  una  colonna,  le  altre  k). 

Se  la  forma  si  rappresenta  simbolicamente  con 

tZ**  =:  u*  =  C***  =    •  •  • 

**X  X  X 

è  evidente  che  l'indicato  determinante  è  quello  dei  coefficienti  delle  potenze   òx  y  t  z^ 
nella  polare 

y^     X  y    \    * 


Un  tal  determinante  è  dunque 

a,      b^       ...  ab^    b^c    e. 


cioè  un  determinante  ^^  formato  colle  a,  i,  ...  moltiplicato  per  tutti  i  coefficienti  di  fl* 
espressi  uno  colle  lettere  a,  uno  colle  lettere  i,  etc.,  e  moltiplicato  poi  per  û^'**  i^"**  •  •  •  • 
Colla  permutazione  dei  simboli  equivalenti  a,  i,  e,  ...  e  facendo  la  somma  alge- 
brica di  tutti  i  risultati  ottenuti,  compare  come  fattore  un  altro  determinante  ù^^  e 
quindi  si  ha  infine 

dove  si  intende  che  il  t^^  è  formato  colle  a^  b^  Cj  . . . 

Il  carattere  invariantivo  di  questa  espressione  risulta  immediatamente  da  quanto  si 
sa  (vedi  §  4)  sullo  sviluppo  di  \^^\ 

Abbiamo  cosi  una  espressione  del  covariante  rappresentato  dal  determinante  delle  de- 
rivate di  ordine  2  k  di  una  forma  algebrica. 

Per  k  =i  2j  tenendo  conto  di  quanto  abbiamo  trovato  nel  §  4,  abbiamo  il  me^T^o 
di  determinare  la  espressione  simbolica  definitiva  del  covariante  rappresentato  dal  determi- 
nante delle  derivate  quarte  di  una  forma  ennaria. 

Alcuni  dei  covarianti  della  indicata  classe  sono  stati  già  considerati. 

Cosi  per  una  ternaria  biquadratica  si  ha  un  noto  invariante  indicato  comunemente 
con  B  e  che  si  definisce  come  il  risultante  ottenuto  col  metodo  dialitico  delle  sei  deri- 
vate seconde  della  quardca  *). 

La  espressione  simbolica  di  tale  invariante  è  lo  sviluppo  di  [^i,*^]*,  cioè  (vedi  §  4)  : 
[liabcXadeXbeßi^cfd)]', 


^  Vedi  per  es.  la  mia  Memoria  :  Contributo  alla  teoria  della  forma  ternaria  biquadratica  e  delle  sue 
varie  decomposis(Umi  in  fattori  [Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Napoli,  s.  II,  t.  XII  (1905)],  n°  13. 
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dove  cd  segno  Y  si  intende  la  scHnma  algdirica  dd  risultati  octemiti  pcrmuiaudo  k 
lettere,  e  ponendo  il  segno  -f-  ^  —  secondo  la  pariti  o  diqiarità  ddk  pemmtazkme. 

Con  opportuni  oaniameiiti  di  letìei«  cioè  dei  ónboii  ttpàvàkoìS^  è  endoiie  cbe 
uno  dd  due  òf^^  può  ridursi  ad  un  termine  solo^  Pahio  restando  coo^iosto  di  timi  i 
suoi  terminL 

Per  le  forme  binarie  il  covarknte  nqppresentato  dal  dcteiuiiuaute  defie  derivale 
quarte,  si  è  già  presentato  ag^  analfad  ed  è  sfatto  iadìeafia  con  /  4aL  Maisamo  ^  1 
quale  Autore  ne  trovò  la  proprietà  generale  notevole  che  ä  soo  anfinHarsi  ideofiioo  di 
le  condizioni  necessarie  e  suflEidenti  per  k  rappiesenuèifiti  della  bsaxm  bmark  £  or- 
dine m  nella  somma  di  due  m*^  potenze  di  forme  linearL 

Per  i»  =  2ei^3sihail  determinante  delle  derivate  seste  di  una  Imiarìa;  esso, 
per  es.  per  una  sestica,  ha  evidentemente  l'espressione 

(aby(bcy(caY(ady(bdf(ciy 

che  è  la  6^  spinta  (uebersMebung)  di  ;  (detenmnantr  defie  derivale  q^mt»)  seollasesda 
medesima. 

H  Maisano  ne  calcolò  il  valore  ^  mediante  i  nod  invarianti  ddla  sestìca  e  lo  trovò 

eguale  a  l^^-JJ,  essendo  ^  =  (/,/y,  i'  =  ft  0*,  ^•  =  0; /y- 
Afilano,  Itt^  1906. 

E.    Pascal. 


*)  Maisano,  La  sesHca  binaria  [Mem.  Acc.  Lincei,  s.  IH,  t.  XIX  (1884)],  pag.  9. 
•Ó  Op.  dL,  pag.  14. 
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SUL  PRINCIPIO  DI  DIRICHLET. 

Nota  di  Guido  Fubini  (Genova). 
(Da  una  lettera  al  Prof.  Beppo  Levi). 


Adunanza  dell'i i  novembre  1906. 


Ella  giunge  cosi  a  dimostrare  nella  prima  parte  della  Sua  Memoria  *)  (n'  36-37) 
il  seguente  : 

Teorema  I.  —  Sia  V  un  campo  il  cui  contorno  e  sia  convesso  rispetto  ai  punti  di 
un  campo  R  interno  a  F.  Sia  data  su  e  una  qualsiasi  catena^  di  valori^  che  possiede  de- 
rivate prime  rispetto  all'arco  di  e.  Si  può  allora  affermare  Vesisten:(ß  di  una  serie  difun- 
Tiioni  v^  («  =  I,  2,  3,  . . .)  continue  e  derivabili  in  ì\  che  su  e  assumono  i  valori  asse- 
gnati e  sono  di  più  tali  che: 

1°  Per  n  =  00  le  fun:(ioni  v^  tendono  uniformemente  in  T  e  su  e  a  una  fun:(ione 
limite  Vy  che  sarà  quindi  continua  in  T  e  assumerà  su  e  i  valori  assegnati. 

'f  Se  X,  y  indicano  coordinate  cartesiane  ortogonali,  allora  esiste  il 

i-./y;.[(i5y+(t)]-> 

E  precisamente  il  valore  d  di  questo  limite  h  uguale  al  limite  inferiore  dei  valori, 
che  pub  assumere  l'integrale    j   /(^)   "+"(5)    U^^)'»  ^*  Dirichlet,   quando   u 

i  una  fun:^one  finita  e  continua  in  T  con  derivate  prime  finite  e  continue,  la  quale  su  e 
assume  i  valori  prefissati. 

Dimostrata  la  proposizione  precedente,  Ella,  per  risolvere  il  problema  di  Dirichlet, 
ossia  per  dimostrare  Vesistenzjt  di  una  funzione  armonica  in  T,  che  su  e  assume  i  valori 
assegnati,  deve  verificare  che  v  ammette  derivate  prime  e  seconde,  fa  assumere  all'in- 
tegrale di  Dirichlet  il  valore  minimo,  ed  è  perciò  armonica  in  V, 

Per  conseguire  questo  risultato,  Ella  stabilisce  in  sostanza  il  seguente  : 
Teorema  IL  —  Se  la  v  l  la  funzione  limite  di  una  sucussione  di  funzioni  v^ ,  la 
quale  gode  delle  due  proprietà  ricordate  nell'enunciato  del  Teorema  I,  e  se  inoltre  le  deri- 
vate prime  delle  v^  sono  continue  in  ogni  punto  del  campo,  fatta  eccezione  per  quelli  di 


*)  Beppo  Levi,  Sul  principio  ài  Dirichlet  [questi  Rendiconti,  t.  XXII  (1906),  pp.  293-360J,  §  8. 


•-^^J  Jt\àx  ox         oy   d}  ^ 

it  L  t  tma  qualiidtsi  fum^eni  ßmka  i  CGmhmma  im  V^  Lem  JerivMi  primißKsU  i  ^.^«^isk 
la  quak  i  nulla  su  c. 

^  5  OD  qualsiasi  renasgolo  imemo  a  r.  &  L  una  qualsiaâ  fanznoe  niilli  : 
contorno  ài  S^  t  in  tarn  i  pond  i£  r,  che  sodo  esserni  a  5L  la  quale  possegga  ir  : 
derhratr  prime  finiie  e  continiit,  e  abbia  ima  derìraxa  normale  noSa  sol  comomo  ài .' 
Per  ttntfUàti  di  nocanme  «eoo  (o,  o),  (a,  o),  (o,  F^  {a.  t)  le  ooordìnsze  (x,  y)  ^ 
quattro  vertici  di  5,  e  sia  j  >  o,  i  >  o-  RiccH-daDdo  che  focwi  di  S  è  L  =  o,  e  ir- 
graodo  po'  pani  û  <xóeoc: 

Scambiando  x,  j^  e  sommando  si  trova: 

E,  poiché  per  n  =:  oo  il  limite  del  primo  membro  è  zero,  e  le  v^    tenilono  \^' 


SUL  PRINCIPIO  DI  DIRICHLET.  385 


formemente  alla  funzione  limite  v,  si  ha,  posto 

che    /    /  A-^   ^      ^dxdy  =  o.    Poniamo   ora   L  =  $y),    dove   C(tq)   è   una  funzione 

della  sola  x(v).  La  L  soddisferà  alle  condizioni  volute,  se  ?(y))  esiste  nell'intervallo 
o  ^x  Z-  a  (o  ^  r  ^  ^),  possiede  in  questo  intervallo  derivata  prima  finita  e  continua, 
e    si    annulla  insieme   a    questa    derivata    per    a  =  o,  jc  =  û  (3^  =  o,  jp  =  J).  Posto 

M(x)  =   /    A'/i"dy  avremo  dall'uguaglianza  testé  dimostrata  che 

'M{x)i"dx  =  o. 


£' 


Siano  ora  i,  d,  a',  a"  quattro  costanti  tali  che 

o<5<5  +  <T  <âf,         o<5  +  e,<T  +  e^a'  +  eja"  <a 

se  0^,  6^,  6j  hanno  uno  qualsiasi  dei  due  valori  o,  i. 
Poniamo 

9(x)  =  oper  —  00  <^  x  ^  s    e  per    -{■^>'^^^  +  ^> 

9(x)  =  (x  —  5)(5  +  <r  —  x)    per    s  ^x  ^s  -{-(j. 

La  funzione    (p(x)   cosi    definita   è    una   funzione   continua   in    tutto   l'intervallo 
—  00  <  jc  <[  -|-  00  . 
E  la  funzione 

iix)  =   f'dx  f\fix  -  «'  -  «")  -  ç(x  -  «')  -  <p(x  -  «")  +  <f{x)]dx 

soddisfa  alle  condizioni  richieste  più  sopra  per  la  ;. 
Quindi 

0=   rM{x)l"dx=   rM(jc)[(p(A--a'-a")  — (p(x-a')  — (p(x-a")  +  ?(x)]dx 
=  flMÇx  +  a'  +  a")  —  Mix  +  a')  —  Af  (x  +  a")  +  Af  (x)]<p(x)ix 

[M(x  +  a'  +  a")  -  M(x  +  a')  -  Af(x  +a")  +  Af(x)]9(x)dx. 

Per  il  Teorema  della  media  esisterà  un  numero  6  tale  che  o  <  Ö  <;  i  e  che 
Af(5  +  e<7  +  a'  +  a")  —  Af(5  +  e<7  +  a')  —  Af(5  +  a"  +  Oc)  +  Af(e<7  -|-  ^)  =  o. 
Facendo  tendere  <r  a  zero  e  ponendo  5  =  x  si  trova  : 

Af(x  +  a'  +  a")  —  M(x  +  «')  -  Af(x  +  a")  +  Af (x)  =  o, 
dove  a',  a"  sono  costanti  qualunque  (purché  non  troppo  grandi). 

Da  questa  equazione  si  deduce,  com'è   noto,   che   Af(x)   é   una  funzione  lineare 
.     della  X. 

Rmd.  Ort.  Mtêm.  PttUrwf,  t.  XXII  (i90<).  —  Sumpato  il  24  novembre  1906.  49 
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Ma  ora  la  precedente  equazione  si  può  andie  serbe»: 

G>n  metodi  affatto  simili  ai  precedenti  si  deduce  dhe 

è  ima  funzione  lineare  ddla  jj  ossia  è  una  funzione  éA  tipo  A(Xf  «V  «"}4^^{^  ^'y  ■') 
dove  A  t  B  sono  funzioni  soltanto  di  x^  x\  m*\ 

Se  noi  indichiamo  con  y^ ,  jf^  due  valori  fmlm^,  dtemti^  acmxpcesi  tra  o,  l'y  ^ 
posto 


ricordiamo  il  risultato  testé  cons^;uito  per  la  fumdone  A,  otteniamo: 

Ar(x  +  «'  +  a")  -  N{x  +  aO  —  iSr(x  +  «")  +  ATOc)  =  o, 

dalla  quale,  al  solito,  si  deduce  che  N(jk^  y)  è  una  funzbne  fineaze  ddla  x,  che  ini 
cheremo  con  F,  -f-  x  F^  (dove  F,  e  F,  sono  fmmoni  ddla  sda  y^i  quindi  per  (a) 

A(*,»  =  Ar+X.+yX.  =  F.  +  xF.  +  X.+,^., 
dove  X,,  X^  sono  funzioni  della  sola  x. 

Posto  ;t  =  «'-  r àx  r[X^-{.yX:\dx-  r ày  r[Y^  +  xY;\ây,  ûmn 

%/o  «/o  «/o  «/o 


che  in  tutto  S  si  ha 


dx'^dy'~^' 


Quindi  ;(,  e  perciò  anche  ogni  sua  derivata  parziale,  è  armonica  in  5.  In  partiö> 

lare  la  x;  =  ^   .  ^  -  =  ^   ^  ^  .  ^  funzione  armonica  in  5.  Ma  S  è    un    Qualsiasi  ret 
ojc  ajp        ax  oy  ^ 

tangolo  interno  a  r.  Dunque  v  è  armonica  in  tutto  r. 

Tanto  basta,  perchè  sia  dimostrato   completamente  il   teorema  di    esistenza  per  ì 

problema  di  Dirichlet. 

Cavoretto  (Torino),  li  30  settembre  1906. 

Guido    Fubini. 
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SUL  PRINCIPIO  DI  DIRICHLET. 

Nota  di  Beppo   Levi  (Torino). 
(Da  una  lettera   al  Prof.   Guido   Fubini). 


Adunanza  dell'i i  novembre  1906. 


La  dimostrazione  ch'Ella  mi  comunica  *)  per  sostituire  le  mie  dei  §§  9  a  1 1  **)  mi 

^   ha  molto  interessato  non  solo  per  la  sua  brevità,  ma  ancora  per  questo  risultato  note- 

■;.  vole  che,  come  ora  Le  mostrerò  brevemente,  essa  permette  di  evitare,  in  tutta  la  trat- 

iii  tazione  della  mia  Memoria,  Fuso  degli  integrali  del  Lebesgue,  riconducendola  cosi  nel 

quadro  delle  considerazioni  oggidì  più  abituali  agli  analisti. 

Naturalmente  per  ciò  fare  occorre  anzitutto  restringere  un  poco  la  generalità  con- 
cessa al  contorno  e  su  cui  sono  assegnati  i  valori  della  funzione  incognita  e  al  campo 
^     funzionale  }ttj  cui  appartengono  le  funzioni  u  il  cui  integrale  di  Dirichlet  ha  per  li- 
mite inferiore  il  numero  d  che  dovrà  essere  il  valore   dell'integrale   di  Dirichlet  per 
tal  funzione  incognita.  Supporrò  adunque  che  e  abbia  ovunque  tangente  continua  e  che 

le  funzioni  — 4^-^  siano  integrabili  rispetto   alla  x  nel  senso   del  Riemann     e  cosi 

-  Uè  — J^  ^^  rispetto  alla  y     e  soddisfacciano  in  generale  alle  condizioni  descritte   nel 

W^vP  4  della  mia  Memoria,  ove  gli  integrali  si  intendano  ora  sempre  riemanniani.  Ricordo, 
perchè  prindpalissima,  la  condizione 


/ 


dx       =  <^ry)  —  K^oy)' 


Come  nella  Memoria,  chiamo  ^  il  massimo  valore  assoluto  della  funzione  ^(5) 
assegnata  sul  contorno  e,  ed  osservo  anzitutto  che,  senza  uscire  dal  concetto   dell'inte- 
•çlgrazione  Riemanniana,  si  può  convenire  che  al  campo  funzionale  \u\   appartenga  ogni 
funzione  u*  che  si  ottenga  da  un'altra  u  del  campo  ponendo 

u*  =1  u  nei  punti  in  cui  ^  ^  u  ^  —  ^ 

u*  =  JK  »        »      »     »    cP<^, 

»        »      »     »       u  <  —  ^. 


*)  Cfr.  Fubini,  Sul  principio  ài  Dirichlet  [questi  Rendiconti,  t.  XXII  (190Q,  pp.  jSf- 
**)  della  Memoria  :  Sul  principio  di  Dirichlet  [questi  Rendiconti,  t.  XXII  (1906X  If^ 
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È  vero  infatti  che  la  tf*  pocri,  in  taluni  punti  appartenenti  all'aggradato  in  an 
<^  =  it  (Pt)  non  aver  più  derivata  determinata,  ma  noi  converrema  allara  che  in  tot 
punii  si  assuma 

dt^(xy)  _du(xy)  dt^(xy) àu(xy) 

dx      ~     dx      ^  dj^      ~     djr      * 

La  funzione  — ^^  ^^  risulta  cod  definita  in  ogni  punto,  e  coincide  colla  — ^^i 

fatta  eccezione  pei  soli  punti  in  cui  H>(^:  in  questi  punti  sari  invece  — ^^^^/— ft  | 

Ora,  sopra  ogni  retta  ^=cost  questi  punti  riempiono  dei  sq^menti:  in  base  a  qnoa 
osservazione  Ella  si  convincerà  facilmente  che  Taggr^a^  dd  punti   di  disocattmòd 


d  n*  Cx  v^ 
della  — .^^  ^^  è  contento   nella  somma  dell'aggregato  dei  punti    di    d&coitfmsìtl 

o  u  Cx  v^ 
della  — ^-^  ^  dell'aggr^ato  (numerabile  e  perciò  di  misura  nulla)   de^  estremi  i 

tali  segmenti,  onde,  per  un  noto  teorema  dd  sign<m  VrrAU  e  Lbkesgub,  datt'qx» 

dell'int^abÙità  iUemannìana  di  ^—  s^uiri  TintegrabiUti  andie  di  ^ — .  Ma  anche  tuffi 

ox  qx 

questa  discussione  è  superflua:  consideriamo  un  intervallo  x^  ...  x^   sopm  una  ifà 

siasi  retta  y  =  cost.,  e  chiamiamo  5.(x^  ...  xj  i  segmenti  di  esso  in   cui  |if|  >  Jl» 

e,  senza  preoccupare  della  ^fettiva  int^abiUti  di  ^ — ,  pcmiamo  per  definizicMie 


Jx,        dx  J,^       dx  ^J5,K..,,,     àx 


du'{xj) 


dx 


e  poniamo  pure  le  uguaglianze  analoghe  ottenute  assumendo  come  integrandi 

du(xy)  rdu\xy)T      rdu(xy)T    r,»       ^    ■        a- 

e   — ■>  -^^    ovvero     — ^^"^      ^     — -,  .  Ella  vede  immediaumente  che  le  pr» 

prietà  formali  degli  integrali  sono  conservate  e  che  vale  ancora  la 

Naturalmente  tutto  quanto  ho  detto  fin  qui  si  deve  ripetere,  scambiando  le  b 
tere  jf,  y. 

Ad  evitare  ogni  discussione  avvenire  *)  converrò  inoltre  che,  quando  si  tratta  i 
una  u*y  rintegrale  di  Dirichlet  sia  definito  da  : 


*)  Debbo  insistere  su  questo  scopo  sempiificatìvo  della  convenzione  :  osservazioni  simiH  alk  f 
cedenti  sulla  effettiva  integrabilità  riemanniana  delle  ^— ,  -^  permetterebbero  di  togliere  questo  or*  j 
tere  convenzionale. 
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Poiché  è  costantemente 

\du*(xy)\       |du(xy)| 

I     ox     I  —  I    ax     I ' 
si  avrà 

(3)  f  f\u*dxdy  ^   C  f\udxdy. 

r  r 

Ciò  posto,  passo  rapidamente   in  rivista  le   parti  della  mia  Memoria   che   occorre 

conservare  per  questa  trattazione  semplificata.  Sarà  intanto  inutile  tutto  lo  studio  del 
§  4  relativo  al  campo  T.  Per  andar  oltre,  supporrò  che  ad  ogni  funzione  u  del  campo 
funktionale  \u\  sia  sempre  sostituita  la  corrispondente  funT^ione  u*:  mediante  questa  si  de- 
finirà allora  la  funzione  mediatrice  come  al  n°  15  della  Memoria:  si  dovranno  conser- 
vare inalterati  i  n*  16,  17,  18,  19  ove  si  stabilisce  che  la  funzione  mediatrice  è  con- 
tinua e  in  valore  assoluto  ^  ^  e  i  n*  20  e  21  ove  si  stabilisce  la  derivabilità  della 
funzione  mediatrice  nell'ipotesi  della  continuità  della  funzione  primitiva.  A  causa  della 
semplicità  concessa  al  contorno  F,  si  potrà  poi  semplificare  in  modo  ovvio  il  n**  22  a, 
e  si  potranno  eliminare  i  n*  22  J  e  22  e,  sostituendoli  con  semplici  richiami  al  ragionamento 
già  fatto  al  n*"  20:  sono  questi  forse  i  numeri  più  gravosi  della  Memoria.  Si  dovrà 
osservare  che  ^*(x>'|9)  non  differirà  ora  da  ^{xy\^)  e  si  giungerà  alle  conclusioni 
del  n°  23. 

In  base  alla  (i),  nulla  sarà  a  mutare  ai  n*  24  e  25  e  reggeranno  ancora  le  osser- 
vazioni del  n°  26,  e,  tenendo  conto  delle  (2)  e  (3),  si  potrà  procedere  liberamente  nelle 
deduzioni  del  §  6  (ove  naturalmente  il  Lemma  dovrà  essere  enunciato  per  gli  integrali 
riemanniani).  Le  considerazioni  dei  §§  7,  8  si  possono  pensare  applicate  solo  a  fun- 
zioni provenienti  già  da  precedenti  operazioni  di  media,  funzioni  quindi  continue,  deri- 
vabili, e  a  derivate  integrabili  nel  senso  del  Riemann,  e  nulla  sarà  perciò  da  mutare 
ad  essi.  Son  giunto  cosi  al  punto  ove  si  riattacca  la  Sua  dimostrazione. 

Tutt'insieme,  sopra  46  pagine  che  costituiscono  il  nucleo  della  Memoria,  si  può 
dire  che  se  ne  risparmierà  cosi  j  ;  e  pel  lettore  che  non  desideri  entrare  in  talune  mi- 
nuzie, si  avrà  il  maggior  vantaggio  di  una  notevole  economia  di  pensiero. 

Ma  Ella  mi  concederà  certo  che  la  fatica  un  po'  maggiore  che  richiede  la  mia 
esposizione  non  è  proprio  tutta  buttata.  Oserei  dire  che,  alla  fin  fine,  essa  è  pagata 
dall'armonia  della  trattazione  —  armonia  che,  come  tosto  Le  farò  meglio  rilevare,  con- 
tribuisce forse  notevolmente  alla  potenza  del  metodo  —  e  dai  maggiori  risultati  ottenuti. 

Dico  anzitutto  dei  maggiori  risultati,  perchè  non  mi  par  privo  d'interesse  che  dalla 
proprietà  di  minimo  segua  l'analiticità  della  funzione  cercata,  mentre  ad  essa  era  asse- 
gnato soltanto  di  appartenere  al  campo  funzionale  vastissimo  definito  nel  §  3,  né  l'altro 
fatto  che  al  concetto  di  linea,  contorno  del  campo  T,  si  possa  concedere  una  estensione 
non  raggiunta  fin  qui  con  altri  metodi.  E  a  tal  riguardo  l'applicazione  dell'integrazione 
nel  senso  del  Lebesgue  alla  definizione  della  funzione  mediatrice  si  presentò  utile  fin 
dapprincipio  per  stabilire  con  rigore  l'esistenza  di  una  funzione  assumente  al  contorno 
i  valori  assegnati,  continua,  derivabile  e  appartenente  al  campo  funzionale  considerato, 
per  cui  abbia  senso  e  sia  finito  Tmt^ale  di  Dirichlet. 
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Ma  dove  rint^razbne  nd  significato  adottato  diviene  più  rsiifsnrialfr  è  ncUa  dedu- 
zione diretta  della  esistenza  delle  derivate  della  funzione  limite  e  nel  calcolo  del  suo 
intende  di  Dirichlet  come  conseguenza  della  determinazione  di  essa  mediante  una  suc- 
cessione di  funzioni  il  cui  mt^rale  di  Dirichlet  tenda  al  minimo.  Qui  mi  pare  si  £- 
mostri  principalmente  Tarmonia  del  metodo  in  sé  e  col  problema  proposto,  perchè  nes- 
suna nozione  vi  si  chiede  che  a  questo  sia  in  qualche  modo  estranea.  La  dimostruiooe 
medesima  della  formola  di  Green  mi  pare  venga  forse  a  porsi  su  basì  più  proprie,  per- 
chè non  vi  avviene,  come  d'ordinario,  che  per  la  dimostrazione  di  questo  teorema  rela- 
tivo a  sole  derivate  prime  occorra  far  uso  essenziale  delle  derivate  seconde. 

Per  contrasto  Ella  mi  permetterà  d'osservare  che  alla  maggior  brevità  che  si  ottiene 
coll'artifido  Suo  contribuisce  non  poco  una  massa  di  cognizioni  che  sono  bend  onnii 
dominio  comime  dell'analisi,  ma  che  porterebbero  in  non  poche  lunghezze  se  si  dovessero 
premettere  come  lemmi  preliminari.  Fra  queste  cognizioni  ha  inoltre  capitale  importanza 
la  proprietà  delle  funzioni  armoniche  di  trasformarsi  in  funzioni  armoniche  per  im^ 
grazione  e  per  derivazione  :  proprietà  particolarissima  e  forse  molto  estranea  all'argomemo 
(massime  se  questo  si  intenda  come  problema  di  minimo,  anziché  come  problema  di  equa- 
zioni differenziali),  a  sostituire  la  quale  sarà  necessario  tutto  uno  studio  preUminaie 
quando  si  voglia  trasportare  il  metodo  a  problemi  affini  in  cui  l'analoga  cosa  non  si 
verifichi. 

Per  segnalarle  un  semplice  esempio  in  cui  appunto  s'incontra  questa  difficdti, 
mentre  il  mio  procedimento  si  trasporta  senza  modificazioni  essenziali,  tratterò  del  pro- 
blema dell'integrazione  (per  dati  valori  al  contorno)  dell'equazione 

/  \  A/     \^'^    I    nf     N^*^*    I    dAdu    .   dBdu 

(4)  ^(*^)-a7  +  ^('>)d7  +  d7d^  +  d}d^  =  °' 

dove  A  t  B  sono  funzioni  assegnate  ài  x  eà  y^  ovunque  positive  nel  campo  r. 
Questa  equazione  traduce  il  problema  di  render  minimo  l'integrale 

per  i  valori  della  u  assegnati  al  contorno.  Porrò,  per  brevità, 

^^— 3—  +  B<-5r  =  Ö(^^)- 
dxdx   '      aydy  ^     ^ 

Di  passaggio,  Ella  rileverà  subito  che  queste  0u,   ^{uv)   non  sono   altro    che  i  para- 
metri differenziali  primo  e  misto  relativi  ad  una  superficie  avente  per  elemento   lineare 

e  che,  riferendo  questa  superficie  ad  un  sistema  di  coordinate  isoterme  Ç,  >i,  onde  risulti 
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l'integrale  (5)  prende  la  fonna 

dove  ho  posto  F  =  Y  AB  e  l'equazione  (4)  prende,  rispetto  alle  nuove  variabili  Ç,  y), 
la  notevole  forma  particolare 

F(Çy))A^ii  +  v(«,  F)  =  o. 

Per  non  perdermi  in  lunghezze  che  sarebbero  ora  del  tutto  inopportune,  supporrò 
che  le  funzioni  A  e  B  siano  funzioni  continue  in  r  e  che  si  conservino  costantemente 
maggiori  od  uguali  ad  un  numero  positivo  N, 

Supporrò  altresì  che  esista  un  numero  M  tale  che,  in  ogni  corona  abbastanza  ri- 
stretta compresa  fra  il  contorno  e  di  F  e  una  curva  interna  a  F  ed  omotetica  di  e  con 
rapporto  d'omotetia  conveniente  (sufficientemente  prossimo  ad  i  :  intendo  di  parlare  di 
una  qualunque  delle  curve  y^^^  della  mia  Memoria,  per  0  sufficientemente  piccolo)  sia  sempre 

(6)     f  f  A{xy)dxdy  Z,M  f  fdxdy,  f  f  B(x y)dxdy  ^  M  f  C dxdy. 

Evidentemente  basta  perciò  che   siano   finiti    1  Ads,    1  Bds^  dove  s  è  l'arco  di 

e;  ed  in  particolare  è  condizione  largamente  sufficiente  che  le  funzioni  A  t  B  restino 
limitate  al  contorno. 

Infine  supporrò  che  le  derivate  prune  —  od  anche  solo  i  rapporti  incrementali  — 
di  -4  e  di  5  rispetto  ad  una  direzione  qualunque  siano  in  tutto  T  inferiori  ad  un  nu- 
mero assegnabile  P. 

Buona  parte  di  queste  ipotesi  si  potrebbero  molto  notevolmente  ridurre;  ciò  non- 
dimeno Ella  vede  come  esse  medesime  siano  ben  poco  restrittive,  e  restino  al  disotto 
di  quelle  che  sono  necessarie  perchè  il  problema  di  minimo  ch'io  vo  trattare  si  traduca 
nell'equazione  differenziale  (4).  (La  derivabilità  delle  funzioni  A^  B  non  è  supposta). 

Le  considerazioni  preliminari  della  mia  Memoria,  relative  alla  funzione  mediatrice, 
si  conserveranno  invariate:  basta  osservare  che  anche  qui  si  potrà  supporre  sempre 
\u\  ^  ^  perchè,  se,  data  una  u  arbitraria,  si  chiama,  come  poc'anzi,  u*  la  funzione 
che  da  essa  si  ottiene  sostituendo  +  (^  e  —  ^  ai  valori  della  u  rispettivamente 
>  +  (^  e  <  —  (^,  /(«*)  differirà  da  /(u)  solo  perciò  che  alcuni  elementi  diffe- 
renziali di  /(«)  >  o  si  saranno  sostituiti  con  elementi  nulli;  dunque  /(«*)^/(^)- 

Una  prima  modificazione  dovrà  farsi  al  n°  28,  poiché  alla  relazione  {q)  dovrà  sostituirsi 


// 


%U{xy\^)dxày 


iO  {  ^ 


(i+ey 


+  T 


r  R 


SVI«) 
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Per  trasformare  il  secondo  membro  di  questa  rda&one  osservo  die  â  può  pon 

dove  

X  =  V(x  —  0*  +  (y  —  '^y  <  ^    [<»r<^  masama  di  i:  *)] 
ed  A  e  B  sono  rapporti  incrœiœtali  di  ^  e  di  jB  secondo  la  dizesimie 

[*>r[«+H*-«)+«o-'>)]- 

Tenendo  conto  delle  precedenti  ipotesi  può  quindi  scriversi 

e  ragionando  aUora  come  nel  n®  28  ddla  Memoria, 

r  It 

^{là^[J  fixiy  f  J%u(x'y')dUyi  +  ^JiP  f  fdxdy  f  e à.uXx'y')â\i 

Tu  T  M 


R 

Si  ha  inoltre 


I  jeu(xy)dxdy^N  i  C\u(xy)dxdy; 


dunque  infine 

(I  +  ey 


Riguardo  al  2°  integrale  della  (y')  posso   ripetere  i  calcoli  del  citato    n**  28  di 
Memoria  ed  ottengo 

<(ii+^y^'k'ff[A(xy)  +  Bixy)]dxdy<2^i-{.^yLxM^^k' 
a  causa  delle  ipotesi  (6). 


T-r^ 


*)  Si  veda  pel  significato  dei  •      *  -definiti  esplidumente  qui,  la  mia  Memoria    dtata  e  f* 

ticolarmente  la  Tavola  dei  seg* 
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*  Supponiamo  ora  che  la  funzione  u  renda  l'integrale  J(u)  sufficientemente  prossimo 
al  suo  limite  inferiore,  cosicché,  per  tutte  le  u  considerate. 


/(tt)=   CfsudxdyZ^D, 


r 
dove  D  è  un  certo  numero,  e  poniamo 

avremo,  come  nella  formola  (9)  della  Memoria, 

/[I7(x:y|e)]</[«(x>)]  +  ôr. 

I  Lemmi  I  e  II  dei  n*  30,  51  si  possono  riprodurre  nel  caso  presente,  ove  solo  vi 
si  mutino  i  segni  A  e  v  in  O,  cosicché,  conservando  a  y)  il  significato  analogo  a  quello 
definito  in  quel  Lemma  II,  si  avrà 


//" 


Smdxdy  <[  én. 

Ma  già  precedentemente  abbiamo  rilevato  che 

I   JBmdxdy>  N  j  j  ^mdxdy; 
dunque  anche 

^tndxdy  <^  "xf  ^' 


//' 


N 
r 

Com'EUa  vede,  ho  ottenuto  cosi  la  formola  fondamentale  su  cui  poggiano  1  ragio- 
namenti del  n°  33  e  dei  seguenti:  é  appena  il  caso  ch'io  Le  faccia  osservare  qualche 
ovvia  modificazione  che  a  questi  occorrerà  ancor  portare,  come  sarebbe  questa  che,  nel 
n^  43,  al  luogo  della  disuguaglianza 

\f  f  v{uv)dxdy\z,y  f  f  ^udxdy.  f  f  ÙLvdxdy, 
sì  terrà  conto  dell'analoga 

\j  is(uv)dxdy\z,l/  f  f^udxdy.  f  fsvdxdy; 
e  che,  per  ottenere  la  formola  analoga  a  quella  di  Green  si  dovrà  naturalmente  sosd- 

Ò  V  Ò  V  Ò  V 

tuire  in  tutto  il  §  lo  ai  segni  ley  il  segno  0  e  al  3—,  A^  -cosxr  -^  B^cosyr; 
e  per  giungere  alla  relazione 

X=   I  \  A^r— cos xr  -4-  B^r-  cosy r  ids  =:  o. 
Jcl    àx  dy       -"  J 

analoga  alla  (22)  della  Memoria,  occorrerà  osservare  che,  poiché  il  centro  {xy)  del  cer- 
chio C  può  essere  assunto  arbitrariamente  in  r,  si  può  supporlo  tale  che  in  esso  e  in 
tutto  il  cerchio  A  e  B  restino  inferiori  ad  un  limite  determinato  H  :  allora 

A^cosxr  Z,  j/âêv,        B^ cosyr  Z,  l/ÊOt;, 

Rmd,  Circ,  MmUm.  Paltnmo,  tomo  XXII  (190^).  —  Sumpftto  il  28  novembre  1906.  $0 


4pm  S  èrma  id 

Eamabmt 
S  lÊmemrm  T. 
poCEà  fimi  Si 

Occsorxcariy  per 

d'au  cri  sDlnme  è 

r«EaqMa|Miti  ^ 
e  p.  570  (NacfamcO. 

Non  «ag)k> 
iwaidete  eoa  Hritggfif  prafiia&l  F: 
a  nimiiii»  mwkiffM  c  meno  owb,  c^ 

Mi  jwiiiftrj  ado  dfìo  pfcnda  fi 
SU  4|iicstD  mo  KifDfo  per  immiinjtfit  wi  svm^  4i 
avwoota  in  tm  puoiD  dd  tittto  aoocnoriou  Nâ  oT  <^  7,  1^  53^  53 
zione  dcfinka  dalTITâtWACg,  per  mortraïc  fiirdiimr  cscnpi  k 
am&âotà  imposte  al  campo  haukmût.  Ora  io  qnci  1^ 
pmui  di  condcnsazioDC  deg^  oiicim  dci  Jt'gnifini  di  invanabfid  dMsii  ûm, 
medesimi,  la  (mmonc  considerata  ha  derivata  determinata  cd  =  -f-  ^  -  Questo  infini 
afferma  H^arxack^  ma  non  è  esatto,  come  gii  ebbe  occasione  di  rilevare  il  signor 
ScHOENFUES  (nd  suo  Bericht  û.  d.  Mengenldire,  p.  168-169):  in  tali  punti  la  derhia 
può  invece  essere  indeterminata  (però  è  sempre  positiva)  e  4~  ^  ^  3  valore  costane 
della  derivata  superiore.  EOa  vede  che  ciò  non  altera  nemmoio  una  sìllaba  a  quamo 
è  detto  nei  n'  6-8  ;  infirma  invece  la  costruzione  del  n°  52  in  quanto  questa  tende  2 
costruire  una  funzione  avente  derivata  in  ogni  punto  e  soddisfacente  alle  altre  condiziocÈ 
richieste  nei  n'  52  e  53.  Però  una  tal  funzione  esiste  tuttavia,  e  una  costruzioDe  k 
ho  indicata  al  fine  della  mia  Nota  Sopra  le  funzioni  aventi  derivata  in  ogni  punto  oe 
Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  ^):  la  si  ottiene  con  mtta  semplicità  come 
somma  di  una  funzione  dellUARNACK  e  di  un'altra  a  cui  s'imponga  di  avere  dff> 
vata  in  ogni  punto,  e  precisamente  ^  -f-  00  nei  punti  di  variazicme  della  prima  fb- 
zione,  senza  preoccuparsi,  riguardo  ad  essa,  che  siano  o  non  verificate  le  altre  coodì- 
zioni  acceimate. 


Torino,  3  ottobre  1906. 


Beppo   Levl 


^  VoL  XV,  2**  Sem.  1906,  pp.  410-415.  V.  paiticoknnente  il  n°  5,  pp.  414-415. 
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ERRATA-CORRIGE 


AGINA 

Linea 

In  luogo  di: 

"5 

24 

minore  di  r 

i6i 

22-24 

*)  Sopra  un  metodo,  etc. 

Leggere  : 

minore  di  ordine  r 

*)  Sopra  certi  covarianti  simultanei  dei  si- 
stemi di  due  quartiche  e  di  due  quintiche  [An- 
nali di  Matematica  pura  ed  applicata,  s.  II, 
t.  XVI  (1888-89),  PP-  85-99J;  ^opra  alcune 
forme  invariantive  del  sistema  di  due  binarie 
biquadratiche  [Rendiconto  dell'Accademia  delle 
Scienze  Fisiche  e  Matematiche  di  Napoli,  s.  U, 
voL  II  (1888),  pp.  402-409].  [N.  d.  R.]. 
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